
TEL.

Se
y

: Vxv R è prodotto scalare
,

allora

" ≈ " - Jytte)
è una NORMA nel senso della Dee .

(1)
.

I

Esenin in R
"

"
1

( a.) = a %:) .

- ☒

< A
/ B > = nn ne +

y
,
y ,

MA "
= Unity;

^
B La lunghezza del segmento AB è 1113 - 1- Il =

y
,

-
- -

-
- -

-
-
- -

;

A
I

2-
' - - -

[
- -

-
- - I

, g
A-B = ✓lm-mJ+l%-g°

nn nn

esempio
5in A nutrice quadrata di ordine 2 1- = ( "^^ "

" |421 422

Definisco gale , ≥) = È A ≥

un ≤ =L :) E- ( :)
⇒ gate , ≥ ) . (min> (

"
"

"
"

| ( I;) .

421 AZZ

? : si verifichi se ga
è un prodotto scalate .

In generale II : dovrei avere che i
# ±

,
≥ c-È

1min .> 1- ( I;) = la
.

. > .> ( "" "
" / ( ;)hzn azz



Consideriamo e-
^

= I , e- z = ≥

( µ . > (
"^ "

" / ( ;) = ( anima > ( ;) -

an
421 422

☒

( ◦ , DI
" "
" | / ! ) = ( an , an ) / ! ) -

an
a
21 42

Se non avessi pensato di scegliere e-
1 ,

e-~ ,
avrei potuto procedere in

in generale/astratto :

( nn ,
m ) (

"
^^ " " | = ( amm + anni , minian ") ( I;) =

421 422

= "
nn nn In

+ anni 7,
+ anni 72 '- arr Mr 22

(±
,
≥ ) -

g. (1, ± )
=Se fosse ga

= In un Y
,

+ "
22 77,

+ Un 2, un
+

427
,

"
2

Deve essere

^
" J

,

"
^

+ 42 ) ,
" 2

-

are my,
+ an 77,

¥ ( Tn) ( Y )
⇒

sistema

liane
_
" ⇒

42
=

921
⇒ 1- deve essere simmetrica

se a. ( : :| ⇒ mail : :-/ I :) " . 4 ;)
⇒ ( an + % ,

< un + <g.) ( ;) ≥ o it / " )In

Chiaro che era più semplice prendere dei vettori particolari I , I convenienti e verificate
che non è vero

.



Torniamo al prodotto scalate
genetico .

DEI Ottagonali e Ottonormali

Sia
g

: VXV ↳ # un prodotto scalate . ≈ e e si dicono

ORTOGONALI se

g
( ≈ , ≈) - 0

Si dicono ORTO NORMALI se sono ortogonali e HIV = l' WII = 1

µ
Quando in là prendo si considerando delle n e

delle
y perpendicolari .

versati
^

- -

In - ( no) e = ( o , n)
"

< ≤ 1 , e- 2
> - o

DE Base ortouormale

Sia Be } In /
. .
.

,
≈
_ { base

per
V su cui ho definito un prodotto scalate g

.

B si dice BASE OKTORMACE di V rispetto a g se

i -

g ( Ii , ≈ ;)
- ◦ ti ≠ ;

ii. Il Ii " - 1 # i c- } 11 -

. .

,
- {

Togliendo la condizione ( Ii ) si parla di base ortogonale .

D-et-S.in
y

: Vxv prodotto scalate su V e sia B- { In / . .
.

/ In { base
.

Si dice matrice associata a

g
In mattine 1- = M

,
/g) con

Ann
_ ' -

anni

1- =/ ; ; | dove aij
=

g- ( Ii , ≈ ;)
Ann - -

- amm



teo.se
g
è un prodotto scalate su V

,
allora basta conoscere glen , er )

per ≈ ; / ≈;
€ B = / In / . .

.

/
In / .

Se Misty è la matrice associata a

y rispetto alla base B ,

allora te
,
e c- V se X-p è il vettore delle coordinate di

≈ rispetto a B e 1
,

il vettore delle coordinate di te rispetto a B
,

si ha che i

g / ≈ , ≈ )
- è! . Mi> ( y)

- ≥



Lezione 17 - 20/05/22

MB (y ) : mattine associata al prodotto scalare
g rispetto alla base B.

Esempio

Sia
pn

= | polinomi a coell. reali di grado ≤ n {

< pln) , glu) > = |
"

pini qln) da
- 1

Cerco se 2 polinomi sono ortogonali , nsà se < pln),qln) ? = 0

Posso risolvere l' integrale oppure sfruttare la matrice associata MB (g)

a) Prima verifichiamo che < pln) , qln) > è prodotto scalare .

i. < pln) t r ( n) , yln) > = < piu> , qln) > + < rln) , qln) >

⇒ < piu> + r (n) , gin) > = / [pln> + nln> ] qln? da =

- 1

^ 1

= | pln) qln) da + | Un> qln) da = < pln) , qln) > + < relais, qtn >

-

1 -1

ii. < pln) , pln) > ≥ 0

= |
"

piu
'

da 70 sempre , e = o ⇔ piu> = o

- 1
'

iii. < pln) , qln) > = < qln) , plus > evidente

b) Consideriamo n -2
, B- { 1, n , si ' { e mi chiedo :

pln) = 5 +3m - ^
, qln> = -2 -2m + si sono ortogonali ?

^

⇒ ottagonali ⇔ f
,

pln> gli dn = 0

oppure , invece
di calcolare l' integrale sopra ,

calcolo una volta
per

tutte qualche
integrale e poi uno le nutrici

.

⇒ costruisco M
,
/ <, > ) = -1 : : :|a 21 Un ^ 23

Siccome Bi } 1
,
n ,
sì { ,

calcolo :

In Ii ≈>
1

am = < In /
In > = < 1

/
1 > = {

,

1 da = [ n )
"

→

= 2



1

am
=

< Ii , ce > = < 1
,
n > = | d- a dm = [È ]? = 0

-

1

^ ' n

'

da = [ %-)
"

an,
= < ≈

1 ,
≈
>

> =
< 1

,
sì >

= (
"

= §
- ^

1

:
|

-

2 ◦ %
M ( < i > ) = |B

o 43 °( % ◦ %

⇒ Per verificare l' ortogonalità di pln) e qln) ,
ne prendo i vettori

delle coordinate :

-

2

Iphitos -

- (§ ) ( 9 '" ] , =/ ;)
e poi risolvo il prodotto scalare < pln ) , qln) >

come :

< plus , qln) > = [ piu ]; Mosca > ) [ qln) ] ,
-

2 o 43

|
'

-2

|= [ si > , - ^ ] = -11 . - ; , e
, ÷ . ;] / Ì

'

/ • % ◦ | ;
.

/ =

% ◦ %

=

- 20 + § -
h +

- § - -24 + ÷ - § ≠ ◦

⇒ pln) e qln) n°1 sono ottagonali .

Abbiamo usato il seguente (già visto) teorema :

TE .

Sin
g

: Vxv ☒ prodotto scalare
i B =/ 7 , _ _ ,

≈
_ {

a) Se conosco

g lei , ≈;) i
/ j c- / 1 , i. , - { ,

allora conosco

g / ≈ , ce
) comunque vi scelgano ≈ , e

c- V

b) Se Moglg) è la matrice associata a

g
tale che :

Mdg) . (
d'⇒ ' ≈ ) -

i 917 , -1) y: :

glam , %) -
.
- glam / In)



-

Se ≈ = % In + .
.
_

+ umani , a- =

g. In
+

.
. _

+ In %

Allora _

-

g /≈ ,
e) = lui . . _ a- ] .

Mrs /g) • | ? )In
DX '

per n = 3

V
, B ' | In / ≈ ≥ ,

I }
{ base di ✓

I = ✗
1 In + 22 Iz + ✗313

≈ c- V
, e

c- V ⇒

I = Pn In + Pz 72 + P> 13

a)
g
( ≈

, ≈
) - ( Han + aree + a

> ≈ > ,
≈
) =

= di y
/ In / ≈ ) + ✗

2g ( ez ,
e) + ↳ g

( ≈
} ,
E) -

- ( sig ( en , per + Praz + P> ≈ > ) ) + Ha j / Earp, In + Pare + posa > 7) +
+ la> g / I> i Pali + Prez - P> ≈ } ) ) =

' [ a pigliare ) + a Prg /% , :) +

anp> gla.is ) ) +
+ (22 Pag /I /

In ) + ↳ Pag /I / Ii ) +22ps glee , ≈ } ) ) +

+ (↳ Pnf ( ≈> i %) + ↳ pag
/%, %) + ↳ P} y / % / ≈ > ) )

b) Prendiamo ( È ] , Maly) , ( % ) e calcoliamo

B)

[4. aria} ) . Mrslg) - ( [ |Bz

Inoltre :

• Se In base B - / In , .
.
.

,
In { fosse ottagonale (⇒ g /Ii , e;) - ◦ ti -1J ) ,

allora

Mrs / g) = |
d'⇒ '⇒ ◦ .

.
. ◦

I◦ GLI / Ii) o - io

i. '

.
. j

◦
.
.

. ◦ gemiti)



Con me 3

g /
≈ / a) =

y / 411
+ ↳ er + ↳ ≈ > i Pr In + Pz Ir + P> ≈ } ) =

= di Prytania) + ar Prg / Ires )
+
↳ P > g ( Isi Is )

• Se B = | In / Ia / I > | fosse onthotmale :

glen / In
) - glazier) = glasses) - 1

⇒ GLI /1) = an Ba - 1 + 22Pa
- ^ 1- ✗ 3ps

- 1

Esempio
-

sia ✓ = *
'

, { ≈ . .- (
^

;) ≈ . . / ? ) ≈
>

= ( ;) / base di v.

? : Costruire una base autonominati di R
>

che contenga dei ( per opportuno )
a

Verificare che tua = I.
nani ,

Ì ¥2 = ≈2-<≈2/≈_w= ,

.

Il Iz - < Iz
, In > In "

13 = MI
1 , µ
,

1 ,

dove 13 = 13 - < ≈ 3 / In
> In - < I ] , 12712

siamo una base ottonormale di R
>
contenente lei

.

( spoiler : lo è)

E ◦

La base canonica / ≤ , _ . .

, e- n { è ottimamente
per

il prodotti scalare

canonico su R
"

.



Lezione 18 - 23/05/22

Ortogonali zz azione di Gram - Schmidt

~
dotato di prodotto scalate

✓
spazio vettoriale m a IR con prodotto scalare <

,
> e

S = | In , - . .

, In { sottoinsieme l -1 . di V
.

Vogliamo modificare 5
per

ottenerne uno ortogonale ( e poi ortonormale ) .

Prendiamo W = } Ka ,
- . .

/
In { dove

e. = ≈ . un =

n-a-IE.IE?-wW-3=Ig-tI3'n-hS-yn-c~-3iw-27-W-
2

< In / In > < 12 / % >

:

the : + -1

- < Ix , Ii
>

It = In - 2_ ne

< Ii iwi >
1- = 1

W così generato è ortogonale .
Per renderlo ortouorvnale :

Prendiamo Q = / fa , _ . .

/ 9- • { dove
-9 ;

= 1- Ki

" Ki "

Q così costruito è ortouormale
.

Ossi
. Ogni spazio vettoriale metrico ha una base ortouotmale .

ii. + 1- le tue c- SPAN ( In /
.

.

.

,
Ix -n )

↳ perpendicolare

⇒ Ogni nuovo vettore creato è perpendicolare ai precedenti ( usati per crearlo)

iii. SPAN ( ven , _ . _

, Ix ) = SPAN ( Inc . . .

/ Kr
) V7 = 1,2, _ . .

/
K



Esempio
g

,
< ±
, ≥ > = ↳ y ,

+

nzy,
con I - (I;) ≥ - ( 3;)

✓ = È ; <
,
>

canonico i S - / ≈ . -

- (
^

;) , ≈ . - ( %) ' ≈ > = ( ? ) I
e- base di R

>

ma non è ortogonale ( dato che <≈ , ci
> -1 =/ o )

.

Applichiamo G-S
.

⇒ = ≈
. -

- f:) ⇒ = " - ±. -

- ( ;) - Il :) .

- (%
.
)

" = ⇒ - ≈ . - " =L :) - Il :) - :-(%) .
%

= ( - %)
- 43

⇒ Per G- 5
, lei , % ,

≈
> { è base ortogonale chi È

.

7.
= ÷,

% = È • ( ;) i 9- a = È"

" = È _ ( È;)
1 > = ÷

,
"

- ¥ = § . (%} )
- V3

⇒ | In ' 12,1> { è base ottonotmale di R
>

.

DE ' Ottagonale di un sottospazio

✓
spazio vettoriale e <

,
> prodotto scalare e 5 sottoinsieme di V

.

s'- =

Del -

| µ c- ✓ : il 1- ¥
,
tre e 5 { → ORTOGONALE DI S

s'è
sempre sottospazio di V

,
anche se 5 non lo è

.



eaen-p.ir

S = / ( ? ) | E A
>

S ten è un sottospazio ( non contiene ± , _ )

un prodotto scalare canonico di *
>

.

s'-
= / | ! ) : < ( ? ) , / ! ) > = ◦ I = { | !) : un> + potenza !

=/ 1 ! ) :
" + . - • I = Il;) :

2- = - " I = / (E) { =

=/ " I ;) + al ;) 1 = san / I :) , / ;) )
↓

è un salto spazio
vett

.

n
2-

Per visualizzare :

Ì
" ""
" """ ""

" " "" """ " ""
"
" " (%)

teo.li
spazio velt

.

meteo on

P
""" """e " " < •

•

S sottospazio di V
.

Allora :

i. 5ns
'

= / I /

ii. V = 5 ⊕ St quindi #≈ c- V esistono unici

¥, C- 5
,
Iz C- 5

+

tali che ≈ = In + Iz .

[ St "

spezza
" S in due parti .

iii. ( s'
-Ì = 5



iv. Se S ha base { uh , _ .
.

/
In { ,

allora

s'- = } ≈ c- V : < e ,w→ > - o {
< ≈ , ~

> =
o

→ sistema lineare in

i.
le equazioni

< I
, In > = O

DEF . Proiezione ortogonale
✓

spazio velt . metrico
,

S sottospazio vett
. di V

.

Se P - / 9. , .
.
.

, qn { è base ottouornale di 5 e ≈ ← V definiamo

Def .

Pts ( ≈ )
= < ≈

/ 9- > f
,

+ < I
/ 9-279-2 + . .

.
+ < Ifr > 9- a

ptg ( ≈ ) è la PROIEZIONE ORTOGONALE di ≈ su S ,
e

prs (e)
e 5 .

[ < , > restituisce un numero c-# , quindi piste) è di fatto una combinazione

lineare della base di 5 ⇒ prs (e) c- 5
.

Inoltre i

÷
P 'st / ≈)

È
≈ -

p :(≈ ) ciò ≈ =p :(⇒ +

'pÈÈT
|
,
Per il Tea

.

( iii ) ogni vettore è somma di 2

proiezioni ortogonali ⇒ se ne conosciamo che

proviamo ricavate anche l' altra
.

Per visualizzare : St

≈_ 5

Est"

prato



Epi .

S -

- SPAN ( ( Ì ) ) ≤ e
'

,
un prodotto scalate canonico i

/ e { è base ortogonale di 5
.

⇒ 9
= È - e = È / ! ) { y { è base ortonormale di 5 .

Se ≈ = ( ? ) è attore qualsiasi di R
'

,
allora

p:(⇒ = < 1 ! ) / 9
> -9 = < 1 ! ) / È /

^

;) > - El ! ) =

- ( ÷ + ◦ + ÷ ) . :( ! ) -

- ITE ) :( ! ) -

- (
"

÷
O2n;

?
.

5

FÈ

NB : la distanza tra ≈ e prs (≈)
è la minima possibile rispetto alle distanze

tra
≈ a un punto a caso in S

.

prs è quindi il punto più vicino a
≈ di qualsiasi altro punto su 5

.

Tej Teo
. della migliore approssimazione

Dato V
spazio vett

.
mattino

,
S sottospazio vela

. con diw S < •
, ≈ c- V .

Allora
, p :( ≈) è l' unico vettore di s tale che i

i - ≈ -

prs (≈) 1- 5

ii. prs ( ≈) è il vettore di 5 più vicino a ≈
,

cioè

d / E , p :( e> ) = Il ≈ -

p :( ≈) " = min / d / ≈ , x ) : e c- 5 {
la distanza



Essais
1

V - R
,
[ n ]

,
< plus , qln) > = | pln> glu ) da

- n

S - SPAN ( In = - 3
,
≈
,

= 1- Zu )

a) Trovate la migliore approssimazione di un ≈ c- V qualsiasi su 5

Per il TMA stiamo cercando
p :( ≈) :

i . Troviamo base ortonorinale di 5 con G- S

In = In = -3 VI = ≈
,
- t.IM?-W1 =

1- 2h
-÷ ( - 3) = -2m

< In , In >

⇒ / uh , ci { è base ortogonale di 5 .

se% = È ,

^
= - ¥ 92 = È,

12 = - È

⇒ { oh , 9
,
{ è base ottovolante di 5

.

ii. Sia
≈ = a + In t.cn

"

un vettore qualsiasi di V , allora

p:( ≈) = < a + bn + eri
,

- § > ( - £ ) + < atbntcn '
,
- ✓In > f :[ n )

= . . . = a + § +
Ln

b) Trovare
pr ( ≈ )
St

prs, (a) = I - prs (a)
= ( a + bn + csì ) - la + § + bn ) = Cri - §

c)
PI ( p:( prs ( p:( ixzn) ) )) = ?

a - ^ 6=2 < = o

pts ( it Tn ) = 1 + 2m Non è strano
, poiché 1+2 a c- 5

, infatti

1 + zn = - § f- 3) - 1. ( 1 - zu ) = - § ≈ , - Era c- 5

Cioé i 1+2 n era già c- 5
, quindi la sua protezione ottg.su 5 ,

che corrisponde al vettore più vicino a Itza in 5 ,
è sé stesso

.
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In generale , per ogni sottospazio S si ha che
-

prs
( ≈) = ≈ ⇔ ≈ c- S

poiché , per
il T.ua

.

, p:(a) è il vettore di S che ha la minor

distanza da ≈ .

Isometrie

Det . Isometria

Sin ✓ uno spazio vett
.
metrico con prodotto scalare <

,
>

.

Un' applicazione lineare T : ✓ ↳ V è detta ISOMETRIA se

< Tle)
,
1- ( Ee) > = < In

,
Er > te

, e c- V

Dunque T preserva lunghezze ,
distanze e perpendicolaritai

d- volte è chiamata MOVIMENTO RIGIDO .

E la rotazione sul piano è un
' isometria

.

Caratterizzazione delle isometrie

Come riconosciamo un

'

isometria ?

V spazio vet . metrico un prodotto scalare <
,
>
,
dimv =

n ,
T : ✓↳ V lineare

.

Sono equivalenti i seguenti fatti :

i. T è isometria .

ii. Il 1- (e) Il = XIII cioé
preserva

le lunghezze .

iii. Se P è base ortouormale di V e 1- = T
P - p /

allora A è matrice ortogonale ( asé AI A-
^ ) ( o le

iv. Se p è base ortouormale di V
,
allora le colonne di 1- - Tp - p

sue righe ) formano una base ottusamente di R
"

.

✓
. Se P = { In , _

. .

/ In { è base ◦ ttanormale
,
allora lo è anche

{ TIE) , . . .

,
TI :) { .



Esempio

Se prendiamo La : R
"

È data da ↳ (1) = 1- ± ,
allora

↳ è un' isometria nei seguenti casi :

-

i. 1 • ◦

A =

◦ 5% -5%/
◦ % :|

entrambi sono ortogonali poiché Le colonne formano

una Suae ortnormale di R
}

rispetto al
ii.

|
Fa % - Ei prodotto scalare canonico .

1- =

"
Ì- 53/3 % o

% %

Dato che siamo in R
>

con prodotto scalate canonico
,
allora In base

canonica è ottantina/ e e inoltre (4)
• ← p

= A
.

⇒ le due applicazioni sono isometrie
.

esempinotevolii.be
ROTAZIONI in #

=

attorno all' origine e
le Rotazioni in R

>

attorno

a un asse passante per
l' ◦ tipica sono isometrie .

ii. RIFLESSIONI in $2 attorno a una tetta e in R
>

attorno a un piano
sono isometrie .

tetta S

≈
^!

" stessa

✗
< distanza

" I
RII)

esew-p.io

Sia V spazio velt. metrico , din V < io e ti ✓↳ V isometria
.

Vogliamo verificare che Tsia Isomorfismo ma che le seghe cn isomorfismo

è anche isometria .

→ Se T è isometria ⇒ 1ITL17 Il = Nell te c- V .

Vediamo che T è iniettiva
.



Se ≈ c- Kent ⇒ 1-(≈) = E ⇒ o = III il = Htlv) Il = Il ≈ "

⇒ e = E ⇒ kart =/ ≤ { ⇒ Tè iniettiva
.

↳
prodotto scalate definito partito ⇒ unico ≈ : 11111 = o è ≤ -

⇒ T è suriettiva
.

↳ T : un>W con dimv = dimw ⇒ T iniettiva ⇔ T suriettiva

se la :*
'

r> È t
.

.
. (5) → ( : :/ (5)

⇒ La è lineare e se p e- base canonica ,
allora ( ta)

@ ⇐ p

= 1-
.

la è isomorfismo poiché la sua matrice associata A è invertibile .

2, data =/ ◦
Dato che p è base canonica

, p è ortonormale
, quindi :

poiché la seconda colonna di A ha norma - a

⇒ Le colonne di A non formano una base ottano rurale

⇒ A non è ortogonale

⇒ LA n1 è isometria .

Metodo : come calcolare Tp ⇐ p in V spazio ve# metrico

Sia T : Un> V lineare in V spazio vett
. metrico con prodotto scalava <

,
>

.

◦ Prendiamo P = / In , . . .

,
In { base ortonormale di V

.

NB : Può essere anche la canonica se il prodotto scalare è quello canonico ; se il

<
,
> è

" strano"
,
la base canonica potrebbe non essere attualmente e dovremo

ricorrere allora a G- 5
.

• Calcoliamo Cij =
< Tlrej) , ci >

• Allora -

,
-

Tp - p = | - Yi - |
NB : questa procedura funziona per ogni T : Vt> V lineare ( non solo

per
le isometrie

,
che sono un caso particolare di Tilt>✓ lineare )

ne richiede una base P ortonormale .



Esempi

✓ = R
,

[n ) < pln) , gin > = /
"

ptnqln) du
-

n

V è spazio vett
. metrica e se T : UN V

atbn → (a + 3 b) + fa + b) re

? = Trovare la matrice associata a T rispetto a P = { I - È / I -È a {
Osserviamo che

< Ei
,
≈ , > = §

"

È _ È da = È / ^^ da = 1 ⇒ III. il = 1

-1

< via , era > = /
"

È " . È in dm =
- - - = 1 ⇒ Keen = 1

- n

< In
,
Ie > = [¥ - Ef n du =

. . . = o ⇒ I
,
1- Ia

⇒ / In / In / è insieme ortonormahe in V di dir =L

⇒ p è base ortonamale .

Allora -

cu cu

'

T dove ci; = < T /e;) , Ii >
p ← p

= ( can ( ri )
↳ = < 1- lei) , e >

= È + È " ) È da = È

4, =
< T / ce)

, e > = /
"

( 3¥ + § n ) . È da = 356
- n

cm =

< Me)
, e > = [ (E- + È " ) ≥[ da = t

cu = < ter )
,
≈
,

> = [( 3¥ . È | ET du = 1

NB : T
p ⇐ p ven è simmetrica

. . .
( vedi prossima lezione )



Lezione 20 - 27/05/22

Sia ✓
uno spazio euclideo ( ovvero uno spazio vetta di dim - n con

< ≈
,
a > > ◦ te =/ ◦ ) .

i. Ti Va> V è un' isometria se < 1- (≈)
,
1- (a) > = < ≈

,
e > te

, e
c- V

ii. T è un operatore ( o applicazione) simmetrico se e ,w_
c- V

< Tle)
,
e > = < ≈

,
tlw) >

Non succede
per ogni T lineare

.

Abbiamo visto che
:

✓ = Rica ) con

< pln) , qln) > = (
"

piu> qln ) da
- 1

e T : atbn ( a +36 ) + ( sa + b)

Rispetto alla base P = / In -

- te , e
- ≥[ n (

p è atonormale e i 353

|Tp - p = ( non simmetrica
.

53 1

⇒ T non è un operatore simmetrico
.

TEL . T simmetrico

Se V è uno spazio ictt
. un prodotto scalate <

,
>
,
T : Vr> V

lineare è simmetrico ⇔ Tp - p è simmetrica
.

Se non conoscessimo questo Teo
.

,
come facciamo a

dire che T dell' esempio
non è simmetrica ?

trop = | ;
3

? / Viene» p
= } È / È /

Se T fosse stato un operatore simmetrico
,
allora ltpln) , qln) c- Ren]

< Tfpln) ) , qln) > = < plus , 1- (yin) >



Abbiamo visto che

* < tipi» ) , qln) > = ( m , ne ) /
^

) ( Y )53 1

dove I:) = FINN
,

i | !;) = IN" / p
* ven è in germe uguale a

< pln> , Tlyin) > = ( za ,
za ) Tp - p ( ¥ )

che (E) = ( pin> Ip i (E) = ITL91») )
,

ILM . Tea . precedente

T : UN V lineare 1- = Tp - p ≈ , e
c- V

X-p = [ e)
p X-p .

[ Jp

< 7ª > = ± ; i c .

X-p con < = Mpk , > ) =/ " " > ""⇒
< Iz , In > < Iz

, I >

< 1- ( ≈) , e > . Itta) ) ; - c . X-p = (A x-p )t
- C - Ip =

Il *

A. X-p

( Perché Tain simmetrico * deve essere uguale a < ≈
,
tuo >

.
)

= Ipi AT i C '

Ip ma < ≈
,
Tlc) > = II. c. 1-Ip =

- . .

boh ha scattato la DI.



Noi sappiamo quando un end . morfismo e- diagonali 2- 2- abile : deve

esistere un base in cui la matrice associata e- diagonale .

Ci chiudiamo ora : quando una matrice simmetrica è diagonali zzab.ie ?

0-55 .

il A simmetrica determina un prodotto scalare su ✓ f-R" )

V-I
,
≥ c-Rm < ±

, ≥ >
a

= ÉA≥ = Yta ±
↳ 1- è simmetrica

"

(ETAIT = It 1-

Xii) Per il prodotto scalare <
,
> esiste una base ortogonale ✗ =/w-ni.yw-n.la

di V ( ⇒ < Lui , Ij > - o ìtj )

⇒ My ( <, >a) è diagonale .

(
% ◦

Mg ( < , >a) diagonale ⇒ Myles? = % .

.
.

an )
te .

Teorema Spettrale

Sin V spazio vett . mettilo con <
,
> definito positivo e sia

T operatore simmetrico .

Allora :

i. Tutti gli autovalori sono reali
.

ii. Se in ,
la sono autovalori distinti

,
allora gli owtospazi

, Via sono ortogonali s ovvero :

< ≈
,
e > = o tre c- Va , te c- Vi

iii. 7 una base ortonormale ✗ di V fatta da automotori
per T .

⇒ Tp - y è diagonale .


