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Matrici ( 3.d)

Matrice ( Definizione 3. 1)

Me { 1,2 , .. . , m } Ne { 1,2 , _ . . , n }

Una motrice è una funzione A : Mxn - IK
(i. si ) no aiia

°

1 Aaa Aaa - - - d-an

a- =

;
erotomane ,

ritinti risa
N . insieme indici colonna

d-ma ama . . . .
d-m

Esempi Notevoli ( definizione 3. 4)
In 0µm .nu

• aneto :
rotti
÷ . ! !! :L ! ritenere

nulla (cosa nsm )

0mm ( i.si ) . O ti,j In.in/i,j)=Sij = { A se i. si
o se i # si
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Notazioni

a.) ÷: : : f. Iaiii .fi/=Iaoal...taond
Arci) =

Iaia
. . .
a-in } E Mat ( 1

,
n ; 1k ) riga i - cima

di A

Accio =/ ; ? ) e retina ; le ) colonna si - cima di A

a-ii.
(A) ià = elemento o entrata di posto li , si )

ESEMPIO

a. È; e Matera ; @ )
( the = ⇒ = a

(A) se = ora = 3

Acai Acai
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Somma e Prodotto per Uno scalare ( Def
.

3.5
,
Prop

.

3.7 )

+ : rattenni ; IN xratlmn ; 1k) - retina ; IN Elemento

( [ aià ] , [ bis ) )- laijtbij ) per

•

: the × Motlm
,
n ;
1K )- Mat Cmn ; IN elemento

(t
,
caid )- ltaisi ]

a- II. ⇒ ⇒ a- a . IN era

① ( Matlm ,
n , 1kt , t ) è un gruppo solchiamo , con elemento neutro 0mm

ed inverso additivo di A la motrice f-a ) . A ;

④ t.cat B) = (t.at alt - b)
' Ata @

inoltrata ) -A. ( ta - A) +fa . A ) ) distributiva ,
4.A) + (A. A)È

⑤ ta - Ita - A) = Italia ) . A omogeneità .

/ Htt ) . A
= 2. A

③ d.A = A normalizzazione
.
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Prodotto Riga PER Colonna ( DEF
.

3.8
,
Prop

.

3.10 )

* i Motivi , p ; IK ) × ratlp ,
n ; 1k ) → Motivi

,
n , 1k )

( [ai .SI , [ bis ) )÷ LÌ ai. basil

me ne 1 : [ Aaa . . . aap ) * (È;) = (%
.

Aa. bra ) = taobao.t.it aapbpa )

me 2
, p = 2

,
M =3 i

{ * (È:/ !:{ / !:3) - faaabaa taobao.o-aabaetaaaberaa.basto.ae b» )Qea beat d-22 621 ora 612 t are 622 ora 6131-0-22623

Esempi
(3,1)

(1,3) (1,1 )

[ a 0 -11¥ ! ) = [ t.at o .tt C- 1 ) - d) = lo ] "= " O

I * i il ÷: % : H : : :
(3,1) (3,3)Scaricato da Lollo Bianchi (lorenzobianchi7822@gmail.com)
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④ A * ( B * C) = (A # B) * C associatività ;

④ A * lbtct.CA *b) tra * C)
,
(At b) *C. la # C) tlb * C) distributive ;

⑧ t.CA # B) = (t -A) * B
=
A * (t . B) omogeneità ;

⑥ In * A =
A

,
A # In =

A
.

din : (A * (Btc )) .is = È air ( Bt c)rj = È
.

air ( basi tersi) =

= È
.

a- in brio t È
.

a-in Cris = ( A * B) is t ( A *c)ij

Attenzione : per * non volgono tutte le usuali proprietà

a- I :3 ) . Bell: I ⇒ a * del ¥ ) , e * a- IL:&
•
A * B =

B * A ssa bar = beh = 0 ;

•
A * B = Ora se baa = bar = 0

,
anche se A

,
B ¥ Ore ;

•

A #Bt Ia per ogni B ⇒ non esiste l'inverso. moltiplicativa di A
.
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Matrice Trasposta ( definizione 3.11
,
proposizione 3.12 )

al erarmnnri.at?::l::l::terarnmiin
① lat )

'

.
A involuzione ;

⑤ ( ta - aattr-adt.tn
.

- AI + te . Ai linearità ;

iiio ( a # B) te Bt # At .

Esercizio : verificare che ( Aa #
. . .
# Artt . Art # .. . # AI

.
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Metodo di Eliminazione di Gauss ( 3. 2)

Pivot e Matrice a Scala ( Definizione 3.13)

Pivot pi = primo elemento
non nullo di Arci)

a.µ
: ÈI È : : ¥ Pierina

ci.oèèoè.É.i eratim.mn sinistra di pita

per ogni AEIER .

②m - r
,
M

Una matrice con la struttura di A si dice a scala
.

rango di A = r (A) = r E min ( m
,
n )

a- thd Ho:L! a- tool
A scala

,
reale 2 Non a scala Non a scala
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OPERAZIONI ELEMENTARI SULLE RIGHE ( Definizione 3.15 )

i) permutazione : Arci) ← Area) ;

ii) Moltiplicazione per uno scolare non nullo : Arci) - t - Arci)
,
te là;

iii) somma di righe : Arci) → Arci) tt . Arci ) ,
te IK

,
i # si .

Metodo di Eliminazione di Gauss ( Teorema 3. 16 )

È
sempre possibile ridurre una matrice A ad una motrice a scala

5 attraverso una sequenza finita di operazioni elementari .

Rango ( Definizione 3
.
18 )

rango
di A

= r (A) = res )

al :&!⇒ I:#.at?drr-rs-l:!dhr(
B) =D r(c) = 2
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ah !! ! !! !"r 1! !! -

ah !! ! !! ! .ie?.!ts .

⇒ RCA ) . res ) = rls
' )

= 2

Esistono diverse riduzioni a scala di A
,
ma tutte hanno lo

stesso numero di pivot !
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Sistemi lineari ( Definizione 3
.

21 )

aij , bi E IN coefficienti , Xsi incognite , dei Em ,
1. E si E n .

la titanio ⇒ a .at: a .

a-ma Xe t . . - t amm Xn = bm

I
✓ ( Al B) =

motrice completa del sistema lineare
1-* × - B

[ Alone ) = motrice del sistema omogeneo associato

ALGORITMO di GAUSS PER LA RISOLUZIONE dei Sistemi LINEARI

I : : : ⇒ tablet : : rarità ! ;) ⇒

{ " ⇒ lei : È - % ⇒ ix. niente ,
%)

Verifica : finite = 1 A # t.FI?f*f%Ef=fjf=bHa - Ha = O
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EQUIVALENZA DEI SISTEMI LINEARI ( Proposizione 3 .

22 )

Sia [ Al b) un sistema lineare ed [5lb
'

] una sua riduzione a scala .

Allora i due sistemi lineari hanno lo stesso insieme delle soluzioni
.

Din : ogni riga di [Al B) corrisponde ad una equazione .

① [ AI birri, ← ( Al B) resi = scambio l'ordine delle equazioni ⇒

le soluzioni non cambiano .

⑤ [ AI birri) → t.LA/bIreis
,
t # O =
l'equazione è moltiplicata per una

costante ⇒ le soluzioni non cambiano
.

ù [ Al b) rei) → [ Al B) rei) tt . [ Al B) resi) = l Arci ttiarcislbiattb.sn
.

]

① { aiaxat . . . tainxn - bi = O sistema
a-sia Xat . . . t a-sin Xn - bi = O iniziale

② { (Aia Xat . . . tainxn - bi) t t - ( asia Xat . . . t a-sin Xn - bi ) = 0 Sistema

a-sia Xat . . . t a-sin Xn - bi = O trasformato
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• Sia là
. . .

. . .
Im ) e 1km soluzione di ① .

Allora

Cain
.
Fat . . . tainxn - bi) t t - ( asia Fat . . . tasinen - bi ) = Ott - O = 0 htt

⇒ ( Fa
, . . . ,

Tn ) è soluzione di ② .

•
Sia là

. . .
. . .
Im ) e 1km soluzione di ② .

Allora

(aiaxat . . . tainxn - bi) t t - ( asia Fat . . . tasinen - bi ) = O ⇒

(aiaxat . . . tainxn - bi) t t . O = aiaxat . . . tainxn - bi = 0 Ht

⇒ ( Fa
, . . . ,

Tn ) è soluzione di ① .

Combinando i risultati precedenti , possiamo dire che ogni sistema

lineare è equivalente ad un sistema ridotto a scala .
Pertanto

analizziamo tutti i possibili casi di sistemi ridotti .
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Caso 1 : r ( [ Al B ] ) s r ( [ A ] ) ⇒ Sistema Sovraaeterminato

II. È :D ? ) ⇒ I " È ? ⇒ IIII. ÷:
non la soluzione

Caso 2 : r ( [ AIBI ) = r ( [ A ] ) = n ⇒ Sistema Determinato

A 1 1 O Xt Yt Z = 0
×
.

- Y - Z = A-1 =
O

o a 1. o ⇒ a te : ? ⇒ { I e- - t(go.AE//o--.Ema
,
cioè naoariùositàEsiste

un pivot per ogni

Partendo dall'ultima equazione ,
troviamo un' unica soluzione

.

Caso 3 : r ( [Al B] ) = r ( [ A ) ) cn ⇒ Sistema Sottodeterminato

+ = - 4- 2- = -t t parametro1 ; ; g) ⇒ I + tu 9 ÷? { è i. ne

Esistono infinite soluzioni dipendenti da tanti parametri quante sono le
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Teorema di Rauche' - Capelli ( teorema 3.24 )

consideriamo il sistema associato ad [ Al b) e Motivi
,mia ; IK ) :

i) la soluzione non esiste ssa r ( [AIBI ) > r ( A ) ;

ii) la soluzione esiste unico ssa r ( [AIBI ) = r (A) = m ;

iii) esistono infinite soluzioni dipendenti da n - RCA ) parametri ssa

RLIAIBI ) = r (A) < n .

Sistemi lineari Omogenei ( corollario 3.25 )

[ Al Ome ) ha sempre soluzione
. ( in particolare X. Ona )

NUCLEO di una Matrice ( definizione 3
.
26 )

terra ) > { Xeratlma ; INI A #X. Ome ) = molo o kernel dia ¥0

ter ( f ; ; ;) ) =/ [È ) = t.fi;) , t.ch/aos-2=o " soluzioni
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{
×": ⇒ IÉÉ

'
⇒ e- l'Èflt

A- * Xo = Ora
,
A # Xp = ( § ) = B ao

' soluzioni

STRUTTURA DELLE soluzioni ( teorema 3
.

28 )

Sia [ Al b) risolvibile ⇒ la soluzione generale è X. Xpt X. ,
dove :

• Xp = una soluzione particolare di [ Al B) ;

•
Xo = la soluzione generale di [ Al Ome ) .
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