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1. Il problema del calcolo delle aree

Data una funzione f : [a,b] — R, limitata e non negativa, consideriamo il
seguente problema: determinare l'area a(F') della figura

F={(z,y) eR®:a<z<b 0<y< f(x)},

descrivente la porzione del piano cartesiano compresa tra ’asse delle ascisse
e il grafico della funzione.

f(x)

fig.1 Visualizzazione di F

A prima vista, il concetto di una tale area potrebbe sembrare cosi ovvio
da non dover essere neppure definito. Cio dipende dal fatto di immaginare
il grafico come una linea piuttosto regolare, che quindi genera una F' con
un perimetro facilmente riconoscibile. Esistono invece funzioni (addirittura
infinitamente derivabili) con un andamento talmente irregolare da rendere
assolutamente incomprensibile la corrispondente figura F'. Ma le difficolta
possono insorgere anche in presenza di grafici estremamente regolari, dove e
intuitivamente evidente come ottenere una stima approssimativa di a(F'), ma
calcolarne I’esatto valore potrebbe non essere altrettanto evidente. Il che non
sorprende, non essendo ragionevolmente possibile stabilire il valore esatto di
un’entita indefinita.

Per quanto osservato, e necessario riformulare il problema correttamente:
data una f, vogliamo innanzitutto definire e in seguito calcolare ’area della
corrispondente figura F'. Illustriamo la strategia che intendiamo adottare
con un esempio concreto, considerando la funzione esponenziale f(z) = e”
nell’intervallo [0, 1].



fig.2 La F relativa alla funzione e* nell’intervallo [0, 1]

Comungque si intenda definire a(F'), per due qualsiasi figure piane r e R deve
ovviamente sussistere I'implicazione

rCFCR = a(r)<aF)<aR).

Suddividiamo allora [0,1] in n intervalli chiusi equispaziati Jq,...,7, di
lunghezza 1/n, e su questi costruiamo i plurirettangoli v, e R, aventi nel
k-esimo intervallo rispettive altezze

hy = ek=D/n g H, = ek/",

uguali cioe al minimo e al massimo assunti dalla funzione nell’intervallo
stesso. In particolare, deduciamo le inclusioni r,, C F C R,,.
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fig.3 I plurirettangoli r,, e R,

1/n

Le aree dei plurirettangoli si ricavano facilmente ponendo ¢ = /™ nella nota

formula




La quantita a(F'), ancorché non definita, ¢ pertanto soggetta ai vincoli
e—1 e—1

a(r,) = —F— < a(F) L —— = a(R,).

(1) = gy < ) € o = alR)

Ma poiché le successioni a(r,,) e a(R,,) convergono al medesimo limite e — 1,

il teorema del confronto impone 'uguaglianza a(F) = e — 1.

Abbiamo dunque conseguito il duplice obiettivo di definire e contestualmente
calcolare a(F'), sopperendo con una nozione di natura analitica alla mancanza
di una nozione geometrica di area. Lo strumento che ci consente di estendere
e formalizzare il discorso per una funzione generica e 'integrale.

2. Notazione

Sia f : ® C R — R, e sia A un sottoinsieme del dominio ®. La funzione
caratteristica di A & definita come

1 sexcA
xa(r) =

0 altrimenti.
Definizione 1. Se A e limitato, chiamiamo lunghezza di A il numero
((A) = supy —inf,.

Definizione 2. Se f ¢ limitata in A, ovvero I'immagine f(A) & un insieme
limitato, denotiamo con

Apf =supy f—infuf

la differenza tra ’estremo superiore e I'estremo inferiore della f in A. Si noti
l'uguaglianza A s f = £(f(A)).

Definizione 3. La f ¢ detta costante a tratti se esistono N numeri reali
A1, ..., Ay e N intervalli reali (di qualsiasi tipo) J, ..., Jy tali che

@) =3 s (@),

Richiamiamo infine il teorema di Heine-Cantor, che sanetsce 'equivalenza tra
continuita e continuita uniforme su intervalli chitisi e limitati.




3. Definizione formale

Sia f : [a,b] — R una funzione limitata. Fissato n € N, poniamo 0y
7?0 >('| f | | I )("
T = a -+ , I L'

e suddividiamo [a, b] negli n intervalli chiusi di uguale lunghezza

Ty = [xo,x1], To=lx1,22), ..., Tp=[xn_1,2,]

Chiamiamo rispettivamente somma inferiore e somma superiore di ordine n
i due numeri reali!

slf) =S it o S = Y s, f,
k=1

n
k=1

e consideriamo la differenza

es ANy

n

wn(f) = Sulf) = sulh) = =23 As, .

Al variare di n € N, le successioni numeriche {s,(f)} e {S,(f)} non sono I

necessariamente monotone Tuttavia, denotando
s(f) = sup, sn(f), S(f) = inf, S, (f), l i j . '4 )
sono evidenti le disuguaglianze ED/ﬂ 1

sa(f) < s(f) < S(f) < Salf), VneN

Definizione 5. La f ¢ integrabile (secondo Riemann) in [a,b] se

S (ﬁ)
im 52() = 5() = (/) = Jim (1), e smane

o equivalentemente se 2 ) A
lim w,(f) =0. 5 w) _2(4+D] 2

n—oo

(P
%{;):jf_{/uww);%

L’insieme delle funzioni integrabili in [a, b] viene indicato con R(a,b).

1 fatto che s, (f) e S, (f) siano finiti si deve alla limitatezza di f.
2La nozione & stata introdotta da Bernhard Riemann (1826-1866).
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L’equivalenza dei limiti si evince dal teorema del confronto per le successioni
applicato alla catena di disuguaglianze

0<5(f) = sn(f) < S(f) = 5n(f) S wnlf).

Vale la pena ribadire che la definizione di integrabilita e imprescindibile dalla
limitatezza della funzione. Scrivendo f € R(a,b) asseriamo implicitamente
che f sia limitata.

Definizione 6. Se f € R(a,b), il numero s(f) = S(f) e detto integrale (di
Riemann) della f in [a,b], espresso dal simbolo®

/a ’ F(2)da.

Come per l'indice di sommazione delle serie, la  che compare nell’integrale
€ muta, e puo essere rimpiazzata con qualsiasi altra variabile.

Osservazione 7. Geometricamente, U'integrale della f in [a,b] si interpreta
come area della figura piana

F = {(az,y) €R?*: a<x<b min{f(z),0} <y< max{f(x),O}},

convenendo di assegnare valore negativo all’area della porzione di F' giacente
sotto I’asse delle ascisse.

Le due successive proposizioni sono una conseguenza immediata del fatto che
N punti di [a,b] non possono appartenere a piu di 2V intervalli distinti Jg.

Proposizione 8. Se f ¢ costante a tratti in [a,b], vale a dire soddisfa la
definizione 3 con J, C [a,b], allora f € R(a,b) con®

311 simbolo J di integrale nasce originariamente come S di somma, affusolatasi poi nel
tempo, volendo proprio rendere I'idea di sommare le aree di infiniti rettangoli di altezza
f(z) e base di lunghezza infinitesima dz.

4L’integrale & chiaramente indipendente dalla particolare rappresentazione di f come
combinazione lineare di funzioni caratteristiche di intervalli.



Proposizione 9. Sia f € R(a,b). Se g = f tranne al pit in un numero
finito di punti, allora g € R(a,b) e i rispettivi integrali sono uguali.

La proposizione 9 ci consente di estendere in modo naturale la definizione di
integrale per funzioni definite su intervalli non necessariamente chiusi.

Definizione 10. Sia g una funzione definita in un intervallo di estremi a, b.
Diciamo che g € R(a,b) se f € R(a,b), dove f ¢ una qualsiasi estensione di

g su |a, b, e poniamo
b b
/ g(z)dr < / f(x)dz.

Mostriamo infine un esempio di funzione non integrabile.

Esempio 11. Sia xq la funzione caratteristica dei razionali, detta funzione
di Dirichlet, nell'intervallo [0, 1]. Si verifica che w,(xg) = 1 per ogni n, e di
conseguenza xo € R(0,1).

uindi va'
quhc per ;fJJ;vw' Ohi

4. Una definizione equivalente N0 & quidisTea™s

L’integrale puo essere definito mediante differenti procedure, utilizzando ad /
esempio somme inferiori e somme superiori relative a suddivisioni qualsiasi

del dominio di integrazione [a,b]. Ogni costruzione ottenuta a partire da
suddivisioni del dominio conduce tuttavia allo stesso risultato, come di fatto
stabilisce la proposizione seguente.

Proposizione 12. Data f : [a,b] — R, sono equivalenti le affermazioni
(i) f € R(a,b);
S,,,(Wj>5 M) (ii) per ogni € > 0 esistono due 'fu?zzz'om h™ e h™ costanti a t.mttz' in [a,b]
z tali che h= < f < h*, la cui differenza h = ht — h™ soddisfa
sh(h)<3n ) b
s eer / h(z)dz < e.

J(F{L\izionn

Wp=S, M- sk 1)

Dimostrazione. Se f € R(a,b) le funzioni h* si evincono in modo naturale
dalla definizione di somma inferiore e superiore, scegliendo n sufficientemente
grande. Se viceversa vale la (ii), essendo h* integrabili, si ha

b
on(f) < Su(h) — sulh™) = / h(z)dz < e,
e dunque w,(f) < € per n abbastanza grande. u
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Osservazione 13. Si puo pertanto decidere di utilizzare la proposizione 8
come definizione dell'integrale di una funzione costante a tratti, definendo
poi l'integrabilita di una funzione generica attraverso la (ii).

Dalla proposizione 12 deduciamo due corollari. Il primo segue dall’identita

/abh(x)dxz/ach(x)dx+/cbh(x)dx, Ve (a,b),

banalmente verificata da ogni funzione costante a tratti.

Corollario 14. Per ¢ € (a,b) arbitrariamente fissato, f € R(a,b) se e solo
se f € R(a,c) e f € R(c,b).

Corollario 15. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata. Se f € R(c,d) per
ogni a < c <d<b, allora f € R(a,b).

Dimostrazione. Dati ¢ < d, siano h~ < f < h' due qualsiasi funzioni
costanti a tratti definite in ogni punto z € [a,¢) U (d, b] come

h=(z) = infl,y f, h*(x) = supy,y f-

Detta h = h™ — h™, vale 'uguaglianza 5”‘[’6 £ }hf(

b d
/ h(z)dx = / h(z)de +(c—a+b—d) - Apyf-

Il terzo termine puo essere reso arbitrariamente piccolo mediante una scelta
opportuna di ¢ e d. Dopodiché la proprieta f € R(c,d) consente di definire
h* su [c,d] in modo da rendere il secondo termine piccolo a piacere. ]

5. Classt di funzioni integrabils

Teorema 16. Se f ¢é continua su |a,b], allora f € R(a,b).

e > 0 fissatow _Per_n-abbastan raafde, dal teorema di
iha che Ay, f < grdaTuiwy,(f) < (bAa O

trazione.
Heine-Cant

11 risultato si estende alle funzioni limitate® continue a tratti.

°L’ipotesi di limitatezza & invece superflua nel teorema 16 in quanto garantita dal
teorema di Weierstrass.
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Teorema 17. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata. Se f ha un numero
finito di punti di discontinuita, allora f € R(a,b). /

Dimostrazione. Rappresentiamo [a,b] come unione finita di intervalli chiusi
consecutivi, localizzando nei relativi estremi tutti i punti di discontinuita.
Per il corollario 14, la tesi segue dall’integrabilita in ciascun intervallo, sicché
possiamo limitarci al caso di f continua su (a,b). Sapendo dal teorema 16

/
che f € R(c,d) per ogni a < ¢ < d < b, deduciamo la proprieta f € RW

dal corollario 15. % —— [0 KXl
Teorema 18. Se f ¢ monotona su [a,b], allora f € R(a,b).j\TI ﬁb
Dimostrazione. Sia f crescente. Poiché Ay, f = f(zy) — f(zx-1), si ottiene P;/A
la convergenza ‘r\hr_s;\ - K\n X s, = a ,f(xu)t .. .+.{(X\<-D

1) = 0 = 6] = 0 Gt
Se f e decrescente la dimostrazione e analoga. O

Teorema 19. Sia f € R(a,b) e sia ¢ continua su un intervallo chiuso [c,d]
contenente l'immagine f([a,b]). Allora la composta ¢ o f € R(a,b).

Dimostrazione. Sia € > 0 arbitrario. Per ogni n € N, ripartiamo gli indici
k€ {1,...,n} nei due insiemi disgiunti A,, e B,, definiti dgkseguente criterio:

ke A, se Apmyp <e, ke B, se X,y > e

Riscrivendo I'implighzione nella forma equivalente

keB, = 5§A3kfa



si evince

< s wal/f)-

Il limite desiderato segue dalla convergenza w,, (f)— 0. O]

Osservazione 20. Il teorema 19 implica in particolare 'integrabilita del
modulo e del quadrato di una funzione integrabile.

6. Proprieta dell’integrale

Teorema 21 (Linearita). Per f,g € R(a,b) e A € R, la funzione f + A\g
appartiene a R(a,b) (di consequenza spazio lineare). Inoltre,

/ab [f(z) + Ag(z)]dz = /ab f(z)dz + )\/abg<;p)da;_

Dimostrazione. Per f = 0 la dimostrazione ¢ immediata. Possiamo quindi

supporre A = 1. In tal caso, valgono le relazioni r_/l/ 5" +) b.,g
ulf) +50(0) < 5ulf +9) < Sulf +9) <Pl 8] )

- ‘f+ J‘ )
e la tesi si ottiene dal teorema del confronto per le successioni. O v
Teorema 22 (Prodotto). Se f,g € R(a,b), allora fg € R(a,b).
Dimostrazione. Segue dall'identitd fg = (f + g)* — 2(f* + ¢%). O

Teorema 23 (Confronto). Siano f,g € R(a,b) tali che f > g. Allora

[ rwarz [

In particolare, se f > 0 lo stesso vale per il suo integrale.
Dimostrazione. B sufficiente notare che s,(f) > s,(g). O

Corollario 24 (Disuguaglianza del modulo). Sia f € R(a,b). Allora

[ 1] < [isas

Dimostrazione. Si applichi il teorema del confronto a —|f| < f < |f]. O
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Teorema 25 Add1t1V1ta Se f € R(a b) e c € (a,b) vale l'uguaglianza

-l
)7 L - Dimostrazione. Chlanuamo I e 1'2 i due membri dell’'uguaglianza. Fissato
b e > 0, scegliamo A come nella proposizione 12. Avendo precedentemente
V. € la tesi e vera per le costanti a tratti, poniamo
[ddew ¢
o~

b c b
Hidéf/ hi(:v)dx:/ hi(:p)dx—l—/ h*(x)da.

I1 teorema del confronto implica allora la catena di disuguaglianze
L—e<H'—e<H <L<H <H +ec<I+e
Dall’arbitrarieta di € concludiamo che I} = I5. O

Corollario 26. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata. Se f € R(c,d) per
ogni a < ¢ < d < b, vale il limite doppio

d b
limy / f(a)de = / f(2)dz

Dimostrazione. Scrivendo

/ab f(x)dx = /:f(x)d:v + /Cd f(x)dx + /dbf(a:)dx

e sfruttando la disuguaglianza

/f dx+/f )dz

si ottiene la tesi. O

< C_a+b_d) 'Sup[a,b]|f|)

Osservazione 27. Sia a > 0. Data f € R(—a,a), si verifica direttamente

dalla definizione che
0 a
1< f(—aj)da::/ f(z)dx
—a 0

I1 teorema 25 fornisce dunque l'uguaglianza

“ 21 se f e simmetrica pari
fz)de = . o
0 se f e simmetrica dispari.

11



7. Integrale definito
Definizione 28. Data f € R(a,b) e y,z € [a,b], l'integrale definito di f tra

y e z, indicato ancora con
z
[ s
Yy

coincide con l'integrale ordinario se y < z, e soddisfa 'uguaglianza (da cui si
evince la definizione per y > z)

/yz f(z)dx = —/Zy f(x)dz.

L’introduzione di tale nozione ¢ motivata principalmente dal teorema 25, che
si traduce qui nella comoda relazione

/yz f(x)de = /ycf(fc)dx—i—/: f(z)dz, Yy, zcc€la,b).

Per I'integrale definito il teorema 21 continua a valere. Maggiore cautela e
richiesta per il teorema 23, valendo la disuguaglianza opposta quando y > z.

8. Teorema fondamentale del calcolo

Definizione 29. Sia f : [a,b] — R. Una funzione derivabile F': [a,b] — R ¢
una primitiva di f se

F'(z) = f(z), Vz€&/la,b.

Diciamo subito che non tutte le funzioni ammettono primitiva. Avere una
primitiva significa infatti essere una derivata, e dunque soddisfare la proprieta
di Darboux dei valori intermedi. Il che esclude ogni funzione che abbia salti
o discontinuita eliminabili. Tuttavia, se esiste una primitiva di f, allora ne
esistono infinite e sono tutte uguali a meno di una costante, giacché per
definizione hanno tutte uguale derivata f.

L’insieme R,(a,b) delle funzioni di R(a,b) dotate di primitiva gioca un ruolo
particolarmente rilevante.

Teorema 30 (Teorema fondamentale del calcolo). Data f € Ry(a,b) e una
sua primitiva F', vale la cosiddetta formula del calcolo

/ f(z)dx = F(b) — F(a).

12



% X L;f?v*( " LD %]
| LX _l: Xk-. '
K — . (M
|8 Lk;. Xy - X \: ( w) {
HUARIZREEY
Dimostrazione. Per n fissato, applichiamo il teorema di Lagkange alla F' in

ciascuno degli n intervalli J, = [xg_1, x| di lunghezza/{
k=1,...,n, esiste allora un punto y; interno a J; tale

b—a b—a
F/(yk:):

F(.’Bk) — F(l’kfl) = n
iq:{kK{an SI:Ff

e conseguentemente

— A4
D ity £ < F(0) — Floe) <

Somm%e n disuguaglianze perveniamo alla relazione \/\(\_/‘"
sa(f) < F(b) = F(a) < Su(f),
che nel limite n — oo ci da la tesi. [

Osservazione 31. La formula del calcolo continua a valere per l'integrale
definito, rimpiazzando a, b con qualsiasi y, z € [a, b].

Il teorema 30 produce due corollari immediati.

Corollario 32 (Media integrale). Se f € R,(a,b) esiste ¢ € (a,b) tale che

{5 Ffi)——i (’04:‘(()__(((\

1
b-wa )

b
i [ rade= 1o

57

Dimostrazione. Si applichi il teorema di Lagrange a una primitiva di f. O

Corollario 33 (Integrazione per parti). Se f, g € R,(a,b), date due rispettive
primitive F, G vale la formula

/ f(z)G(z)dz = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / F(z)g(z)dz.

i poles
, nﬂ’%y_ xp

Dimostrazione® La funzione fG —i—/F g ¢ integrabile con primitiva F'G. m
:?L‘?Vo;b —;‘)Lobd-ihm 5 ihks’-

13
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9. Funzione integrale

Data f € R(a,b), definiamo la corrispondente funzione integrale

](x):/xf(t)dt, x € |a,b].

Teorema 34. La funzione integrale soddisfa le sequenti proprieta.

(i) Se f € Ry(a,b), allora I é una sua primitiva.
.. . . - Contin di Yoo L <chle:
(i) T ¢ (Lipschits) confinua = Grurse ol houcl S8 B8 w 3 oo L Vbl ol faledos| |

/1,(\(\- ’/M\éuy_ﬂ T e oerivere il paer ince (omt

(iii) Se f ¢é continua in x, allora I & derivabile in x con I'(x) = f(z).

Dimostrazione. Scelta una primitiva F' di f, la formula del calcolo ci da
osinte

I(z) = F(z) = F(a), Vz&la,b],
da cui I' = F' = f, ovvero la (i). La (ii) si evince dalla disuguaglianza
. L
U
1)~ 1001 = | [ 0] < e TA} 1o =
y

valida per ogni =,y € [a,b]. Per la (iii), fissato € > 0 esiste 6 > 0 tale che
V0 LMo MTI-LV’L W\f'-
t—z| <o = |fit)— flz)] <e. &Lw’:{(x)

Pertanto, se |h| < 4, bfsur,«W;

=
h“‘” I»m-llﬂ_{m:o
50" w

I(x+h)—I(x 1 [erh
( f)z @) _ )] = ’E/ [F(O) = f@)]dt] < e W e
@ [Rctp)-1e) flti oot L) - gl =
Il limite del rapporto incrementale della I in = vale dunque f(x). - |L-]:4("ﬂﬁ{@\|],({v) =|% m""“
Corollario 35. Se f ¢ continua su [a,b], allora f € Ry(a,b). =\IC [[:(“)'U"]Jt\s-\',,’ Ww-fwllt
: ! e [ cowl
Esistono viceversa funzioni di R,(a,b) non continue. L\jﬁ:;\znp Jr.‘;::mc: 0{ ‘ 9';2‘” (Mo
iamFica MosTrere the Vesoo d& 1
Esempio 36. Definiamo le funzioni sigfion v
[hl<¢ = ees et V.
| t 3 | r_ Yero
f(x) =2zxsini —cos 1, F(z) = 2%sin 1 porche e, in v

T3t s btksslpole
con f(0) = F(0) =0. La f, di cui F' & una primitiva, & ovunque integrabile fissel E/[::»fkéjw‘m <t
in quanto limitata e continua tranne che in x = 0, dove ha una discontinuita ' te ™
di seconda specie. Conseguentemente f € R,(—a,a) per ogni a > 0. I )< he S*W*bﬂﬂ)«

14 \{(Hg-‘r EJt:g



E naturalmente possibile considerare funzioni integrali di forma piu generale:
per f € Ry(a,b) e g,h : [, ] — [a,b] derivabili, la funzione

/ 1)

¢ ben definita nell’intervallo [« 8], dove soddisfa 1'uguaglianza

J(x) = F(h(z)) — F(g(x)),

per ogni primitiva ' di f. Da cio segue che J & derivabile in [a, ] con

J' () = f(h(z)h' () = f(g(x))g'(x).

Ponendo g(x) = a e h(z) = x si ritrova il teorema 34 (i).

10. Cambio dt variabil

Teorema 37. Sia f contmua su |a,b] e sia Y : [a, f] — [a,b] suriettiva e

derivabile con ' € R(a, B). Allora rﬁm‘ﬁ IVABILE=CONTINUA=S INTEGRABILE

/f dx—/f

per tutti i puntin e & tali che ¥(n) =a e P(§) =

Dimostrazione. Si osservi che (f o)y’ € Ry(a, ﬁ) con primitiva F o1, dove
F & una qualsiasi primitiva di f. Applicando la formula del calcolo ai due
membri dell’'uguaglianza

F(b) — F(a) = F(¥(€)) — F(¥(n)),
la tesi ¢ dimostrata. O

Nel caso v sia anche iniettiva e dunque invertibile, nonché strettamente
monotona in quanto continua, il risultato ¢ noto come teorema del cambio di
variabili, dove n = «, & = B (se 1 & crescente) oppure n = 3, £ = a (se @
¢ decrescente), e la tesi si ottiene formalmente ponendo x = 1 (t) nel primo
integrale, rileggendo dx attraverso la formula

do = d(v(t)) = ¢'(t)dt.
Osservazion er ¢ invertibile il teorema vale nell’ipotesi piu generale

f € Ry(a,b), che risulta ciente a garantire egrabilita di (f o ¢)y'.
Oltre che per I'esistenza di F', € infatti il solo punto della dimostrazione




11. Integrale indefinito
In ragione del punto (i) del teorema 34, l_dl una

funzione f € Ry,(a,b), calcolate nel generico punto = € [a,¥], & solitamente
detto integrale indefinito di f, indicato con

/f(a:)d:t

Fissata una qualsiasi primitiva F', sussiste la relazione

[ fapto = F) 4 €.

dove il secondo membro € inteso come unione insiemistica al variare della
costante arbitraria C' € R. Ulteriori proprieta dell’integrale indefinito, gia
implicitamente dimostrate nei precedenti paragrafi, sono di seguito enunciate.

Proposizione 39 (Linearita). Siano f,g € Ry(a,b) e A € R. Allora®

[ 5@+ xawar= [ i+ [ oar

Proposizione 40 (Integrazione per parti). Per le funzioni f,g,F,G del
corollario 33 wvale la formula

/f(a:)G(x)dx = F(z)G(z) — /F(z)g(:r;)dx
Proposizione 41 (Cambio di variabili). Per f ¢, F come nel teorema 37,
[ — F(6() +C.

In particolare, se v € invertibile si puo scrivere

[ o= [ rwnwoa]_

Le proposizioni forniscono tre metodi pratici per il calcolo di primitive, detti
rispettivamente di scomposizione, di integrazione per parti e di sostituzione.

6Segnaliamo qui un piccolo inghippo di natura puramente formale, dovuto al fatto che
I'integrale indefinito non ¢ una funzione ma un insieme di funzioni: ponendo f = 0 ci si
aspetterebbe la relazione [ Ag(z)daz = X [ g(z)dz, che invece vale solo se A # 0.
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12. Applicaziont alle serie numeriche

L’integrale si rivela uno strumento di straordinaria potenza e versatilita, con
molteplici applicazioni in svariati ambiti. Illustriamo qui alcuni esempi di
un suo possibile utilizzo nell’analisi delle serie. Iniziamo con il calcolo della
somma della serie armonica alternata, per poi passare alla convergenza della
serie armomnica generalizzata.

Proposizione 42. Vale ['uguaglianza

[e.9]

Z% = —log?2.

n=1

Dimostrazione. Sfruttando la relazione
—1 k 1

CO L oy
0

riscriviamo la ridotta n-esima o, = >} _ 1 come

k

-1 — 7 1/ _.A\n
/ 21 de /de:—logZ—l—/ (=2)" 4z
0 —1 0 1+$ 0 1+JZ

La disuguaglianza

1 1 1
_\n n 1
/ ﬂdx S/ * dxﬁ/ 2" dx =
o 1+ 0o 1+ 0 n+1

implica la convergenza o, — —log 2. ]

Proposizione 43. Per ogni a > 1 esiste ((a) < a/(av — 1) tale che

Dimostrazione. La serie di termine generale

"1
a; =1, an:/ —dz (n>1)

ILE

ha somma «/(a — 1). Per n > 1 la sua ridotta n-esima ¢ infatti

I

Poiché n=* < a,, (per n > 1), la tesi discende dal criterio del confronto. [

(67
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Osservazione 44. Il valore esatto di ((«), detta funzione zeta di Riemann,
e noto solo in pochi casi particolari. Per o = 2 si ha la famosa uguaglianza
di Eulero ((2) = */6.

Similmente, si ottiene la divergenza della serie per a < 1. Il caso limite
a = 1 corrisponde alla serie armonica propriamente detta, la cui divergenza
logaritmica e dimostrata nella proposizione seguente.

Proposizione 45 (Formula di Eulero-Mascheroni). La successione

n

1
Vn = — —logn
k=1
converge a un limite v € (3, 1).

Dimostrazione. Scrivendo 7, nella forma

n—1
1 1
n:— = — — —d s
. n—i—;m con Tk k /k . x

basta mostrare che la serie dei 75, ha somma vy € (3,1). A tal fine, si noti che

1 1
Kkt 1) S Rkt 1)

1/k

1/x

1/(k+1)

k k+1

fig.4 1l rettangolo di area ﬁ con evidenziato il triangoloide di area Ty

1

Dal criterio del confronto e dalla convergenza »_ .-, o L della serie di

Mengoli si ha I’asserto. H

Osservazione 46. Il valore della costante di Eulero-Mascheroni vy ¢ pari a
0.5772, approssimato al quarto decimale. E una questione tuttora aperta se
v sia 0 no un numero razionale.
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13. Integrabilita impropria
Dato un intervallo aperto (a,b), con —oco < a < b < oo, sia f : (a,0) - R
una funzione localmente integrabile in (a,b), cioe tale che
feR(d), Ya<c<d<b.

La definizione 10 di integrabilita non & applicabile alla f in tutto (a,b) nelle
circostanze seguenti:

(i)"f non ¢ limitata in (a,b);

(ii) l'intervallo non ¢ limitato in quanto a = —oo oppure b = oc.
E tuttavia possibile aggirare ’ostacolo con una procedura di limite.

Definizione 47. La funzione f & integrabile impropriamente in (a, b) se esiste
finito il limite doppio

lim /cd f(z)dx,

c—a, d—b

detto integrale improprio (o generalizzato) di f in (a,b), sempre indicato con

/abf(x)dx.

Chiamiamo /(a, b) 'insieme delle funzioni integrabili impropriamente in (a, b).

Osservazione 48. Se f e limitata, rispettivamente nell’intorno di a > —oo
oppure nell’intorno di b < oo, dal corollario 26 deduciamo 'uguaglianza tra
il limite doppio e i rispettivi limiti

d b
lim/ f(z)dx oppure lim [ f(x)dz.
a c—a c

d—b

Se si presentano entrambe le situazioni, ovvero f ¢ limitata in (a, b) intervallo
limitato, allora f € R(a,b) e l'integrale coincide con l'integrale improprio.

Per I'additivita dell’integrale, il limite doppio si puo riscrivere come

c—a, d—b

d Yy d
lim / f(x)dz = ELH;/ f(z)dx + }}H};/ f(x)dz,
c c =0 Jy

con y € (a,b) arbitrariamente fissato. L’esistenza del limite doppio equivale
pertanto a quella dei due limiti singoli, e I'uguaglianza stabilisce ’additivita
dell’integrale improprio.
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Esempio 49. Si verifica facilmente che

d
Xz . Xz
Tz FILD) ma i

dz = 0.

Da cio si comprende I'importanza di interpretare correttamente il limite
doppio come due limiti indipendenti.

Scelti N + 1 punti a piacere
a=wyg<w < - <wy_1 <wy=>o,

la definizione 47 si puo estendere al caso di f localmente integrabile in ogni
intervallo (w,_1, w,), eventualmente non definita negli estremi w,. Con abuso
di notazione, seguitiamo a chiamare siffatta f localmente integrabile in (a, b).

Definizione 50. Diciamo che f € [(a,b) qualora sia integrabile nel senso
della definizione 47 in ogni intervallo (w,_1,w,), ponendo

N w,

/abf(x)dxdzef Z/ f(x)dz.

=1 Y We—1

La relazione tra integrale improprio e integrale ordinario ¢ del tutto simile
a quella intercorrente tra serie e somma finita. E in effetti la serie non
e che il caso particolare dell’integrale improprio di una funzione costante
su ogni intervallo di estremi interi consecutivi. Ragion per cui si e soliti
adottare la terminologia in uso nelle serie numeriche, dicendo che l'integrale
improprio di [flélconvergente, divergente o indeterminatola seconda che tale
sia il corrispondente limite doppio, e che converge assolutamente se converge
I'integrale improprio di | f|. Si noti che l'integrale improprio di una funzione
non negativa puo solo convergere o divergere a oo.

Esempio 51. Si consideri la funzione F,(z) = 27* con a € R. Per a > 1

sussiste il limite
1

a—1

d—00

d
lim/ Folz)dr =
1

Lo stesso limite ¢ invece infinito per a < 1. In analogia con la serie armonica
generalizzata, F, € [(1,00) se e solo se @ > 1. Con un conto simile si
dimostra che F,, € 1(0,1) se e solo se a < 1. Poiché le due disequazioni non

ammettono soluzioni comuni, concludiamo che F,, & /(0,00) per ogni .
mif .

68“ N=q - M%N;,,m—y I\/u,. Fn':;t:ﬂ\{m & igfegr tnpre

A e

y }:6](1/ to) &lﬁw jTJXV_‘F(N)_Fm\R K N A,/

7'%:_ v A N\eq:io

N

<

! St o(=1 l?clr,lm-»l’e:wo "’-A)L(fl-("ﬂ) :
.Egl(o/ 4\ é_’!‘;‘ Jé‘_‘!\:,"’(/l\)\%a <s( vzt E= Z::_ﬁT_ %‘/“’4 b

\/I/

N +00
T EsisTE PER
( j g(-" L => Ne?ﬁu VALORE D1 X




14. Proprieta dell’integrale improprio
Date f e g localmente integrabili in (a,b), i seguenti fatti discendono dalle
proprieta dei limiti e dai risultati gia visti per I'integrale ordinario.

Proposizione 52 (Linearita). Il teorema 21 continua a valere per I(a,b).

Proposizione 53 (Confronto). Se f > g > 0, la stessa disuguaglianza si ha
per 1 rispettivi integralt impropri. Ne consequono le implicazion:

(i) f € l(a,b) = g € l(a,b),
(ii) g & l(a,b) = f & l(a,b).

Proposizione 54 (Convergenza assoluta). Come per le serie numeriche, se
|f| € l(a,b) allora f € I(a,b) e il modulo dell’integrale improprio di f é
minore o uguale dell’integrale improprio di |f|.

Contrariamente a quanto accade in R(a,b) (cfr. teorema 22 e corollario 24),
fyg € I(a,b) non implica che fg € I(a,b), e neppure che |f| € I(a,b).

Esempio 55. Dall’esempio 51, Fy/, € /(0,1) ma Fyo Fijo = F1 € 1(0,1).
Esempio 56. Si consideri la funzione

f(z) = Sizx, x € (m,00).

o f€l(m,00) : in virtu dell’esempio 51 e delle proposizioni 53 e 54,

COS & 1 COS X
<

— €l(r,0) =

. € I(m, 00).

xr2

Integrando per parti e passando al limite d — oo, si ha quindi

/f Ildx— _cosd_/d(cos:wdx R _l_/oocosxdx
d i @\ﬁ T i '

o |f| & I(m,00) : per ogni intero n > 2 vale la disuguaglianza

nmw n 1 km 2 n 1
f(x)|dx > —/ sinz|dr = — —.
| 1) S [ Ienalar= 230

L’asserto segue dalla divergenza della serie armonica.
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15. Criterio del confronto asintotico

L’integrabilita impropria di una f localmente integrabile in (a,b), nel senso
piu generale della definizione 50, ¢ chiaramente implicata dall’integrabilita
impropria nell’intorno di ogni punto critico, intendendo per critico un punto
a < w < b nei cui pressi la f non sia limitata, nonché gli estremi a e b
dell’intervallo se infiniti. Conformemente alla definizione, gli eventuali punti
critici appartengono necessariamente all'insieme {wp,...,wy}. Al fine di
poterli trattare separatamente, conveniamo di chiamare intorni di w,, indicati
genericamente con 2(w,), soltanto gli intervalli aperti (¢, d) tali che

a=c<d<uw se 1 =0,
wy_1<c<d=b se1=N,
W1 < c<w, <d< w1 altrimenti.
Il problema si riconduce dunque alla verifica della proprieta f € /(2(w,)) in

corrispondenza di ogni w, critico. Qualora f abbia segno costante in 2(w,),
la proposizione 53 fornisce un risultato utile allo scopo.

Proposizione 57. Sia g localmente integrabile e non negativa in A(w,). Se
esistono due costanti M > m > 0 tali che

my(z) < fz) < Mg(z),
per ogni x € A(w,) escluso al pit w, stesso, vale la doppia implicazione

fel@(w) & gel@A(w)).

Osservazione 58. La proposizione si puo enunciare anche per soli intorni
destri A (w,) = A(w,) N [w,,b) o intorni sinistri A~ (w,) = A(w,) N (a, w,].
Il che ci permette di trattare una f di segno opposto in 2A*(w,), deducendo
I'integrabilita impropria in 2((w,) da quella in ciascun A= (w,).

L’esistenza di M > m > 0 e garantita se g ¢ asintotica a f in w,, ovvero

lim le.

a=wn g(x)

Nel qual caso scriviamo f ~ g in w, (relazione di equivalenza) riferendoci alla

proposizione 57 comejéFiterioldeliconfrontorasintotico. Tale criterio si utilizza
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al meglio disponendo di funzioni campione di integrabilita nota, come la F,
dell’esempio 51. Introduciamo allora la funzione

1
x| log z|P’

Fap(z) =

analizzandone 'integrabilita impropria in 2(0), 2(cc) e 2(1) al variare dei
parametri reali o e 3. La F, g risulta integrabile impropriamente:

in2A0) <« a<l (VB), oppure a =1 con > 1;
inAoco)! < a>1 (VG), oppure a =1 con > 1;
inA(l) <« p<1 Vo).

Esempio 59. Studiamo la convergenza dell’integrale improprio

/°° (1 + 2z?) arctan z*
o z*[log(1+ x)]/\_2

in dipendenza dal parametro A € R. Nei possibili punti critici” la funzione
integranda f soddisfa f ~ Foy_50 in 0 e f ~ 7 Fy_ar_2 in 0o, da cui

felA0) & A<3, feld(o0)) < A>3

Per nessun valore di A vi ¢ dunque convergenza.

TAl contrario di oo, punto critico per definizione, lo 0 non & critico per A < 5/2.
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