Ingegneria Chimica, dei Materiali e delle Nanotecnologie

19 giugno 2018 - Analisi Matematica I e Geometria (PRIMA PARTE)

Cognome:

Nome:

Matricola:

Prescritto

Teoria | Es.1

Es.2

Es.3

Es.4 | Totale

LE RISPOSTE VANNO MOTIVATE.

xT
1. Disegnare il grafico della funzione f(z) = / |t| dt sull'intervallo [—1,1].
0

2. Al variare di a > 0, calcolare il limite lim
z—07F ¢

3. Determinare l'inversa della matrice

4. Risolvere in C: z* +2224+1=0.

e —1—=x

5. Stabilire se & derivabile in 2z = 0 la funzione f(z) = v/ + 1.




6. Scrivere le equazioni parametriche della retta passnate per il punto A(1,2,1) e ortogonale al piano d’e-
quazione z +y — 2z = 7.

7. Stabilire se i tre vettori u = (1,1,1), v = (1,—1,1), w = (1,1, —1) formano una base di R3.

8. Determinare il nucleo dell’applicazione lineare £ : R> — R*, definita da

L(z,y) = (z +y, 2z + 2y, 3z + 3y, 4z + 4y).

9. Stabilire se il grafico della funzione f(x) = 2°! 4+ 1 attraversa la sua retta tangente nel punto z = 0.

10. Determinare il polinomio di McLaurin di quinto grado della funzione f(z) = sinz — x.



Ingegneria Chimica, dei Materiali e delle Nanotecnologie

19 giugno 2018 - Analisi Matematica I e Geometria (SECONDA PARTE)

Cognome: Nome: Matricola:

Teoria. (3 punti) Dare la definizione di limite: spiegare cosa si intende con lim f(z) = ¢ con ¢ finito.
Tr—xQ



Esercizio 1. (8 punti) Studiare la seguente funzione

fl@) ==+ log x

e disegnarne un grafico qualitativo. In particolare, si richiede lo studio della convessita e di dimostrare che
la derivata prima f’ si annulla in un unico punto.

SOLUZIONE. Campo di esistenza: (0,1) U (14 oo). Limiti:

lim f(z)=0, lim f(z)=+oc0, xli}gl{)()f(m)z—f—m.

z—0t x—1E

Pertanto, z = 1 € asintoto verticale. Poiché f(x) = x 4 o(1) per x — oo la retta y = x & asintoto obliquo.

Risulta
1

zlogz’

Ja)=1-

La funzione z + xlog? 2 & positiva su (0,00), ha un massimo assoluto in z = e~2 nell'intervallo (0, 1) dove
vale 4e~2? < 1, un minimo assoluto in z = 1 e poi cresce monotonamente verso co: pertanto, esiste un’unica
T € (1,00) dove essa vale 1 e, di conseguenza, dove f'(Z) = 1. Il segno della derivata prima & dunque:

f(z) <0Vvze (0,1)U(1,7), fl(z) >0Ve >=T.
Osserviamo che f(z) > 0 Vz > 1 (somma di due termini positivi) e quindi f ha un minimo in Z con f(z) > 0.

Inoltre, f/(x) — —oo per  — 0~ e quindi il grafico ha una semi-tangente verticale nell’origine.

Derivata seconda:
f//(:L’) _ 2+ logzx

22 log3

che si annulla per z = e~2 dove c¢’¢ un flesso. La funzione f & convessa in (0,e72) U (1,00) e concava in
(e72,1). 1l grafico ¢ il seguente:

8




Esercizio 2. (4 punti) Calcolare i due integrali seguenti:

2

e /1 ™
/ 8T i / x cos(v/x) dx .
1 x 0

SOLUZIONE. Integrale immediato:

€ V1 2 2
/ ngdx:f[log?’/gmr:f
1 x 3 1 3

Per sostituzione x = t? e per parti:

2

/ zcos(v/z)dr = 2/ t3 cos(t) dt = 2 [(t?’ — 6t)sint + (3t — 6) cost ;r =6(4 —7?).
0 0



Esercizio 3. (6 punti) Determinare, al variare del parametro o € R, 'insieme delle soluzioni del sistema lineare:

20 4+ (4 +20)y + (4 + 20)z = —14
2+ a)y+4z=-8
2+ (4—a)z=—4.

SOLUZIONE. Si potrebbe calcolare il determinante della matrice dei coefficienti, ma sembra pit semplice
studiare il sistema composto dalle ultime due equazioni, dato che non compare la x:

2+a)y+4z=-8, 2+ (4—a)z=—4.
Questo sistema ammette un’unica soluzione sse il suo determinante ¢ non nullo:
2+a)d—a)—8#0 = a(a—2)#0.

In tal caso, la soluzione e data da

(y,2) = <—2,i>

che, sostituita nella prima equazione, fornisce I'unica soluzione del sistema di partenza

8 8 4
(l’,y,Z) = < e 37_7> .
« a

Se av = 0, il sistema in (y, z) diventa
2y +4z = -8 | 20 +4z = —4 |

ovviamente impossibile.

Se a = 2, il sistema in (y, z) si riduce alla singola equazione y 4+ z = —2 che, sostituita nella prima, fornisce
le infinite soluzioni (z,y,2) = (1,y,—2 — y).



Esercizio 4. (6 punti) Determinare, al variare del parametro k € R, la dimensione dello spazio V' generato dai vettori

E+1 1 k2 +1
u = 1 v = 1 w = 1
1—-% 1 kE+1

Per ognuno dei casi trovati, determinare poi una base dello spazio V.

SOLUZIONE. Si tratta di determinare il rango della matrice

E+1 1 k2+1
M = 1 1 1
1—-k 1 k+1

Si ha detM = k?(k + 1), pertanto:
ese k#0ek#—1, M ha rango massimo e dimV = 3, una base & (ovviamente) {u,v,w} oppure {i, j, k};
e se k=0, M harango 1 (si ha u=v =w) e dimV =1, una base ¢ {u};
ese k= —1, M harango 2 (si ha w = 2v—u) e dimV = 2, una base ¢ {u, v} (oppure {u,w}, oppure {v,w},...).



Ingegneria Chimica, dei Materiali e delle Nanotecnologie

29 agosto 2018 - Analisi Matematica I e Geometria (PRIMA PARTE)

Cognome: Nome: Matricola:

Prescritto | Teoria | Es.1 | Es.2 | Es.3 | Es.4 | Totale

LE RISPOSTE VANNO MOTIVATE.

1 1
. Calcolare il limite lim ng(— — sin —).
n—o00 n n

. Dato l'insieme F = {Z—ﬁ cos(nm) : n€N }, determinare supE ed infE.

. Determinare se ¢ monotona in R la funzione f(z) = In(1 + |x|) — .

1
. Calcolare l'integrale definito / V1—22dx.
0

x
. Determinare ’equazione della retta tangente al grafico della funzione F(z) = / sin(t?)dt,
0

nel punto di ascissa x = 0.

. Determinare per quali o € R, le soluzioni della seguente equazione in C ha radici complesse coniugate:

az? —22+1=0.

. Determinare la posizione reciproca delle rette r1 e 9, dove

r=1+1 r=Ss
T y=14+t ,teR, e T y=3—-2s seR
z=1 z=—14s

. Calcolare I’angolo tra i vettori u = (1,0,1) e v = (0,1, —1).

. Stabilire se & iniettiva, suriettiva, biiettiva 'applicazione lineare £ : R? — R3, definita da
L(z,y,2)=(@+y+z3+y2).

. Determinare se le seguenti due matrici A e B sono simili

A: B:

O O =
o N O
w o O
@
S O =
S NN
w w w



Ingegneria Chimica, dei Materiali e delle Nanotecnologie
29 agosto 2018
Analisi Matematica I e Geometria (SECONDA PARTE)

Cognome: Nome: Matricola:

Teoria.

Esercizio 1.

(3 punti) Enunciare e dimostrare il teorema del valor medio di Lagrange. Fornire un’applicazione
significativa del teorema.

(8 punti) Studiare la seguente funzione

e disegnarne un grafico qualitativo.

SOLUZIONE. Affinché la funzione sia definita occorre che x # —1. Quindi il dominio della funzione
¢ (—oo,—1) U (—1, +00).

332—.1'

z“—|z| 1 >
flz) = 5 = el sex >0
e’ se x <0,z # —1.
Limiti agli estremi del dominio:
. . . . . -1
Jm f(z)=+oco,  lim f(z)=0,  lim f(z)=e""

Per z — —o0, f presenta un asintoto orizzontale di equazione y = 0, non esiste asintoto obliquo per
xr — +00.

f(x) > 0 nel suo dominio di definizione, quindi non ammette né punti di minimo assoluto né punti di
massimo assoluto.

Per lo studio della derivata prima distinguiamo i casi z > 0 e z < 0. In (0, 400) la funzione ¢ derivabile

e vale: , ) .
f,(x):e%@x—l)(x—i—l)—w to_ 2=z +2z—1
(x+1)2 (x +1)2

Tale espressione mostra che
>0 — 2 +22—-1>0 — r>-1+V2

quindi f decresce in (0, —1+ v/2) e cresce in (=1 + v/2, +oc). Il punto —1 + /2 & di minimo relativo
e F(—1 4 v/2) = e2VE3.

Per x < 0, la funzione ¢ derivabile in (—oo, —1) U (—1,0):
f'(z) =e".
Quindi f' > 0in (—oo0,—1) U (—1,0) ove f risulta crescente.

Essendo lim,_,g+ f'(z) = —1 # lim,_,o- f'(x) = 1, la funzione non & derivabile nel punto angoloso
xz=0.

La derivata seconda per x > 0 risulta:

2 2 2 2
" — x+1 (.’E— x+1 _—
fiw)=e (x+ 1) e (z+1)3

Per x <0, f"(x) =e®. f"(x) > 0 per ogni z € (—oo0,—1) U (—1,0) U (0, +00), quindi f & convessa.

L’andamento qualitativo della funzione ¢ descritto dal seguente grafico.



T

-1 o4 3 T

Esercizio 2. (4 punti) Al variare del parametro o > 0 calcolare il seguente limite:

' eVe—In(1+Vz) _ oz/2
lim .

z—01 e
SOLUZIONE. Cambiamo variabile ¢t = y/z e studiamo il limite:

et—In(1+t) _ t?/2

lim 5
t—0+ teo

Ricordiamo i seguenti sviluppi per ¢ — 0:

2 3 2 3

t t t -
log(l+t)=t— =+ —=+ot), e =1+t+—=+—+o(t).
2 3 2 6
Pertanto, per t — 07T,
e+ _ /2 oo to(t?) _ 122 1+ P otd) —1—L +o(t?) 1.5 o,
12 - 120 - 120 ~ _gt :
Quindi
0 se a < %
eVe—In(l+yz) _ z/2 et—In(1+t) _ ot?/2
. . 1 3
lim = lim = —3 se o = 5
z—0+F ¢ t—0+ 20
—00  se « > %

Esercizio 3. (6 punti) Determinare il nucleo e I'immagine della seguente applicazione lineare £ : R* — R3:
L(z,y,z,w) = (y+ z4+w,2x +y — 22,20+ 2y — 2z + w).

Determinare un vettore v € R? ortogonale all'immagine di L.

SOLUZIONE. Associamo ad L la matrice rappresentativa

011 1
A=121 -2 0
2 2 -1 1

Il rango di A & 2, essendo

—_

0
det( 9

)



e la terza riga della matrice somma delle prime due. L'immagine di L ha dimensione 2,

0 1
ImL=<¢t| 2 | +s| 1 ct,s €R
2 2

Il nucleo di £ ha dimensione 2, ed & 'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo

T =35+ 5t
y+z+w=0
y=—s—1t
20 +y—22=0 = , t,s€eR.
z=s
20 +2y—z+w=0
w=t
Quindi
1 3
r 2 2
Y —1 -1
KerL = =t + s t,seR
z 0 1
w 1 0
v = (a, b, c) ¢ ortogonale ai vettori dell’immagine sse
2b+2c=0
v-(0,2,2)=v-(1,1,2) =0 & & v =(—t,—t,t),t ER.
a+b+2c=0

Possiamo prendere ad esempio v = (—1,—1,1).
Esercizio 4. (6 punti) Al variare del parametro k£ € R stabilire se la seguente matrice A & diagonalizzabile in R
1 01
A=|1 0 1
E 11

SOLUZIONE. L’equazione caratteristica di A & det(A — M) = —A(\2 — 2\ — k) = 0; pertanto, gli
autovalori sono A = 0e A =1+ +1+k. Se k < —1 la matrice A non ¢ diagonalizzabile in R (ha
autovalori complessi).

Sia k> —1. Se k # 0, —1 gli autovalori sono semplici, quindi A & diagonalizzabile.

Se k = —1, gli autovalori sono A\; = 0, Ao = A3 = 1. La matrice A — I ha rango 2, quindi "autovalore
1 non e regolare e A non e diagonalizzabile.

Se k = 0, gli autovalori sono Ay = A2 = 0, A3 = 2. La matrice A ha rango 2, quindi ’autovalore 0 non
¢ regolare e A non ¢ diagonalizzabile.



Ingegneria Chimica, dei Materiali e delle Nanotecnologie
6 febbraio 2018
Analisi Matematica I e Geometria (SECONDA PARTE)

Cognome: Nome: Matricola:

Teoria. (3 punti) Enunciare e dimostrare il teorema fondamentale del calcolo (di valutazione).

Esercizio 1. (8 punti) Studiare la seguente funzione
f(z) =In (1 + arctan |z — 1|)

e disegnarne un grafico qualitativo. E richiesto anche lo studio della convessita.
SOLUZIONE. 1l grafico di f ¢ il traslato del grafico della funzione pari g(z) = In(1+arctan |x|) che studiamo
su [0, +00). Risulta

g(0) =0, g(x)>0VYz>0, lim g(z)=1In (1+5>,

z—+00 2
con conseguente asintoto orizzontale. La derivata prima (sempre per z > 0) &

o 1
1+ arctanz 1+ 22

J(z) >0 Ve >0, gt =1.

Pertanto, g ¢ strettamente crescente su [0,+00). Essendo poi ¢ il prodotto di due funzioni positive e
decrescenti, ne segue che ¢’ & decrescente e quindi g & concava su [0, +00). Il grafico di g su [0, +00) & nella
figura di sinistra, quello di f (ottenuto per simmetria e traslazione) ¢ in quello di destra; in x = 1 vi & un
punto angoloso con coefficienti angolari delle semitangenti +1.

0.8
0.6
0.4r

0.2F

Esercizio 2. (5 punti) Calcolare il limite

. 1 1 22
lim — 1 ( —e )
z—0t SIN X COS(2LE)
SOLUZIONE. Ricordiamo i seguenti sviluppi per x,y — 0:
23
sint =x — F+0(x4) — sinz? :;E4+0(x11) ,
2 4

¥ T 5 492 24 5
cosx =1 2+24+0(a:):>cos(2x)—1 2z +3 +o(z°),



ex:1+x+$—2—f—o(x2) :>ex2:1+x2+$—4+0(935)
2 2 ’

ala—1 _ y 3
(1+y)* = 1+ay+(2)y2+0(y2) — (1+y) 2=1- 5 +§y2+o(y2)
-1/2 2, 7 4 5
—> (cos(2z)) =14z —1—637 +o(z”) .
Pertanto,
1 2 1 1 2
= St —  lim — 4( —ex2>:—.
cos(2x) 3 z—0t ST cos(2x) 3

Esercizio 3. (6 punti)
(3.1) Al variare del parametro o € R discutere la risolubilita del sistema
r+yt+azt+w=uw

z+w=0
—y+2z2=aw

(3.2) Determinare « tale che il vettore u = (1,0,1,1) sia ortogonale alle soluzioni del sistema del punto
precedente.

SOLUZIONE. Dalle prime due equazioni ricaviamo y + oz = o € —y + 2z = . Sottraendo queste due, si
ottiene (a4 2)z = 2a. Pertanto,

se o« = —2 il sistema non ha soluzioni.

Se invece o # —2, dalle due equazioni qui sopra otteniamo

2x 20 — o2
z= .Y E
a4+ 2 a+2
Pertanto,
200 —a? 2
se a # —2 il sistema ammette le infinite soluzioni (z,y, z,w) = (:c, g, 70[, —:1:> VreR.
a+2 "a+2

La condizione di ortogonalita implica o = 0.

Esercizio 4. (5 punti) Determinare k£ € R tale che le due matrici A e D siano simili, dove
k0 1 1 0 O
A=10 1 k e D=0 1 0
1 0 k 0 0 -1

SOLUZIONE. Gli autovalori di D (matrice diagonale) sono A =1 (doppio) e A = —1 (semplice).

L’equazione caratteristica di A & det(A — AI) = (1 — \)(A2 — 2kA + k2 — 1) = 0; pertanto, gli autovalori sono
A=1e X =Fk=1. Questi autovalori coincidono con quelli di D (condizione necessaria per la similitudine)
solo nel caso k = 0. Pertanto,

se k # 0 le matrici A e D non sono simili.



Se invece k = 0, bisogna verificare la diagonalizzabilita di A che diventa
0 01
A=10 1 0
100
Bisogna cioe verificare che I’autovalore doppio A = 1 sia regolare. Risolvendo il sistema Au = u si trova che
u=\| y ¢ autovettore associato all’autovalore A =1 se e solo se x = z

che & I'equazione di un piano. L’autospazio ha dunque dimensione 2 (molteplicita geometrica = molteplicita
algebrica) e 'autovalore A = 1 & regolare. Quindi A ¢ diagonalizzabile e le matrici sono simili quando k = 0.



Ingegneria Chimica, dei Materiali e delle Nanotecnologie

Analisi Matematica I e Geometria - SECONDA PROVA IN ITINERE (PRIMA
PARTE) - 18 gennaio 2018

LE RISPOSTE VANNO MOTIVATE.

1. Calcolare (v/3 + ).
2. Determinare 'angolo formato dai vettori v = (1,1,1) e v = (1, —1, —/6).

3. Determinare la posizione reciproca tra la retta r e il piano 7, dove

r=1+2t
T y=1+2¢t T rx+y+z2—6=0.
z=2+4+2

4. Trovare tutte le soluzioni (x,y, z) del sistema lineare

rT+y=2, r+z=2, 2v+y+z2=4.

5. Scrivere il vettore u = (2,3) come combinazione lineare dei vettori v = (1,1) e w = (1, —1).

6. Stabilire se I'applicazione lineare £ : R® — R*, definita da L(x,y,2) = (z,y,2 + y,z + 2), &

iniettiva.
1 2
v (1, 2

8. Determinare la dimensione del sottospazio di R* generato dai vettori

7. Calcolare 'inversa della matrice

w=(1,1,1,-1), v=(1,-1,-1,1), w=(3,1,1,—1).

9. Calcolare, se possibile, i prodotti matriciali A- B e B - A dove

1 -1 2 1 2
A=13 0 -1, B=[1 o0
1 -1 -1 0 —1

10. Determinare gli autovalori della matrice

S O W
S O =
-~ O Ot



Ingegneria Chimica, dei Materiali e delle Nanotecnologie

Analisi Matematica I e Geometria - SECONDA PROVA IN ITINERE (SECONDA
PARTE) - 18 gennaio 2018

Teoria. (3 punti) Si enunci il Teorema di Rouché-Capelli e si spieghi come si deve procedere per
risolvere un sistema m x n.

Soluzione. Confrontare il libro di testo.

Esercizio 1. (4 punti) Disegnare nel piano di Gauss gli insiemi
T 7
A:{ZEC 1<z <2, ——gargz<—}

S
B{wé@:w +1z,z€A}.

Soluzione. L’insieme A risulta:

2

Essendo w = (cos %W—i—i sin %w) z, 'insieme B si ottiene ruotando 'insieme A attorno all’origine

(in senso antiorario) di un angolo § = 37:

Y

o

Esercizio 2. (7 punti)

(2.1) Determinare il punto P’ proiezione ortogonale del punto P = (1,1,0) sulla retta

rT=9>5-+1
riqy=1-—t
z=1+72t.

(2.2) Determinare il punto P” simmetrico di P rispetto alla retta r e determinare tutti i punti
@ di r in modo che il triangolo PP"() sia equilatero.



Esercizio 3.

Esercizio 4.

Soluzione. (2.1) Definiti d =
otteniamo

(1,—1,2) il versore direzione della retta r e A = (5,1,1),

4

AP — (AP -d)d = (—1,1,—2),

—

da cui P’ = Aii;lP' = (4,2,—1).

(2.2) Essendo PP' = PP pr=2op _p= (7,3,-2). Q@ = (5+t,1—1t,1+2t) deve soddisfare
PGl = PP, da cui

(5+t—1)2+(1—t—1)>+(14+2t)* = 36+4+4 & 6t2+12t—27 = 0 & t=-1+1—.

(5 punti) Sia £ : R* — R? T'applicazione lineare definita, per ogni (z,y,z,w) € R*, da
‘C(xvyazvuj) = (%+y+27y+z+w7T_y_Uj)

(3.1) Determinare il nucleo e 'immagine di L.

(3.2) Stabilire se £ ¢ iniettiva e/o suriettiva.

Soluzione. (3.1) Il nucleo di £ ¢ l'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo

=1
r+y+z=0
y=0
y+z+w=0 — . teR.
z=—
r—y—w=0
w =1
Quindi
T 1
Y 0
KerL = =t cteR
z —1
w 1

Il nucleo di £ ha dimensione 1, dal teorema di nullita piu rango si ottiene che la dimensione
dell'immagine ¢ 3. L’immagine di £ & quindi R3. (3.2) £ ¢ suriettiva, Imn£ = R3, non ¢ iniettiva
Kerl # {0}.

(8 punti)
(4.1) Senza fare conti, dimostrare che la matrice

1 -1 -1
A=1]-1 1 -1
-1 -1 1
¢ diagonalizzabile.
(4.2) Determinare una matrice diagonale D e una matrice S tali che A= SDS™'.

(4.3) E possibile determinare una base ortonormale di R?® formata da autovettori di A?
Giustificare la risposta.



Soluzione. (4.1) La matrice ¢ reale e simmetrica quindi diagonalizzabile (Teorema Spettrale).
(4.2) Cerchiamo autovalori ed autovettori di A :

1—A -1 -1
det(A — \I) = det -1 1-X —1|=-A=2)(*=-2-2)=0
-1 -1 1-2A\
sse
)\1:—17 )\2:)\3:2.
Per determinare gli autovettori relativi a A = —1 risolviamo il sistema
20 —y—2=0 T =t
—r+2y—2=0 sse y=t
—r—y+22=0 z=1
Otteniamo che gli autovettori relativi a A = —1 sono i vettori
T 1
y [ =t 1|,
z 1

al variare di ¢t € R\ {0}.

Per determinare gli autovettori relativi a A = 2 risolviamo il sistema

—r—-—y—2=0 rT=—-s—1
—r—y—2=0 sse y==:
—r—y—2=0 z=1

Otteniamo che gli autovettori relativi a A = 2 sono i vettori

T —1 —1
y | =t 0 |+s 1
z 1 0

al variare di ¢t,s € R, con (¢,s) # (0,0). Le matrici richieste sono quindi

1 -1 -1 -1 00
S=1]1 0 1 e D = 0 20
11 0 00 2

(4.3) 11 Teorema Spettrale assicura l’esistenza di una base ortonormale di autovettori.



Ingegneria Chimica, dei Materiali e delle Nanotecnologie

12 Luglio 2018 - Analisi Matematica I e Geometria (PRIMA PARTE)

Cognome: Nome: Matricola:

Prescritto | Teoria | Es.1 | Es.2 | Es.3 | Es.4 | Totale

LE RISPOSTE VANNO MOTIVATE.

1 1
1. Calcolare il limite lim < ~+ sin ) v 4n? 4+ 2n + 1.
n n

n—-+4o0o

e2®_1
= 0
2. Stabilire se la funzione f(z) = ¢ ¢! sez 7
2 sex =10

¢ continua in xg = 0.

3. Stabilire se la funzione F(x) = ze®~! 4+ V22 — 1 possiede almeno uno zero nell’intervallo I = [0, 1].

4. Calcolare I'integrale I = fol e dx.

5. Stablire se la funzione F(z fo eSint) dt possiede un punto di massimo in ¢ = 0.



6. Disegnare sul piano di Gauss 'insieme Q ={2€C : |z —1—-1] <1, [z+1—-1i] <2} .

7. Determinare una base del nucleo dell’applicazione lineare f : R? — R? rappresentata, rispetto alle basi
11 o]

canoniche, dalla matrice A = [ 10 1

. .. 1 s e
8. Stabilire se le matrici A = [W 1 e B= [ o \/5} sono simili.

9. Determinare una base ortogonale del sottospazio X = {(z,y,2) € R® : z —y + 2z = 0} di R3.

10. Determinare la distanza tra il punto P = (1,2,—1) eil piano7 : 2z —y+2+3 =0.
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Teoria. (3 punti) Enunciare e dimostrare il primo teorema fondamentale del calcolo integrale.



Esercizio 1. (8 punti) Studiare la funzione definita da
f(z) = cos®(x) — cos(z)
e disegnarne un grafico qualitativo. (E richiesto anche lo studio della derivata seconda.)

SOLUZIONE.

La funzione f é una funzione pari definita su tutto R ed e periodica di periodo 2w. Possiamo pertanto
restringerci all’intervallo [—7, 7] (in realta, per la simmetria, potremmo restringerci all’intervallo [0, 7]).

La funzione f si annulla quando cos z = 0 oppure quando cosx = 1, ossia per x = 0 e per z = £5. Inoltre,
f(z) > 0 se e solo se cosz(cosx — 1) > 0, ossia se e solo se —7 < z < —7/2 oppure 7/2 < z < 7.

La derivata prima e la derivata seconda sono
/ . . .
fi(x) = —2coszsinz + sinx = sinz(1 — 2 cos z)

f"(x) = 2sin®2 — 2cos? & + cosz = 2 4 cosx — 4cos’ x .

Si ha f'(x) = 0 se e solo se sinz = 0 oppure cosx = %, ossia se e solo se * = 0, x = 7 o x = 5. Pertanto,

si ha
f(0)=-1<0 (0,0) punto di minimo
f(E£m)=-3<0 (£7,2) punti di massimo
3 1
f”(:l:g) =3 >0 (:I:g,71> punti di minimo.
Si ha f”(z) = 0 se e solo se 4cos?>x — cosx — 2 = 0, ossia se e solo se cosx = &T\/ﬁ7 da cui si hanno le

soluzioni £« = & arccos @ ~ £0.567829 e -3 = £ arccos %@ ~ +2.20566. Pertanto, si ha f”(z) >0

se e solo se 4cos’z —cosz —2 < 0, ossia se e solo se % < cosx < %. Questo accade se e solo
se —f<zxr<—a e a<zxz<f. Quindi, la funzione f presenta concavita rivolta verso l'alto per
—B<x<—a e a<zx<pf epresenta concavita rivolta verso il basso per — 7T <z < —f, —a <z < «
e B <z <. Infine, f ha un flesso nei punti Fy; = (=8, f(—0)), F» = (—a, f(—a)), F3=(a,f(a)) e
Fy = (B, f(B)). In particolare, f(a)= %2‘/@ ~ —0.132303 e f(B) = %2\/@ ~ 0.944803 .

11 grafico della funzione, ristretto all’intervallo [—m, 7],
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Esercizio 2. (4 punti)
(a) Scrivere lo sviluppo di MacLaurin del terzo ordine della funzione f definita da
flz)=Q+4+x)e " +xzcosz— (1 —z)In(1+2x)—1.
(b) Stabilire se la funzione f possiede un punto di minimo in xg = 0.
SOLUZIONE.

(a) Per z — 0, si hanno gli sviluppi

2 .’133

x
T _q i < 3
e +x+2+6+0(a:)
2
cosle—%+o(x2)
2 3
ln(1+:c)::v—%—|—%+o(x3).

Pertanto, per x — 0, si ha

f@)=1+x)e " 4+zcosz—(1—z)In(l+z)—1

2 3 2 2 3
:(1+x)<1—a:+£—£—|—0(x3))+x<1—£+o(az2)>—(1—m)(x—£+£+o(x3))—1
2 6 2 2 3
2 3 3 3
:1—3:—1—%—%+o(m3)+m—x2+%+o(a:3)+x—%—i—o(x?’)
2 g3 , , b ,
e - 1
Tt 3+0(m)+:n 2+0(:L")

(b) Dallo sviluppo trovato, si ha f(0) = 0 e f”(0) = 2 > 0. Di conseguenza, la funzione f possiede un
punto di minimo in g = 0.



Esercizio 3.

(6 punti) Sia f: R3 — R3 I'applicazione lineare definita da f(z,y,2) = (z —y + 2z, +y — 2,2z — y).

(a) Scrivere la matrice A che rappresenta f rispetto alla base canonica.

b) Stabilire se RS ossiede una base formata da autovettori di f. In caso affermativo, determinare una
P
tale base.

SOLUZIONE.

(a) La matrice che rappresenta f rispetto alla base canonica &
1 -1 1

A=11 1 -1

2 =1 0

(b) Lo spazio R? possiede una base formata da autovettori di f se e solo se la matrice A ¢ diagonalizzabile.

Poiché
A—1 1 -1 A—1 1 -1 A—1 1 -1

M—Al=] -1 Ax=1 1|=[A-1 A=1 1|=| 0 A=2 2 |=A-1)A=2)A+1),
-2 1 A A—1 1 A 0 0 A+1

gli autovalori di A sono 1, 2, -1. Pertanto, possedendo tre autovalori reali e distinti, la matrice A &
diagonalizzabile. Passiamo ora a determinare gli autospazi di A.

Per A\ = 1, l'autospazio € determinato dal sistema

0 1 —1] [= 0 y—2=0
-1 0 1 yl =10 ossia —x+2=0
-2 1 1]z 0 —2x+y+z2=0
che ha soluzione z = y = z. Quindi V; = ((1,1,1)).
Per A\ = 2, 'autospazio & determinato dal sistema
1 1 -1 [z 0 r—y—2=0
-1 1 1 y|l =10 ossia —rz4+y+2=0
-2 1 2 z 0

—2r+y+22=0

che ha soluzione y = 0, z = z. Quindi V5 = ((1,0,1)).

Per A = —1, 'autospazio € determinato dal sistema
-2 1 1] [« 0 —22+y—-2=0
-1 -2 1 yl =10 ossia —x—2y+2=0
-2 1 —1] |z 0 —2r+y—2=0

che ha soluzione y = —3z, z = —5z. Quindi V2 = ((1, -3, —5)).
In conclusione, una base di R? formata da autovettori di f ¢ data da

{(1,1,1),(1,0,1),(1,-3,=5)}.



Esercizio 4. (6 punti) Calcolare, al variare del parametro reale k, il rango della matrice

1 1 2 k-1
A= k 1 2k k-1
k+1 k 3k k

SOLUZIONE. Per k = 1, si ha la matrice

A=

N = =
==
W NN

0
0
1

che ha rango 2, avendo solo due righe linearmente indipendenti.
Per k # 1, possiamo scegliere il minore (di nord-ovest)

1 1
k1

’_1—1{7&0.

Orlandolo in tutti i modo possibili, abbiamo i due minore di ordine 3:

1 1 2 1 1 0
ko1 2|l=| k 1 0 |=01-k(k-2)
k+1 k 3kl |k+1 k k—2

11 k-1 1 1 k-1

ko1 k=1/=k—1 0 0 |=k(1-k)(2-k).
k+1 k  k k+1 k  k

Questi minori si annullano contemporaneamente solo per k = 2. Quindi, 7(A) =3 per k #2 e r(A) = 2 per k =2

In conclusione, si ha
3 k+#1,2
T'(A) — per # ?
2 perk=1,2.



