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Capitolo 1

Numeri reali

1.1 Ordine fra numeri reali

1. Esercizio. Sia
1
A={-—-1; N*L .
{-LneNy

(a) Dire se A ammette massimo e in caso affermativo determinarlo.
(b) Dire se A ammette minimo e in caso affermativo determinarlo.

(c) Dire se A ammette estremo superiore in R e in caso affermativo determi-
narlo.

(d) Dire se A ammette estremo inferiore in R e in caso affermativo determi-
narlo.

Risoluzione.
(a) A ammette massimo e max(A) = 0.
(b

(c

(d) A ammette estremo inferiore e inf(A) = —1.

A non ammette minimo.

A ammette estremo superiore e sup(A) = 0.
1

)
)
)
)

2. Esercizio. Per ciascuno dei seguenti insiemi
_ f3n—1. *
(a) A={3"=Lin e N*},
_ +2 . *
(b) A= {22 neN*},

(c) A= {3"2“' ne N*},

n2 I

(d) A= {n%ﬂ;neN}
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dire se A ammette massimo e se A ammette minimo; dire se A ¢ limitato supe-
riormente, se A ¢ limitato inferiormente, se A ¢ limitato; determinare ’estremo
superiore e l’estremo inferiore di A rispetto a (R, <).

Risoluzione.

(a) Per ognin € N si ha % =3- %; I'insieme A ¢ quindi formato da punti
che al crescere di n si avvicinano crescendo a 3 senza mai raggiungerlo;

quindi si ha:

A non ammette massimo;

A ammette minimo e min(A) = 2;
A ¢ limitato superiormente;

A ¢ limitato inferiormente;

Ae limitato;

si ha sup(A4) = 3;

si ha inf(A4) = 2.

Si ha "T*Q =1+ % L’insieme A ¢ fatto di infiniti punti che al crescere di
n si avvicinano decrescendo a 1 senza mai raggiungerlo; quindi si ha:

A ammette massimo e si ha max(A) = 3;
A non ammette minimo;

A ¢ limitato superiormente;

A ¢ limitato inferiormente;

A ¢ limitato;

si ha sup(A) = 3;

si ha inf A = 1.

. . \ . . . 2
L’insieme A & 'immagine della successione <3"nj' 1) .
neN*

. 2 . . . 2 N .
Si ha 3241 = 34+ L. quindi la successione (3251 & decrescente; si
n n eN ’
nEN*

nZs

ha poi lim,, s 3n;2+1 =3e 3¢ A;si ha quindi:
A ammette massimo e si ha max(A) = 4;

A non ammette minimo;

A ¢ limitato superiormente;

A ¢ limitato inferiormente;

A ¢ limitato;

si ha sup(A) = 4;

si ha inf A = 3.

L’insieme A ¢ 'immagine della successione (n%ﬂ) .
nenN

La successione (n%ﬂ) ¢ decrescente; al crescere di n i punti
neN

avvicinano decrescendo a 0 senza mai raggiungerlo; si ha quindi:
A ammette massimo e si ha max(A) = 1;

A non ammette minimo;

A ¢ limitato superiormente;

A ¢ limitato inferiormente;

A ¢& limitato;

_1
n24+1

si
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si ha sup(A4) = 1,
si ha inf A = 0.

. Esercizio. Sia

A= {32 €] - 00,00

dire se A ammette massimo e se A ammette minimo; determinare ’estremo
superiore e 'estremo inferiore di A rispetto a R.
Risoluzione. Posto

1
f=000— R — 1
xT

siha A = f(] - 0,0)

=] — 00,0[. Quindi A non ammette massimo, A non
ammette minimo, Sup( )=

0, 1nf( ) = —o0.

. Esercizio. Per ciascuno dei seguenti insiemi

(a) A=[vV2,2nQ,

(b) A=[-v2,v2]nQ,
(c) A=[0,v2]N(R-Q),
(d) A=]-00,v2NQ,

dire se A ammette massimo e se A ammette minimo; dire se A ¢ limitato supe-
riormente, se A ¢ limitato inferiormente, se A ¢ limitato; determinare ’estremo
superiore e l’estremo inferiore di A rispetto a (R, <).

Risoluzione.

(a) Per ogni 2 € A si ha v/2 < 2 < 2; inoltre 2 € A; inoltre vi sono punti di A
vicini come si vuole a v/2; quindi si ha:
A ammette massimo e max(A4) = 2;
A non ammette minimo;
A ¢ limitato superiormente;
A ¢ limitato inferiormente;
A ¢ limitato;
si ha sup(4) = 2;
si ha inf(A4) = v/2.

(b) Per ogni x € A si ha —/2 < z < v/2; inoltre vi sono punti di A vicini come
si vuole a —v/2 e a v/2; quindi si ha:
A non ammette massimo;
A non ammette minimo;
A ¢ limitato superiormente;
A ¢ limitato inferiormente;
A ¢ limitato;
si ha sup(4) = v/2;
si ha inf(A4) = —v/2.
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(c) Per ogni € A si ha 0 < 2 < v/2; inoltre v/2 € A e vi sono punti di A
vicini come si vuole a 0; quindi si ha:
A ammette massimo e si ha max(f) = v/2;
A non ammette minimo;
A ¢ limitato superiormente;
A ¢ limitato inferiormente;
A ¢ limitato;
si ha sup(4) = v/2;
si ha inf(A) = 0.
(d) Per ogni z € A si ha z < v/2; inoltre v/2 ¢ A e vi sono punti di A vicini
come si vuole a v/2 e inferiori di un arbitrario numero reale; quindi si ha:
A non ammette massimo;
A non ammette minimo;
A ¢ limitato superiormente;
A non ¢ limitato inferiormente;
A non ¢ limitato;
si ha sup(A4) = V2;
si ha inf(A) = —o0.

5. Esercizio. Dare un esempio di un sottoinsieme di {z € R;z < —1} dotato di
estremo superiore in (R, <), ma non di massimo.
Risoluzione. | — oo, —2].

6. Esercizio. Determinare l’insieme dei maggioranti di R rispetto all’insieme
ordinato (R, <).
Risoluzione. L’insieme dei maggioranti di R rispetto a R & {+o0}.

7. Esercizio. Dare un esempio di una funzione definita su {x € R;z > 1} limitata
inferiormente, ma non dotata di minimo.

Risoluzione. f:[1,4o00[— R, 2 — %

1.2 Funzioni reali

1. Esercizio. Determinare 'estremo superiore e 'estremo inferiore in R della
seguente funzione:

1
[TRT— Rz — — .
x

Risoluzione. Si ha f(R*) =]0, +oo; quindi si ha sup(f) = +oo, inf(f) = 0.
2. Esercizio. Disegnare approssimativamente in uno stesso sistema di assi i grafici
di
f:00,1] — R,z — 2?
e di
g:[0,1] — R,z — z*
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mettendo in evidenza il legame fra i grafici.

Risoluzione.

3. Esercizio. Sia

x per x < —1
fil=00,1] —m R,z — (¢ —1 per—1<z<0 ;
2¢ perO0<zx<1

(a) tracciare approssimativamente il grafico di f;
(b

) determinare 'immagine di f;
c¢) dire se f ammette massimo e minimo e in caso affermativo determinarli;

(
(d

(e) determinare I’estremo superiore e I'estremo inferiore di f rispetto a (R, <).

dire se f e limitata superiormente, limitata inferiormente, limitata;

Risoluzione.

(a) Siha

(b) Siha f(] — o0,1]) =] — 00, —1]U]0, 2].
(¢) f ammette massimo e max(f) = 2; f non ammette minimo.
(d) felimitata superiormente; f non & limitata inferiormente; f non & limitata.
(e) Siha sup(f) =2, inf(f) = —oc.
4. Esercizio. Sia f :[-2,0] — R,z — 2?; determinare f([—2,0]), provare che
f & iniettiva e trovare la funzione inversa di f.

Risoluzione. Si ha f([—2,0]) = [0,4].
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Per y € [0,4] e per ogni x € [—2,0] si ha f~!(y) = z se e solo se f(x) =y, cioe
se e solo se £2 = y; quindi si ha z = +,/y; poiche x < 0, si ha x = —,/; cio
prova che f e iniettiva e che si ha

104 — Ry — —\y.

5. Esercizio. Sia f: [-1,0— R,z — m%; determinare f([—1,0[), provare che

f & iniettiva e trovare la funzione inversa di f.

Risoluzione. Si ha f([—1,0]) = [1,+oo[.

Per y € [1,+00[ e x € [-1,0[ si ha f~!(y) = = se e solo se f(x) =y, cioe se e

solo se ;12 = y; quindi si ha z = iﬁ; poiche z < 0, si ha z = —ﬁ; cio prova
che f & iniettiva e che si ha

1
1 oo — Ry — —— .

VY

6. Esercizio. Sia f: R — R,z — 22 — 3z + 2;

(a) determinare 'immagine di f;

(b) dire se f & iniettiva.
Risoluzione.

(a) L’immagine di f & U'insieme delle y € R tali che ’equazione di incognita
r € R, 22 + 2+ 1 = y, ammette almeno una soluzione. L’equazione &
equivalente a 22 — 3z + 2 —y = 0; tale equazione ha soluzioni se e solo
se 9 —4(2 —y) > 0, ciod se e solo se y > —1; 'immagine di f & quindi
[7iﬂ +OO['

(b) La funzione f & iniettiva se e solo se per ogni y appartenente all’immagine di
f Pequazione di incognita = € R, 2 — 3z +2 = y ammette una ed una sola
soluzione. Siay > —i; I’equazione sopra ¢ equivalente a 22 —3x+2—y = 0;
tale equazione per y # f% ha due soluzioni; quindi f non é iniettiva.

. e . . 1 .

7. Esercizio. Sia f: R—{—3} — R,z — 553

(a) determinare 'immagine di f;

(b) dire se f & iniettiva;

(c) in caso affermativo, determinare f~1.
Risoluzione.

(a) L’'immagine di f & l'insieme delle y € R tali che l'equazione di incognita

zeR-{-3}, 3257 = Y, ammette almeno una soluzione.

E quindi anche uguale all’insieme delle y € R tali che 'equazione di

incognita x € R
X
2x+1
T # —

Y

N[ —
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ammette almeno una soluzione.

L’equazione ¢ equivalente a

r=2x+ 1)y
1225

L’equazione di incognita z € R, x = (2 — 1)y, non ha la soluzione z = —%;
quindi ’equazione di incognita x € R

r=2x+ 1)y
(530

e equivalente all’equazione di incognita = € R,
x=2z+ 1)y,

quindi a = 2zy + y; quindi a (1 — 2z)y — y.
Tale equazione ha soluzioni € R se e solo se 1 — 2y # 0, cioe se e solo se
y# 3
L’immagine di f & quindi R—{3}.
(b) La funzione f ¢ iniettiva se e solo se per ogni y appartenente all’immagine
di f l'equazione di incognita z € R—{—3}, 5251 = Y, ammette una ed
una sola soluzione. Sia y € R— {%}, I’equazione sopra e equivalente all’e-
quazione di incognita x € R, z(1 — 2y) = y; tale equazione ha una ed una
y

sola soluzione x = =g quindi f ¢ iniettiva.

(c) Siha f=1: Rf{%} — Rf{—%},y —

Y
1-2y°

1.3 Radici aritmetiche

1. Esercizio. Trovare un m € R per cui

m + 2
m—+ 3

sia un numero razionale.

m—+2 —

Risoluzione. Per m =1 si ha o % = %; ¢ quindi sufficiente scegliere

m = 1.
2. Esercizio. Disegnare approssimativamente il grafico di

—1 per z <0
f:R— R,z — NG per0<z<1
r—1 perx>1

Risoluzione.
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3. Esercizio. Sia
f:00,4+0[— R,z — Vo +1;
(a) disegnare approssimativamente il grafico di f;
(

b) determinare I'immagine di f (si puo rispondere utilizzando il grafico di f);

)
)
(c) provare che f ¢ iniettiva;
(d) determinare f—1;

(e) disegnare approssimativamente il grafico di f~!.

Risoluzione.

(a)

1
1
(b) La proiezione del grafico sull’asse y ¢ [1,4+o00[; si ha quindi f([0,+o0[) =
(1, +o0l.
Precisamente, se y € R, y appartiene all'immagine di f se e solo se
I’equazione di incognita x € R4

Vr+l=y

ammette almeno una soluzione.

Tale equazione & equivalente all’equazione
Ve=y—1

Per y — 1 < 0 l'’equazione non ha soluzioni; per y — 1 > 0 l'equazione e
equivalente a # = (y — 1)?; quindi ha soluzioni. Quindi I'equazione ha
soluzioni se e solo se y — 1 > 0, cioe se e solo se y > 1; si ha quindi

F([0, +oc]) = [1,+o0] .
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(¢) Supposto y > 1 'equazione
Ve=y-1
ha un’unica soluzione data da
x=(y— 1)2 .

Quindi f e iniettiva.
(d) Siha
f7t: 1, 4o0[— [0, 400,y — (y — 1)%.

()

1.4 Valore assoluto
1. Esercizio. Determinare i ¢ € R per i quali
(It = 1)?

ammette reciproco.

Risoluzione. Il numero reale (|t|—1)? ammette reciproco se e solo se (|t|—1)? #
0, cioe se e solo se [t| — 1 # 0, cioe se e solo se |t| # 1, cioe se e solo se t # 1 e

t#—1.
2. Esercizio. Trovare un m € N in modo che

.’,E2 + x3m+1

f R—Raz—
|z +1

sia una funzione pari.

Risoluzione. Affinche f sia una funzione pari, € sufficiente che 3m + 1 sia un
numero pari; e allora sufficiente scegliere m = 1; dunque
2 4
f:R— R,z — 12
Jz]+1
¢ una funzione pari.
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1.5 Polinomi

1. Esercizio. Determinare il quoziente ed il resto della divisione fra polinomi:
(a) (22* =323 +222 — 2 +3): (2% + 2+ 1);
(b) (z* — 523 —4x + 3) : (2% — 1);
(c) (@®*+ 72 +3z+1): (z+2).

Risoluzione.
(a) Siha
2zt =33 4222 —xr +3 22 +z+1
—2z% —2z3 —222 227 =5z +5
—5a3 —r +3
53 52 %
52 dr +3
—522 —5x =5
—xr =2

Quindi se Q(z) & il quoziente e R(z) & il resto, si ha Q(x) = 222 — 5z +5
e R(x) =—x—2.

(b) Siha
xt  —5a? —4xr +3 2?2 -1
—zt +a? 22 —5r+1
—b5x3 +z? —4dxr +3
523 —oz
2 —9x +3
—z? +1
-9z +4
Quindi se Q(x) ¢ il quoziente e R(x) ¢ il resto, si ha Q(z) =22 -5z +1e
R(z) = —9x + 4.
(c) Siha

1 7 3 |-1
-2 —10| 14
1 5 —7]15

Quindi, indicato con Q(x) il quoziente e con R(z) il resto, si ha Q(z) =
22 +5r — T e R(x) = 15.

2. Esercizio. Determinare il quoziente ed il resto della divisione fra polinomi
utilizzando la regola di Ruffini:

(a) (22* — 323 + 222 — 5z +3) : (z — 1);
(b) (x* — 22 +2): (v +2).
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Risoluzione.

(a) Siha:

Quindi se Q(x) & il quoziente e R(x) ¢ il resto, si ha Q(z) = 223 — 22 +2—4
e R(z) =—1.

(b) Si ha:

Quindi se Q(z) ¢ il quoziente e R(z) ¢ il resto, si ha Q(r) = 23 —22%+3x—5
e R(z) = 10.

1.6 Equazioni

1. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni polinomiali e determinare la
molteplicita delle radici del polinomio:

(a) 23+ 322 —4=0;
(b) 3023 — 722 — Tz + 2 = 0;
(c) #* — 1322 +36 = 0.

Risoluzione.

(a) Siha 2?4322 -4 = (z—1)(x+2)% Quindi le radici sonoz =1 ez = —2;
x = 1 e radice semplice, z = —2 & radice doppia.

(b) Sia A(r) = 30x® — 72? — 7o + 2. Le radici razionali di A(x) sono fra i
numeri razionali % con p divisore intero di 2 e ¢ divisore intero di 30.
I divisori interi di 2 sono £1 e 42; i divisori interi di 30 sono £1, £2, +3,
+5, 46, +10, £15, £30.
Si trova A(—3) = 0; quindi —3 & radice di A(x).
1l quoziente della divisione A(x) : (z + %) & 3022 — 22z + 4.
Si ha quindi
Az) = (3022 — 22z + 4)(z + 3) = (152 — 11z +2)(2z + 1
L’equazione 1522 — 11z 4+ 2 = 0 ha soluzioni x = % exr =
152% = 1lz +2 = 15(z — §)(z — 2) = 3z — 1)(5z — 2).
Si ha quindi A(z) = (1522 — 112 + 2)(2z + 1) = 3z — 1)(5z — 2)(2z — 1).

Le radici dell’equazione sono quindi —1 e 1

tutte semplici.

).
%; si ha quindi

%, 2. Le tre del polinomio sono
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(c) Siha 2?2 = 3%y 169 144 Mi\ﬁ 1555 quindi si ha 22 = 9 0 2? = 4;

quindi si ha x = :t3 ox = :|:2 Le radici del polinomio sono tutte semplici.

2. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni irrazionali
(a) Va2 +1=3z—1;
(b) Ve =1-2;
(¢) Ve+1=nx.

Risoluzione.

(a) Il dominio dell’equazione ¢ R. Si ha: Va2 4+ 1 =3z — 1 se e solo se
{ VaZ+1=3z-1 O{ VaZ+1=3z-1

3r—12>0 3r—1<0
/-2 S

Risolviamo { 3;_41— 1>6 dr—1 . Il sistema & equivalente a

2 +1=0Bz-12 | {x+1—9x —6rx+1 .

> 1 , cioe a 1 , cioe a

T3 Z3

8z2 —6x =0 . T = Ol‘:% R 3

332% , cioe a ZUZ% cioe a ¥ =

/2 — 9 _

11 sistema { 3;_41_ <6 dr—1 non ammette soluzioni.

. . 5 . . _ 3
Quindi per I'equazione assegnata si trova x = .

. . =z—2 o .
b) L’equazione si scrive V=g ; quindi equivale a
x>0

Vr=x—2 Vr=x—2

x>0 o) x>0

r—2>0 r—2<0

Ver=x—2
Il sistema ¢ = >0 non ammette soluzioni; quindi I’equazione equi-
rx—2<0
Vr=z-—2 r=x?—4x+4
vale a x>0 , cloe a x>0 , cioe a
r—22>0 x> 2

22 —br+4= o0 x:# o0 r=1lox=4

v > 9 , cioe a r>2 , cioe a > 9 ,
cioe a x = 4.

, . . . r+1= N .
quazione si scriv quivalen
(¢) L’equazione si scrive r41>0 ed & equivalente a

ve+l=x r+1l==zx
z+1>0 o) r+1>0
x>0 z <0
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vr+l=x

Il sistema r+1>0 non ammette alcuna soluzione.
z <0
L’equazione assegnata e quindi equivalente a

vr+l=x r+1=2? 22— r—1=0
z+1>0 ,cioca x>-1 cioe a 7, cioe a
>0 x>0 zz0
1i\/5
{x>0 ,cio‘eax:HT\/g.
x

Si trova quindi z = HQ‘@.

3. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni:
(a) 2 4+2lz+ 1] —1=0;
(b

)

) |z + 1] =3;

c) |x? —|—x—1|—3
)
)

(
(@)
(e

Risoluzione.

=x+1;
|x+1|—x

(a) L’equazione equivale a

2242z +1-1=0 2 +2z+1-1=0
x> 1 °\ 1 z< -1

Si ha
42z +1-1=0 olo s 2 +2x+1)—-1=0 .
> 1 se e solo se > 1 cioe
2 +20+1=0 cioe z = —1
x> -1 -
Si ha
22 +2lz+1—-1=0 22 -2z+1)-1=0
se e solo se
r<—1 r<—1
2 _ — = = =
cios 4 © 20 —3=0 cios 4 © 1+/14+43=1+2 cios
r<—1 r< -1
r=3ow=-1 e quindi mai
r<-—1 4 '
Quindi ’equazione ha una sola soluzione data da x = —1.
(b) Siha|r+1]=3seesolosex+1==3 cioe x =—40x=2.
(c) L’equazione & equivalente a 2% + x — 1 = £3.
L’equazione 2 +x—1 = 3 & equivalente a 2242 —4 = 0, ciot a x = %‘/ﬁ
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L’equazione x2 + x — 1 = —3 & equivalente a x2 4+ 2 + 2 = 0; il polinomio
22 4+ — 2 ha discriminante A = —7 < 0; quindi 'equazione z? +24+2 =0
non ha soluzioni.

Quindi I'equazione assegnata ha soluzioni. x = % V17,

L’equazione & assegnata per x # 0. L’equazione & equivalente a
|=* 1] =1 _

—=r+1 = =r+1
22—-1>0 04 22—-1<0
x#0 x#0
lz2-1] _
— =z+1 2 _ 2
11 sistema x2m_1 >0 ¢ equivalente a i -l=a"+z cioe a
= r<-lox>1"
x#0
r=-—1 N -1
r<-loz>1 , cioe a x = —1.
@Zm—l—l 1—22=2+2x
Il sistema ¢ 22 —-1<0 ¢ equivalente a —-l<z<l1 , cioe a
x#0 x#0
20+ —1=0 207 +x—1=0 x = =15
-l<z<l1 , cioe a -l<z<l1 , cioe a —-l<z<l ,
x#£0 x#£0 x#0
x:—lox:%
cioea ¢ —l<zx<l ,cioéaxz%.
x#0
L’equazione assegnata € quindi equivalente a x = -1 oz = %
L’equazione € equivalente a
[z +1] == o |z +1] ==
x+1>0 r+1<0 °
Il sistema o+ 1] == ¢ equivalente a zHl=z cioe a
z+1>0 z+1>0"
1= s N . -
{ . +(1)> 0 ; poiche 1 = 0 & falsa, tale sistema non ammette soluzioni.
Il sistema 2+ 1= ¢ equivalente a —r-l=w cioe a
r+1<0 r< -1 ’

T < —1 < — 2
non ammette alcuna soluzione.

2r=-1 .. r=-1 o . .
{ , cioe a { 12 : poiche non ¢ —1 < —1, tale sistema

Quindi 'equazione assegnata non ammette soluzioni.

1.7 Disequazioni

1. Esercizio. Risolvere le seguenti disequazioni polinomiali:

(a)

T+ 5 < 4dx+ 2;
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(b) 2% —xz+1>0;
22 +32x-2>0
(c) 224+ 2+1>0 ;
22 =52 +6>0

Risoluzione.

(a) Il dominio della disequazione & R.. Si ha:
x4+ 5 <4xr+2seesolose —3x < —3, se e solosex>1.

(b) Tl polinomio #2 —x+1 ha discriminante A = —3 < 0; quindi la disequazione
e soddisfatta per ogni z € R.

l<zx<?2

r<20x>3 " Quindi si ha 1 <

(c) Tl sistema di disequazioni equivale a {
z < 2.
2. Esercizio. Risolvere le seguenti disequazioni fratte:
+4 .
(a) % < 27

(b) 2245 > 4.

Risoluzione.

(a) Il dominio della disequazione & R—{3}. Sia x # 3. Si ha:

ﬁ—fé<25eesolose

£+ — 2 < 0 se e solo se
:”thiz?f:% < 0 se e solo se
—x+10

== < 0 se e solo se
r<3o0x>10.

(b) 1l dominio della disequazione ¢ R—{%}. Sia z # 3. Si ha:
2x+5 . . .
35 >4 se e solo se
2245 _ 4> 0 se e solo se
2c+5—12x+4
3zx—1
~10249
3x—1

—4 > 0 se e solo se
—4 > 0 se e solo se

1 9

§<Z‘<E.

3. Esercizio. Risolvere le seguenti disequazioni irrazionali:

V2 -9 >
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x+1 x?
1 1.
1—v/z > )

1 > 1

Risoluzione.

(a)

Tenendo conto della condizione sul dominio della disequazione, la disequa-

vVr+2>zx

2 42>0 , cioe se e solo se

zione ¢ soddisfatta se e solo se {

vVe+2>x vVe+2>«x
r+2>0 o) r+22>0
x>0 z <0

ver+2>zx x+2> 22
Si ha r+2>0 se e solo se r+2>0 , cioe se e solo se
x>0 x>0
x+2> a2 22 —2x—-2<0
{xZO x>0

Il polinomio x* — & — 2 ha discriminante A =1+ 8 = 9 > 0; il polinomio

ammette quindi le radici z = 32, cioé z = —1 0 z = 2.

2
2 —x—-2<0 —“l<ax<?2
x>0

x>0

, cioe se e solo se {

2

Si ha quindi { se e solo se { , cioe se e solo

se 0 <x<2.
vr+2>zx

Si ha r+2>0 se e solo se{
z <0

x+2>0

<0 , cioe se e solo se —2 <

z <0.
La disequazione assegnata e quindi soddisfatta se e solo se

—2<x<2.

La disequazione equivale a

V2 =3z 4+2>x—1 V2 =3z 4+2>x2—1

22 -3r4+2>0 o) 22-3r4+2>0
r—1>0 r—1<0
Il sistema
Vrz—-3z+2>x—-1
2 —3z+2>0
r—1>0
equivale a

2?2 =3z +2> (z—1)2

2 _
x 3xr+22>0 r—1>0

r—1>0

22 -3 +2> (v —1)?
, cioe a{ , cioe a
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{x2—3x+2>m2—2x+1 R {—3x+2>—2x+1 .
, cioe a ciod a

z>1 rz>1 ’
r<l1 . .
p>1 quindi non ammette alcuna soluzione.

Il sistema

Vrz—-3z+2>z2-1
22 —-3x4+2>0
r—1<0

cioca x < 1.

22 —-3x+2>0 N r<lox>2
, cioe a
r—1<0 r<l1

equivale a {
Quindi la disequazione data equivale a = < 1.

(¢) La disequazione equivale a

Vrz—-3z+2>x-3 Viz—-3z+2>x-3

2?2 —3x+2>0 0 22 —-3x+2>0
z—3>0 r—3<0
11 sistema
Va2 =3z +2>x-3
22 —-3x+2>0
r—3>0
equivale a
2 _a9\2
x2 Sv4+2>(z-3) - 22— 31 +2> (z — 3)? -
¢ =32z +22>0 , cioe a r—3>0 , cioe a
r—3>0 -
2’ —3r4+2>2" 6249 o 3w>7 T>T ovar>3
z>3 ) ¢ >3 ’ 3323’1 r=9
Il sistema
Va2 =3z +2>x-3
2 —3x+2>0
r—3<0
equivale a
2 _ > < >
v 3x+2_0,ci‘a x_lox_2,cioéax§102§x<3.
r—3<0 T <3

Quindi la disequazione data equivale a x <1 o0 x > 2.

(d) La disequazione & equivalente a
Va2 —-9>zx Va2 —9>zx
22—9>0 o) 2—-9>0
x>0 <0



CAPITOLO 1. NUMERI REALI

Vi —-9>zx

Risolviamo 22 —9>0 . Il sistema & equivalente a
x>0
2 2
z¢—-9>z
22—-9>0 ,cioéa{;9>>00;
x>0 -

quindi nessuna soluzione.

V2 —-9>zx

Risolviamo { 2?2 —9>0 . Il sistema & equivalente a
x <0
22—-9>0 N r<-3o0x>3 .
<0 ,clotaq o , cloe a x < —3.

Quindi la disequazione assegnata e equivalente a x < —3.
r<vV-22+1
—2241>0

r<vV—-22+1 r<V-22+1

—2241>0 o{ —2241>0

(e) La disequazione si scrive { ed e equivalente a

x>0 z <0
Il sistema
x<vV-x?2+1 2?2 < 2?2 +1
—224+1>0 € equivalente a —2241>0 |, ciota
x>0 x>0
202 —1<0 -L <<t
LN \/ﬁ \/5 LN L
{$>0 ,c1oea{x20 ,c10ea0<:c<\/§.
/— 2
-zt 4+l . —2241>0 =
—z“+12>0 ¢ equivalente a y cioe a
<0
<0
—1<z<
{ 1_x_0,cio‘ea—1§:r<0.
z <0

La disequazione assegnata ¢ quindi equivalente a —1 < x < %

r4+1>vV—22—22

(f) La disequazione si scrive ed & equivalente a

—22-2:>0
z+1>vV—22 -2z T+1>vV—x2—-22
—z22—-2x>0 o —22-2x>0
r+1>0 r+1<0
Il sistema
r4+1>v—22 -2 (x+1)2>—2? -2z
—22—-2x>0 ¢ equivalente a { —xz2 —22 >0 , cioe a
x+1>0 z+1>0
224+ 224+1>—22-2z 202 442 +1>0
—2<x<0 , cioe a —2<x<0 , cioe a

z>—1 x> —1
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T < =2-V2 > =242
2 2 cn o =242
—2<z<0 , cloe a === <z < 0.
r>—1
x4+ 1>v—22—-2x
Il sistema —22—-2x>0 non ammette soluzioni.
z+1<0

La disequazione assegnata ¢ quindi equivalente a %‘/ﬁ <z <0.

La disequazione e assegnata per x € R tale che

z+12>0 z+1>0
Vvr+1#0 , cioe tale che x+1#0
x#0 x#0

quindi per —-1 <z <0oz > 0.

Per —1 < x < 0 la disequazione ¢ soddisfatta.

Supponiamo x > 0. La disequazione ¢ equivalente a /= + 1 < z, quindi a
r+1<2? quindiaz? —2—1>0.

11 polinomio 22 — 2 — 1 ha discriminante A = 1 +4 = 5 > 0; il polinomio
ammette quindi le radici x = &2—‘/5

2 2 —1 > 0 ¢ quindi soddisfatta per z < % 0

1+v5
2=

La disequazione x
5 . .
x> 1+2\5; quindi, essendo x > 0, se e solo se x >

La disequazione assegnata ¢ quindi soddisfatta se e solo se

1+45
o

—l<x<0Oozxz>

La disequazione ¢ assegnata per

z >0

N x>0 N
1—ﬁ7é0,c10eper{ ,cloeper0<zxz<loxz>l1.
x#1

z#0
Supponiamo 0 < z < 1;si ha 1 —/z > 0 e 1 —z > 0; Pequazione & quindi
equivalente a

1 1
> = R 1—-yvr<czx R r>1—zx N
{ I—v& = = cog a { vV , cioe a { VT ciot a

O<ar<l1 0<z<l1 O<z<l1l 7’

x> (1—x)? ciod a r>1-21+ 22 ciod a 22 -3x+1<0
0<zr<1 ’ 0<e<l1 ’ 0<z<1 ’

3—V5 3+V5
cioe a 2 ST< Ty ,cioéa¥<x<1.

O0<z<l1
Per x > 1 si ha 1 — y/z < 0; quindi la disequazione non ¢ soddisfatta in
quanto 1_1\/5 <0el>o0.

. . . . N . 3—/5
Quindi la disequazione assegnata ¢ equivalente a >== <z < 1.
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4. Esercizio. Risolvere le seguenti disequazioni:

(a) |z +1] > 2z +3;
(b) 2L > 441
(o) o =3 <2

(d) 2|z +1] > ;

(©) > 3

(f) 5 > |z 2]
Risoluzione.

(a) La disequazione & equivalente a
|z + 1| >2x+3 o |z +1] >2x+3
r+1>0 rz+1<0 ’

Risolviamo { f-:_ll |>>02x +3 . Il sistema ¢ equivalente a
r+1>2x+3 . T <=2
> 1 , cioe a > 1

quindi il sistema non ammette alcuna soluzione.

Risolviamo { ‘;_:_11 |<>02x +3 . Il sistema ¢ equivalente a
—(z+1)>2x+3 . —r—1)>2x+3 .. 3rx < —4

, cioe a , cioe a ,
r<—1 r<—1 r<—1
4

< —1 3"

Quindi la disequazione assegnata e equivalente a z < —%.
(b) Siha x # 1.

2
La disequazione equivale a % —(x4+1) >0, cioe a % > 0,

N $<—§ PR
cloe a ,cloe axr < —

— 2 . N
cioe a % > 0, cioe a
—x?4|x|42 —z? 4 |x|+2
—1 >0 o —7 >0
x>0 <0
—z2+|z\+2 —2% 442
Il sistema { >w61 >0 equivale a { ;bl >0 , cioe a
xr > T =z
r<—lol<w<2 ciocal<zx<2
x>0 ’ ’
—a?4|z|+2 —z2—x42
Il sistema z—1 >0 equivale a { 1 >0 , cioe a
<0 <0

T < =2 >
<0 , cloe a © < —2.
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Quindi la disequazione assegnata e equivalente a

r<—2o0l<ax<?2.

(c) La disequazione equivale a —2 <z —3 < 2, cioe a 1 < x < 5.
(d) La disequazione equivale a

xler+1] >z o xlr+1] >z

z+1>0 z+1<0

Il sistema { iﬁ—{ i‘ 0> . equivale a { z(i_fi)(; v , cloe a
2+r>z ., [ 22>0 - x#0 _.\
{ 241>0 , cioe a 2+1>0 , cioe a z> 1 ,cioca—1<x<0
ox>0.
Il sistema { i'f;{ﬂ 0> . equivale a { i(;ai; >z , cloe a
-2l —z>x . 224 20<0 . —2<z<0 ..
, cioe a , cioe a , cioe a
r<—1 r<—1 r<—1
—2<zr< -1
Quindi la disequazione assegnata equivale a —2 <z <0 o x > 0.
1 1
> =
(e) La disequazione & assegnata per x # 1; si scrive dunque { ‘””;”1 2
x
essa ¢ equivalente a o =1 <2 , cioe a —2<w-1<2 , cioe a
x#1 x#1
-1 .
{ x;é<1$<3 ,cloea—-1l<zr<lol<z<3.

(f) La disequazione € assegnata per z # 2; supposto z € R e  # 2 risolviamo
la disequazione in due modi

i. Modo 1 Si ha

T
> |l —2
5 > |
se e solo se
-5 > |z — 2| o 5 > |z - 2|
T > 2 T <2
Si ha
Lo >lz—2 Lo >x—2
z—2 | | se e solo se F—2 se e solo se
x> 2 x> 2
o2 42>0 z—o’tdz—4
z—2 se e solo se T—2 >0 se e solo se
T > 2 x> 2

r—2

1275:1,’«%4 < 0
x> 2
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Tenendo conto della condizione x > 2, se e solo se

22 —5x+4<0 l<z<4
2> 9 se e solo se > 9 se e solo se .
2<x<4.
Si ha
_z_ -2 Lo — 2
{;_<22>|13 | seesolose{;—<22> zt se e solo se
_T -9 w+12—4m+4
{;—j;x >0 se e solo se{ <12—2 > se e solo se
T

1273x+4
===>0
x <2

Tenendo conto della condizione x < 2, se e solo se

22 —-3x+4<0
T <2

11 polinomio 22 — 3z + 4 ha discriminante A = 9 — 16 = —7 < 0;
quindi la disequazione x? — 32 + 4 < 0 non & mai soddisfatta. Quindi
il sistema 8
22 —3r+4<0
{ T <2
non ha soluzioni.
La disequazione assegnata ¢ quindi equivalente a

2<x<4.

ii. Modo 2 Si ha

x2>|x—2| se e solo se |z — 2| <

T
5 se e solo se

r—2

(z—2)%—2 <0 2544 <0
(Tf233+r seesolose ¢ 2722
——>0 e 0

r—2

r—2< 25 r—2— 25 ><0
r—2 z—2
s se e solo se { z se e solo se
{x—2>— x—=2+%5>0

Il polinomio 2% — 5z + 4 ha radici 1 e 4; quindi 22 — 52 +4 > 0 se e
2

solose z < 1oz > 4; sihaquindi%<Oseesolosex<10

2 <z <4

Il polinomio #? — 3z +4 ha discriminante A = 9 —16 = —7 < 0; quindi

2% —3x +4 > 0 per ogni = € R; sihaquindi%>08eesolose
x> 21.
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Quindi si ha

3
L5t ) r<lo2<xz<4
2 ¥ se e solo se se e solo se
z°—3x+4 0 x> 2
x—2

2<x<4.

1.8 Dominio naturale di funzioni

1. Esercizio. Determinare il dominio naturale delle seguenti funzioni reali di
variabile reale:

(a) f(2) = 705
DR O ——
(©) f(x) =Vl =1;
(d) f(z) = 1=
Risoluzione.

(a) Il dominio naturale di f & dato dalle soluzioni del seguente sistema

2—-1>0
x>0

V=T /5 0

r>lox< -1

>
Il sistema equivale a z >0 , cioe a { iz_—ll £ , cioe a
Vaz—1# Jx
{CE>1 N {3721 -
9 , cioe a 145+ Ciot a
x*—x—1#0 x # 1B
1 1
1<z < +\/gox> +\/5.
2 2
Quindi si ha
1++/5 145
dom(f) = 1, LY L)

2 2

(b) Il dominio naturale di f & dato dalle soluzioni del seguente sistema
22 —-2>0
x>0

vV —2 -z #0
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>V20x2< -2
r2V20r< -2 . {xz\@ .
, cloe a , cloe a

Il sistema equivale a x>0 9
VI 24T T -27c
{ 522_\5_2#0 ,cioéa{ ifé;/gx;é—l ,cioéaﬂ§x<20m>2.
Quindi si ha
dom(f) = [V2,2[U]2, 400 .

(¢) Il dominio naturale di f & dato dalle z € R tali che |z| — 1 > 0, cio¢ tali
che |z| > 1, cioe tali che 2 < —1 0 > 1. Quindi si ha

dom(f) =] — oo, —1] U [1, +o0] .

(d) Il dominio naturale di f & dato dalle x € R tali che |z| — 1 # 0, cioe tali
che |z| # 1, cioe tali che x # —1 e x # 1. Quindi si ha

dom(f) =] — oo, —1[U] = 1, 1[U]1, +o0] .



Capitolo

Numeri complessi

2.1 Parte reale, parte immaginaria, modulo

1. Esercizio. Determinare la parte reale e la parte immaginaria dei seguenti
numeri complessi:

(a)
(b) —7;
(C) 11.:’;1 - 527
(d) 1=
(e) i— 5.
Risoluzione.
(a) Siha 1 = —i; quindi si ha R(}) =0, 3(3) = —1.
(b) Si ha —1 =4; quindi si ha ®(—1) =0, I(—1) = 1.
(c) Siha
(1—4)(1=T71 . 1—Ti—i— . — i -
T — 51 = (o —5i = Mgl —5i = =G bl =~ — g —5i =
_3 _ 129,
25 ~ 25
Si ha quindi R({55 — 5i) = —5= e \5(11+71L — 5i) — 129
(d) Siha1l—21=1+414. Siha quindi

§R(1f—)*1e 1-H=1
(e) Sihai—1=4i+i=2i Siha quindi
R(i—1)=0eS(i—1)=2

2. Esercizio. Determinare la parte reale, la parte immaginaria e il modulo dei
seguenti numeri complessi:

25
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2+i
(b) 3Fi-
Risoluzione.
(a) Siha
1 I+i  _ 14i _ 1, 1;
i T O-oas) o2 2tk
I P _ 1 o 1 _ 1
Quindi si ha Rz = 5, Sz = 35, 2] = o
(b) Siha
24i _ (2449)(3=4) _ 6—2i+3i+1 _ T4+i _ T 4+ 1
3+i  (3+4)(3—1) T 9+1 — 10 — 10 " 10”
Si ha quindi
2440y _ T cu(2+i 1
RGEH) =5 SGH) =w ¢
24if _ fa0 1[50 _ 1
34i| — \/ 100 T To0 — \/ 100 — 3

2.2 Rappresentazione di sottoinsiemi di C

1. Esercizio.

Disegnare
A={z€C;lz| <1,Rz <0} .

Risoluzione.

N
N




Capitolo 3

Lo spazio euclideo RYY

3.1 Composizione di funzioni

1. Esercizio. Sia
fN—Ry,n—n+1 e g:R;, —R,2—Vo+1;
determinare g o f, esprimendola nella forma
gof:A— B,u— T{u},

esplicitando A, B e T{u}.
Risoluzione. Sia n € N; si ha
g(f(n)) =gn!'+1)=vnl+1+1.
Si ha quindi
gof:N—R,n—Vnl+1+1.

2. Sia
f:R— R,z — /|z|
g:R— R,z —2x—-1;

(a) determinare f o g;

(b) determinare g o f;

(c) dimostrare che g & biettiva e determinare g—!.

Risoluzione.

(a) Per ogni z € R si ha

(fog)(x) = flg(x) = 2z —1) = \/]2z — 1],

Si ha quindi
fog:R— R,z — /|22 —1].

27
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(b) Per ogni z € R si ha
(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(\/]z]) = 2/]2 — 1.
Si ha quindi

gof:R— R,z — 2\/|z] 1.
(c) Sia z € R; consideriamo l'equazione di incognita z]inR,
20 —1=uy.
L’equazione ammette una ed una sola soluzione,

_y+1
=

T

Quindi g e biettiva e si ha

1
gil:R—>R,y—>7y; .

3.2 Componenti di una funzione vettoriale

1. Esercizio. Determinare le componenti della funzione f : R — R? cheat € R
fa corrispondere il punto intersezione della retta di equazione

br+T7y—2=0
con la retta di equazione
y=t.

5o +2y—2=0

o 1

Risoluzione. Il valore f(¢) & la soluzione del sistema {

sistema ¢ equivalente a

y=t . {y:t
o , Cl10€ a _2-Tt -

Quindi si ha f(t) = (Q*T”,t); quindi

2Tt
5 )
forR—R,t—1t.

fi:R— Rt —

3.3 Prodotto scalare e norma

1. Esercizio. Calcolare:

(a) ((1,4, 3,2)|(—1,2,-3, 1));
(b) ((17 2, 7174)‘(5737 1, *2))§
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(c) (3(5,2,174)’—(3,1,—274)).
Risoluzione.
(a) Siha ((1,4,3,2)[(-1,2,-3,1)) = —1+8—-9+2=0.
(b) Siha ((1,2,-1,3)[(4,1,5,6)) =4+2 -5+ 18 =19.
(¢) Siha
(3(5,2,1,4)’—(3,1,—2,4)) - ((15,6,3, 12)‘(—3,—1,2, —4)) —
— 45— 6+ 6 — 48 = —93.

2. Esercizio. Determinare il valore della seguente espressione:

12(4,1, -2, =3) + (5,7, —1,2)], -

Risoluzione. Si ha
12(4,1,-2,-3) + (5,7,-1,2)|| = ||(8,2,—4,—6) + (5,7, —1,2)|| =
1(13,9,—5,4)|| = V169 + 81 + 25 + 16 = /291.

3. Esercizio. Dire quali delle seguenti espressioni hanno significato; di queste
calcolarne il valore:
(a) [12(3,1,2)[| +[1(1,2,3)];
(b) 7= (L 2a3),

(3,1,4)
(c) (4,5,3)

Risoluzione.

(a) L’espressione ||2(3,1,2)]| + ||(1,2, 3)|| ha significato e si ha
1203, 1,2)[|+11(1,2,3)]| = 2v9 + 1+ 4+/1 + 4+ 9 = 2/14+/14 = 3/14.
(b) L’espressione 7 —

1
(¢) L’espressione éiég non ha significato.

,2,3) non ha significato.

3.4 Distanza
1. Esercizio. Calcolare la distanza
(a) d((1,5,3,4),(0,2.1,6));
(b) d((3,174,5),(2,1,472)).
Risoluzione.

(a) Siha
d((1,5,3,4),(0,2,1,6)) = [/(1,5,3,4) — (0,2,1,6)| = [|(1,3,2,-2)|| =
VIF9+4+4=+18 =32
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((3,1,4,5),(2,1,4,2))
I+9=+/10.

CAPITOLO 3. LO SPAZIO EUCLIDEO R

||(371a4a5) - (27174a2)H = ||(1707073)|| =



Capitolo 4

Topologia di RN

4.1 Intorni in RV

1. Esercizio. Dare un esempio di un intorno U in R di 1 tale che 1 + % gU.

lﬁ[

Risoluzione. U =|3, 5[.

2. Esercizio. Sia )
A={-—+1;neN"};
n

o
a) determinare A e dire se A & aperto;

(a)
(b) determinare A e dire se A & chiuso;
(c) determinare Fr (A);

)

(d) determinare I'insieme dei punti isolati di A.
Risoluzione.

(a) Siha A= (: quindi A non & aperto.

(b) Siha A= AU {1}; poiche 1 € A, A non & chiuso.
(c) SihaFr(A)=AU{1}.

(d) Ogni punto di A & punto isolato.

3. Esercizio. Disegnare nel piano l'insieme
A={(z,y) eR: 2* +* <1,z +y>1};

dire se A ¢ aperto; dire se A & chiuso; determinare A, A, Fr(A) e I'insieme dei
punti isolati di A.

Risoluzione. Si ha:

31
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L’insieme A non ¢ aperto; 'insieme A non & chiuso; si ha:
A={(z,y) eR} 2> +¢y*> <1,z +y > 1},

A= {(z,y) e RE 22+ 9% <1,z +y > 1},

Fr(A) ={(z,y) e R%2?+y* =1, z+y>1}U

{(z,y) e R%\ 22+ 2 < 1,z +y=1};

I'insieme dei punti isolati di A & l'insieme vuoto.

. Esercizio. Sia

A={(-2)" neN}

consideriamo A come sottoinsieme dello spazio topologico R; determinare ;1, A,
Fr(A) e linsieme dei punti isolati di A; dire se A & aperto e se A & chiuso (&
sufficiente rispondere direttamente, avendo presente la posizione dei punti di A
sulla retta).

Risoluzione.
=3 *> 01 1 16
L’insieme A & formato da infiniti punti fra loro “separati”. Si ha
(a) A=0;
(b) A=4;
(c) Fr(A4) = 4;
(d) ogni punto di A ¢ isolato;

(e) A non & aperto, in quanto A #;1,
(f) A & chiuso, in quanto A = A.

4.2 Gli spazi topologici R, R(;) e R(_)

1. Esercizio. Trovare, per lo spazio topologico R, un intorno di +oc diverso da

R e contenente N.

Risoluzione. Un intorno di +oo, diverso da R e contenente N & [0, +oo|.
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4.3 Funzioni continue

1. Esercizio. Sia
f:R— R, & — (sgnz)x;
(a) disegnare il grafico di f;

(b) determinare l'insieme dei punti ove f & continua.
Risoluzione.

(a) Per ogni z € R si ha
x per z >0
fx)=< 0 perz=0
—x perx—0
quindi f e la funzione valore assoluto; il grafico di f & quindi

y

(b) La funzione & continua in ogni z € R.

2. Esercizio. Dire se

3
8+ /T
110,27 —m R, 2 — ———
fil ) t+1
ammette massimo e se ammette minimo, spiegandone il motivo.

Risoluzione. Poiche f & continua e poiché dom(f) & compatto, per il teorema
di Weierstrass, f ammette massimo e minimo.

3. Esercizio. Assegnate le funzioni

(a) f:R— R, 2 — 22° + 322 — 50 + 1,

. 34222 1
(b) f.R—)R,x—)%,

dire se I’equazione di incognita x
fl)=0

ammette almeno una soluzione; in tal caso determinare a,b € R, con a < b tali
che nell’intervallo ]a, b[ vi sia almeno una soluzione dell’equazione.

Risoluzione.
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(a) Siha f(0)=1>0, f(—3) = —-54+27+15+1 = —11 < 0; quindi per il
teorema del valor intermedio esiste x €] — 3, 0] tale che f(z) = 0.

(b) Siha f(-1)=1>0e f(-2) = —%7 < 0; per il teorema degli zeri di una
funzione continua, esiste x €] — 2, —1] tale che f(x) = 0.

4.4 Limiti

(a) Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:
14—3m2+2:c—1 .

2x3+4+3x—5
i, limg 400 2(V22 + 1 — V22 —1);
i limg o eo(V2Z2 + 2+ 1 — 2);
iv. limy i o0o(V22 + 2+ 1— Va2 —1);
v, limg oo (Va? + 1 — x);

. . 5x+3.
vi. limg 1 2555

5r+3
21"

1o limg

vii. hmx_>1+

Risoluzione.

i. Si ha o

lim,_,_ o % =lim,_,_ o %x = —00.
ii. Si ha

lim, s yoo (V22 +1—+V22 —1) =

lima;—>+oo (V22 +1—V22—1) (V22 +1+V22 1) _
\/x2+1+\/z2 1

limy - +oo er

e 2

limg 400 \/T+\/: =
)

iii. Si ha
lim;oo(Va?2+ax+1—x) =
(Vx2+z+1—2)(Vz2+z+1+z)
m2+m+1+m -
lim T +z+1 z?2 —
P Vet ratTes

limesto0 Zorirg =
li I(1+ 1)
im —_—
T o (I It S )
. 1+31
hm - 'z
e il L1
iv. Si ha
lim, s yoo(Va2+o+1—V22—1) =
li (Vx2+z+1—vV22-1) (V22 +z+1+V22-1)
Mz — 400 2ot 1+Va? -1 -

1~ x +$+1 x +1
Mhedoo Ve e var—1

1imw—)+oo

1
5
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vi.

vii.
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lim, —zt2
T2+ S a1 4V/a2—1
li r(l+%)
Mg — 4o =
VT D)
lim 13 =1
T—>+00 \/ T, 1 T2
Hi+5+/1-%
Si ha
llmx*)+oo( \3/ l’s +1-— .’E) =
lim (\3/923+17I)(%/((E3+1)2+$ V3 Fi42?) -
T+o0 i’/(m3+1)2+z W+ZIZ2)
z341—23 —_
341)2 4 Vo3 1422)
3 3
lim z tl-o
T—+00 %/($3+1)2+x 3/73734_1_’_362)
1

lim

o0 %/(w3+1)2+$ W+w2)
Si ha
limg_q1— ‘5$+3‘ = +o0.

r2—1
Si ha lim, 1 (52 + 3) = 8; per il teorema della permanenza del segno
la funzione 5z + 3 € positiva in un intorno sinistro di 1.
Sihaz?—-1>0seesolox < —-loxz>1exz?—-1<0seesolose
—1 < & < 1; quindi la funzione 2 — 1 & negativa in un intorno sinistro
di 1.

Quindi la funzione 52+3

277 ¢ negativa in un intorno sinistro di 1.
5x+3
r2—1

Si ha quindi lim, _,;_
Si ha

: 52+3

limg 14 %‘ = +00.

= —0Q.

Si ha lim, 14 (52 + 3) = 8; per il teorema della permanenza del segno
la funzione 5z + 3 & positiva in un intorno destro di 1.
Sihaz?—1>0seesoloz < —-loxz>1ea?—1<0seesolose
—1 < z < 1; quindi la funzione 22 — 1 & positiva in un intorno destro
di 1.

Quindi la funzione 2%+3

r2—1

Si ha quindi lim, ;4 2543 = 400,

¢ positiva in un intorno destro di 1.

4. Esercizio. Sia

x per x < —1
fil=00,1] R,z — ¢ —1 per—1<z<0 ;
2¢c perO0<z <1

(a) tracciare approssimativamente il grafico di f;

(b) determinare 'insieme dei punti ove f & continua.

Risoluzione.

(a) Siha
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-1 R
/—0
(b) Per il carattere locale della continuitd f & continua su | — oo, —1[U] —
1,0[u]0, 1].
Consideriamo il punto —1.
Si ha
limg 1 221 f(z) = hmx—»—l—,xe]—oo,—l[ r=-1
e
1imz~>71+,x7€71 f($) = Hmz—>—1+,z€]—1,0] -1=-1.

Si ha quindi limg— 1 g1 f(z) = —1.

Siha f(—1) = —1.

Quindi f & continua in —1.

Consideriamo il punto 0.

Si ha

limg 40— z20 f(2) = limy_0— pej—100—1 = —1

e

limg 04 20 f(2) = limy 04 2e)0,1) 22 = 0.

Quindi f|(] — 00,1]-{0}) non & convergente; Quindi f non & continua in 0.
L’insieme dei punti ove f & continua & quindi | — oo, 0[U]0, 1].

5. Esercizio. Assegnata la funzione

1 per x < —1
f:R—R,z—{ 22 per—-1<2<0

r perx>0

)

(a) tracciare approssimativamente il grafico di f;

(b) determinare I'insieme dei punti ove f & continua.
Risoluzione.

(a) Siha
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(b) Per il carattere locale della continuitd f & continua su | — oo, —1[U] —
1,0[U]0,1].
Consideriamo il punto —1.
Si ha
hmw—>—1—,x7é—1 f(J?) = limmﬁflf,ase]foo,fl[ 1=1
e

limg 14 21 f(7) =lim, 14 2c)-1,0] 22 =1.
Si ha quindi limg, 71 g2—1 f(z) = 1.

Siha f(-1)=1.

Quindi f e continua in —1.

Consideriamo il punto 0.

Si ha

limg 0 zz0 f(x) = limy_o— zej—1,002% = 0

e

limg 04,220 f(2) = lim, 04 2€)0,400[ T = 0.

Si ha quindi lim, 0 420 f(z) = 0.

Si ha f(0) = 0.

Quindi f e continua in 0.

L’insieme dei punti ove f & continua ¢ quindi R.
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Capitolo 5

Confronto asintotico

5.1 Confronto asintotico

1. Esercizio. Trovare un p € Z tale che:

(a) 2% <Ky too 2P
(b) zmvr <e—0 353
giustificare il risultato.
Risoluzione.
(a) Siha 2% <, 100 2P 7% se e solo se 3 < p—4, ciot se e solo se p > 7. Si puo
quindi scegliere p = 8.

(b) Si ha le+1 <250 % se e solo se x~ Pt « o273, ciod se e solo se
—4p — 1 > —3, cioe se e solo se —4p > —2, cioe se e solo se p < % Si puo
quindi scegliere p = 0.

2. Esercizio. Determinare i p € Z tale che:

() 29+ 327 < s o0 2
(b) a® + 222 <, 02372

(c) 2t — 32 <Ky 0o 7Y

giustificare il risultato.
Risoluzione.
(a) Siha x® + 322 ~a s too x®; quindi si ha z° + 322 <Kz +too 3P~ 1 se e solo se
2% Koy i0o P71 cioe se e solo se 5 < 3p — 1, cioe se e solo se 6 < 3p, cioe
se e solo se p > 2.
(b) Si ha 2® + 222 ~,_,0 22?; quindi si ha 2° + 22? <, 02372 se e solo se
22 <, 02”72, cioe se e solo se 2 > 3p — 2, ciose e solo se 4 > 3p, cioe se
e solo se p < %.
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(c) Si ha 2* — 3z ~, o x%; quindi si ha 2* — 32 <, 2%7% se e solo se
2t Koy _oo %P7, cioe se e solo se 4 < 2p — 4, cioe se e solo se 2p > 8, cioe

se e solo se p > 4.
3. Esercizio. Determinare gli a € R e i p € Z tali che

(a) 28+ 2+ 1~y 0(a —2)aPt3,

(b) 22 +3x + 1~y ioo(a+ 1)aP~! + 3az + 2.
Risoluzione.

(a) Siha 23+ 2+ 1~, .01; quindi si ha 23 + 2+ 1~,_,0(a — 2)zP™3 se e solo
se 1~y o(a—2)2P+3, ciod se e solose p+3=0ea—2=1, cio se e solo
sep=—-3ea=3.

(b) Siha 22 +32+ 1~y o0 2?; quindisi ha 22 + 32+ 1~y oo(a+1)aP~1 4
3ax + 2 se e solo se 2% ~, 1 oo(a+ 1)2P~! + 3az + 2. Perche cio accada
deve essere p — 1 = 2, cioe p = 3; deve inoltre essere a + 1 # 0, cioe
a # —1. Supponiamo p = 3 e a # —1; si ha allora (a + 1)2P~! + 3ax +
2~y ioo(@+1)22; si ha quindi 22 ~, 4 oo (a + 1)2P~! 4 3az + 2 se e solo
se 2% ~; 41 oo(a+ 1)z2, ciod se e solo se a + 1 = 1, cioe se e solo se a = 0.
Si trova dunque p =3 e a = 0.

5.2 Principio di sostituzione

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti

: VAazr241 .
(a,) llma;—>+oo f+~\F/5+17

(b) Timy o 3500

Risoluzione.

. . 2 .
(a) Siha lim,;_, 4 7W = limy 400 2% = 3.

(b) Siha 5220~y o Yoo = -

Quindi si ha lim,_,q h@% =-1

1
3

5.3 Asintoti

1. Esercizio. Dire se le seguenti funzioni ammettono sviluppo asintotico affine
per z — +00; in caso affermativo determinare 1’asintoto:

(a) f(z) = 2tess,

(b) f(z)=+vaz2—z+2.

Risoluzione.
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(a)

Si ha

. f@) _ 4 222 3 _

iy 400 28 = lim, 4 oo 25,245 — 9,

Si ha

. . 22 3

limg 100 f(2) — T = limg 4 oo (% - 23:) =
. 2 — 2 .

iy, o 2EES20 408 — Qi |, T243 — 7,

Quindi f ammette sviluppo asintotico affine per x — 400 e l'asintoto a f
per x — oo e la retta y = 2z + 7.

Si ha

7“72;“’2 ~r— 400 1; quindi si ha

limg s oo Y222 =

Si ha R . .
=
VZ2_z+2+z ~Nr—+o0 9y T T3¢

Quindi f ammette sviluppo asintotico affine per x — 400 e l'asintoto di f

per x — 400 ¢ la retta
1
=x—=.
Y 2

2. Esercizio. Dire se le seguenti funzioni ammettono sviluppo asintotico affine
per x — —o0; in caso affermativo determinare 1’asintoto:

()
(b)
()

f(z) = Va2 —ua;
fla) = Vab4a541.

22 )

flx) = Va3 + 22 +x+1.

Risoluzione.
(a) Siha
lim; o =F = —1.
Si ha
lim, s — oo (f(2) + 2) = limyy oo (V22 —z +2) =
) (w)(Fae) _ p Poost ) .
My — —co o = Mgz Vir—a—ax Mg ——00 =5, —

1

5.
Quindi f ammette asintoto per x — —oo e ’asintoto di f per x — —oc0 &
la retta di equazione y = —z + %

Nell’equivalenza che segue possiamo supporre z < 0; si ha

VaS x4l Vat /(@) 2 —a®
T NMrz—oo g3 T T gr o T & o = &
€
. . /201 zb
limg f(l') + xz = limg oo (%fﬂ + -T) =
lim Vabtabfita’
Tr—r — 00 .'L'2 -
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20 fab 142> Vab4a541—z> z®4a®41—af

limg o a2 Vet —a? — W00 S Ae e Ty =
5 5

. T 1 x _ 1

iy —oo 5t ae) = {Ma——oo T35 = ~3-

Quindi f ammette asintoto per x — —oo e asintoto di f per x — —occ €
la retta di equazione y = —x — 1

5.
Si ha
V3 + 2+ + 1y o Va3 =2

(§]

limg s oo f(x) —2 =lim, ,_o(Vad+22+a2+1—2)=

(Vo3 a2 Faoti—a)({/ (a3 +a2+a+1)2 4z Va3 fa2fof1+z2) o
Y (@422 ta+1)2 42 VoS taltot1l+a? B

limza—oo 224’ tat1—a®

Y (@3 +a2ta+1)2+a VadtaZtatl+a?

z? 1

limg

limx%_oo 3.2 — 3°
Quindi f ammette asintoto per x — —oo e asintoto di f per x — —oc &
la retta di equazione y = = + é



Capitolo 6

Serie

6.1 Serie convergenti

1. Esercizio. Data la serie
o0

n+3
Zn—i—4’

n=0

e indicata con s la successione delle somme parziali, calcolare so, esprimendo
tale numero razionale nella forma g.

Risoluzione. Indicata con a la successione dei termini della serie, si ha ag = %7
5

a, = %, az = g; quindi si ha

6.2 Serie geometrica

1. Esercizio. Dire se le seguenti serie sono convergenti e in caso affermativo,
determinare la loro somma.

2n 1 3n+1
3271

1

n= 0( )
2~
( 1)n2" 33"Jr3
o (—1)"

32n I

2n 4371«{»4
3271

1

giustificare la risposta.

Risoluzione.
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(a) Siha
()" = (1S = (1§ = (-3
Quindi la serie data & una serie geometrica di ragione —%; quindi la serie
& convergente e ha per somma %Hl 7 = %.
(b) Si ha
(1) 2 = (1 = (1) = (<),
Quindi la serie data & una serie geometrica di ragione —%; quindi la serie
€ convergente e ha per somma %hi 7 = %.
(c) Siha
n—3qn+3 nan
(B = ()R = (-1 ) = (-3

Quindi la serie data € una serie geometrica di ragione —%; quindi la serie

€ convergente e ha per somma % 1i% = %.
(d) Siha
n—4qgn+4 naon
R N s R -

Quindi la serie data € una serie geometrica di ragione f%; quindi la serie

s 81 1 _ 243
¢ convergente e ha per somma 75 1= z 50 -

2. Esercizio. Determinare, attraverso le serie, la frazione generatrice del seguente

numero periodico
531 .

Risoluzione. Si ha

57 _ 5 31 31 31 _ 5 31 1 _ 52
531 = 15 + 7050 T To0000 T To000000 T+ = 10 T T000 T—&; ~ 990°

3. Esercizio. Determinare (se esiste) la serie geometrica di primo termine 1 e
avente per somma 3.
Risoluzione. Se ¢ ¢ la ragione della serie geometrica, deve essere ﬁ = 3, cioe
1—¢q= %, cioe g =1-— % = %; la serie geometrica ¢ quindi )7 (%)n

4. Esercizio. Determinare gli x € R* per i quali le seguenti serie sono convergenti:

(2) 2ooo(1 = )™
(b) CnZo(EH)™

n=0 T ’
per tali x determinare la somma della serie.

Risoluzione.

(a) Si tratta di una serie geometrica di ragione 1 — % La serie & convergente
se esolose —1<1-— % < 1, cioe se e solo se —2 < —i < 0, cioe se e solo

1

—= < g N .

se 1z ; il sistema ¢ equivalente a
—2<0

z>0 cioe a x>0 clot a x> i:
=22 > r<0oz>3 " 2

xT
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quindi la serie & convergente per x > %
Per z > %, la somma della serie &
71 = l =X
1-(1-1) 1 )
- NeeEs) L

(b) La serie & convergente se e solo se “’”TH‘ < 1, cioe se e solo se Va2 +1 <
|z|, cioe se e solo se x% + 1 < 22, cioe se e solo se 1 < 0. Quindi la serie
non e convergente per alcun x.

5. Esercizio. Dire per quali x € R le seguenti seguente serie sono convergenti:

per tali z determinare la somma della serie.

Risoluzione.

(a) Sia z € R; la serie Eio:o(ﬁ)n € una serie geometrica di ragione ﬁ
PN 1 < s 1
La serie & convergente se e solo se |m\ < 1, cioe se e solo se 4 < 1,
cioe se e solo se 2 + |z| > 1, cioe se e solo se |z| > —1; quindi per ogni
z € R.
Per x € R si ha

oo

1 = .

(b) Siaz € R;laserie Y ((2+|z|)™ ¢ una serie geometrica di ragione 2+ |z|.
Si ha 2 + |z| > 1; quindi la serie & divergente positivamente. Quindi per
ogni = € R la serie assegnata non e convergente.

|]

1+|z| "

THo] e < b

cioe se e solo se |z| < 1+ |z|, cioe se e solo se 0 < 1; quindi per ogni = € R.

Per x € R si ha

(¢) Sia z € R; la serie Zf:o(%ﬂm\)" € una serie geometrica di ragione

La serie & convergente se e solo se |

| <1, ciot se e solo se

2l \n 1 1+ ||
Z(1+|x\) T 1. sl :1—|x|+|x|:1+|x|'
n=0 T+]a]
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. . . oo 1—2 \n » . . . . 1—2
Sia z € R; la serie Enzo(—lﬂw )™ & una serie geometrica di ragione T
. . . . o0 1—z\n. . <
Supponiamo x > 0; si ha la serie ano(m) ; tale serie & convergente se
1< 1-z
e solo se —1 < ;—i < 1, cioe se e solo se { 1—g 11“” , cioe se e solo se
14z <
—l-—z<l—-2x N -1<1 N
, cioe se e solo se , cioe se e solo se —1 < 1;
l-z<1l+2 —r <z
poiche —1 < 1 la serie Zfzo(ﬁ—i)" & convergente.

Supponiamo = < 0; si ha la serie Y~ ;1 che & divergente positivamente.
Quindi la serie assegnata e convergente se e solo se x > 0.
Sia z > 0; si ha

o0

n — = =
1+ |x\) 1-— 11+7\;:\ T+ |z 2z

n=0
Si tratta di un serie geometrica di ragione |z — 1| —2?; la serie & convergente

TR
o =1 -2 <1 : tale sistema

‘ B T .
seesolose —1 < |z—1|—=x <1,c1oe{x_1|_x2>_1,

¢ equivalente a

v — 1| —2? <1 lo — 1| —2%2 <1
o —1]—2?2>-1 0o |x—1]—22> -1 .
r—1>0 r—1<0
|z —1]—2? <1 r—1-22<1
Il sistema ¢ |z — 1| —2% > —1 &equivalentea{ z—1—22> —1 ,cioe
r—12>0 x>1
22 —24+2>0
ald 22 —-x<0
r>1
Il polinomio 22 —z42 ha discriminante A = 1—8 = —7 < 0; perogniz € R
> —x+2>0
si ha quindi 22 — z + 2 > 0; quindi il sistema 2 —2<0 & equi-
z>1
{x2x<0 . {0<x<1 .
valente a , cloé a ; tale sistema non ammette
r>1 r>1
alcuna soluzione.
lr—1]—-22 <1 l—-z—22<1
Il sistema { |z — 1] —2% > —1 ¢equivalentea{ 1—x—22> —1 ,cioe
r—1<0 z<1
22+ 2>0 r<-lox>0
a 22+ -2<0 , cioe a —2<z<l1 ,cloea —2<zx<—-1o
z <1 r <1
0<z <l

La serie & quindi convergente se e solo se —2 < x < —1 00 < x < 1; per
tali z si ha

oo 2 — 1 _ 1 _ 1
Zn:O(|x_ 1| -z )TL — I-Jz—1[+=x2 = I+z—1+22 = 224zx"
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(f) Sitratta di una serie geometrica di ragione |[x—1|—xz. La serie ¢ convergente
. le—1] -z <1
se e solose —1 < |z — 1] —x < 1, cioé se e solo se .
|t =1 —z > -1
le—1] -z <1

‘SU — 1| —x> -1 ¢ equivalente a

11 sistema {

e -1 -z <1 e -1 -z <1
lt—1—-2z>-1 o |z—1—2z>-1.
r—1>0 r—1<0
le—1]—z <1 r—1l-az<1
I sistema ¢ |z —1|—2 > —1 ¢&equivalentea § z—1—2>—1 , cioe
r—12>0 r>1
-1<1
a —-1>-1;
rz>1
poiche —1 > —1 ¢ falsa il sistema non & mai verificato.
[x—1]—x <1 —z+1-2<1
Il sistema ¢ |z — 1] — 2 > —1 e&equivalentea¢{ —z+1—x> -1 ,ciod
z—1<0 <1
—2x <0 z>0
a —2xr > -2 ,cioeaq <1 ,cloeal<z<l.
r<l1 r<l1

Quindi la serie € convergente se e solo se 0 < x < 1; per tali z la somma

della serie e
1 _ 1 1

1—|z—1|+z ~— 1+z—14+z = 2z°

6. Esercizio. Determinare gli  del dominio naturale per i quali le seguenti serie
sono convergenti:

(a) Z:LO:O(V x—1- x)n,
(b) 0, (V2aZ =1 —=x)",
(c) Z?:o(|xi1| -

per tali z determinare la somma della serie.

Risoluzione.

(a) Laserie & assegnata per x—1 > 0. Si tratta di una serie geometrica di ragio-

ne vx — 1—z. La serie & convergente se e solose —1 < v/x — 1—x < 1, cioe
ve—1—xz<1 ver—1l<z+1

se e solo se vr—1—x>—1 , cioe, se e solo se ve—-1>z-1 ,

rz>1 r>1
r—1<(z+1)>2
cioe, essendo anche z +1 > 0, se e solo se { = — 1> (z—1)% | cioe se e

xr>1
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r—1<z?+22x+1 2+x4+2>0
solose{ z—1>22—-2x+1 ,cioeseesolose{ 22—3x+1<0 ,cioe
z>1 z>1
seesolose{ 2? —3r+1<0 cioéseesolose{ l<w<2 cioe se e
z>1 ’ z>1 ’

solose 1 < x < 2.

Quindi la serie & convergente se e solo se 1 < x < 2; per tali z la somma
della serie ¢

1
1—vz—14z"

1° modo Il dominio naturale della funzione definita da v/2z2 — 1 —z & dato
dalle = soddisfacenti 222 — 1 > 0.

La serie assegnata & una serie geometrica di ragione v/2z2 — 1 — z; la serie
¢ quindi convergente se e solo se —1 < v2x2 —1—z < 1.

Si ottiene quindi il sistema

202 -1>0
—1<V222-1—-2
V2 —1—x <1

V22 —1>2 -1

222 -1>0

Il sistema & equivalente a

V22 —1>z-1 V2z2—1>z -1

Risolviamo {

222 —1>0 o) 222 —-1>0
r—12>0 r—1<0
V222 —1>2 -1
Il sistema { 222 —1>0 ¢ equivalente a
r—12>0
2 _ _1)2
2362 1> (@-1) - 222 —1> (z—-1)2 |
22 —12>0 , cioe a 150 , cloe a
z—1>0 r =
202 —1>a2?+22+1 . [ 2?422-2>0
r>1 yeloe § Sy , cioe a
x<_1_ﬁox>_1+\/§,cioéax21.
z>1
V22 —1>z-1 9
. 2 . . 2z =-1>0 . |
Il sistema 22 —-12>0 ¢ equivalente a v—1<0 cioe a

r—1<0
{wg‘?oxz\f

=1 ,cioéax§f§o§§z<l.
T
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V22 —1>z2 -1

22 -1>0 ¢ quindi equivalente a

La disequazione {

ZES—@OIZ?.

V222 —1<1+x
222 —-1>0 ’
Il sistema & equivalente a

V222 —1<14+x V2z2 —1<1+2

Risolviamo {

2202 —-1>0 o) 202 —-1>0

1+x2>0 1+x<0

V222 —1<1+z

Il sistema { 222 —1>0 ¢ equivalente a

1+22>0
202 —1 < 142z + 22 2?2 —-20—-2<0
xﬁ—@ong ,cioéa xg—gong,cioéa
z>—1 > -1

1-V3<z<1+/3
xﬁ—@oxk@ ,cioéal—\/§<x§—§§<x<l+\/§-
x> —1
V212 -1 <1+
1l sistema 202 -1>0 non ammette soluzioni.
1+2<0
V22 —1<1+=x
222 —-1>0
—§o§<x<l+\/§.
222 -1>0
Il sistema —1 <222 —1—2x & quindi equivalente a
V22 —1—-z <1

La disequazione { & quindi equivalente a 1 —/3 < <

cioéal—\/§<m§—§§<x<l+\/§.
Quindi la serie € convergente per

v el = VB~ Ul 14 VA

V2 V2

per tali z si ha
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2° modo Il dominio naturale della funzione definita da /222 — 1 —z ¢ dato
dalle = soddisfacenti 222 — 1 > 0.

La serie assegnata ¢ una serie geometrica di ragione v/2x2 — 1 — x; la serie
¢ quindi convergente se e solo se —1 < v222 —1—x < 1.

Si ottiene quindi il sistema

2:52—120
—“1<V222-1—-12
V2zz—1—z <1

Il sistema ¢ equivalente a

222 —-1>0
V22 —1>z—-1 |
V2z2 —1<1+=x
cioe a
202 -1>0 202 —-1>0
V22 —1>2-1 V22 —1>2 -1
V22 —T<14z °) V2Z—i<l+z

r<—1 -1<z<1
202 —-1>0

V22 —1>2 -1
V222 —1<14+x

x>1
Risolviamo il sistema

222 -1>0
V2z?—1>2—-1 |
V22 —1<1+2 '’

r<—1

si ha 1+ < 0; quindi 'equazione v2x? — 1 < 1+ non ¢ mai soddisfatta;
quindi il sistema non ha soluzioni.
Risolviamo il sistema

222 -1>0
V2zt—1—ax>a—1
V22 —-1<1l+4xz ’

—1<x<1
il sistema & equivalente a

202 —-1>0
222 -1 < (1+2)?
—-1<z<1
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cioe a L .
<L > L
r<-so0r> s

22 -1 <142z +2%
—-1<x<1

cioe a
cioe a
cioe a

Risolviamo il sistema

il sistema ¢ equivalente a

cioe a
x>1
202 —1>22-22+1
222 — 1< 142z + z2
cioe a
x>1
r<—-1—-vV3o0z>-1++3 ,
1-V3<z<1l++3
cioe a

l<z<14+V3.

Quindi il sistema da cui siamo partiti ¢ equivalente a

1 1
1—\/§<x§—— e} —§x<1+\/§.

V2 V2
Quindi la serie & convergente per
a:e}l—\/?;,—i]u[ L 1 +V3[;
V2 V2

51
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per tali z si ha

= 1
V212 —1 - 2)" = .
2 (V2w =1 =) = e

La serie e assegnata per z — 1 # 0, cioe per x # 1. Si tratta di una

serie geometrica di ragione Il—ill — 1. La serie & convergente se e solo se
-1 < ﬁfl < 1, cioe se e solo se 0 < ﬁ < 2, cioe se e solo se

\zl1| < 2, ciod se e solo se [z — 1| > 1, ciot seesolosez —1 < —3 o

x—1>§,01oeseesolosex<20w>%.

Per tali x la somma della serie ¢
1 _ 1 |[z—1]

T = T = -1
I—ig+l — 2— iy T 2f—1-1

6.3 Serie a termini positivi

1. Esercizio. Studiare la convergenza delle seguenti serie:

(a)
(b)
(c)
d
(e
(f
(

)
)

)
g)
(h)

ZOO 5n2+n+1.
0 n34+1

ZOO n +7n+3
n=0 nd4+n+2"

ZOO n +5n+2
n=0 n3+3n+1°

Z n +3
n=0 2n2+1’

Z \/n4+n3 2n .
n5+1 )

2
En 1 n;-]l‘r;;ll-&-?)’
Zn 0 7’L

Zoo n—l—\/ﬁ ns
Vnd+1 ;

giustificare la risposta.

Risoluzione.

(a)
(b)

()

Si ha % n—s00 %; quindi la serie data & divergente positivamente.
Si ha

n?+7n+3 n? 1
W Ant2 "N T p3
quindi la serie &€ convergente.
Si ha
n? 4 5n + 2 n? 1
nf3nt+1 "TORd T n)

quindi la serie & divergente positivamente.
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(d) Siha 2 2n2 +1 ~n—soo %; quindi la serie ¢ divergente positivamente.

. /n% 3_ 2 . . PN
(e) Siha %2" ~nosoo pF = %; quindi la serie & convergente.

(f) Siha

_n?41 n? _ 1 - 1

Quindi la serie assegnata e divergente positivamente.

(g) Si ha lim,, o, n? = +00; quindi la serie & divergente positivamente.

n+v/n—n? —n? 3 R :
(h) Si ha ﬁ ~Nn—soo \/% = —nzni\/ﬁ = —%, si ha hmn_>oo

quindi la serie & divergente negativamente.
2. Esercizio. Studiare la convergenza delle seguenti serie:
oo p242m.
(a ano n34+3n)

)
b) ZDO 4An+5" .
)

n=0 4n+4+4n"’
ZOO 22" 403 .
n=0 374nt

ZOO 2"+ 7n+1.
n=0 n!4+37+1"

2" 43",
Z'ronozo n!r-n ’
2_pl
) 2o iz
() ZZL %?

giustificare la risposta.

Risoluzione.

(a) Siha
n242" 2" _ (2\n
n343n ~n—oo 3n T (g) ..

Quindi la serie assegnata e convergente.

3
2"+ 7n+1
Siha $h
Si ha
2" 43" 3",
nl4n N7 plo
quindi la serie & convergente.

n . . . N
~n—o0 %; quindi la serie data & convergente.

n%—n! —n! _ 1
(f) Si ha n3+2n! ~n—oo Zpl T T3¢
Quindi la serie e divergente negativamente.
(g) Siha
n®4n42 n®.

n!—n—+3 ~n—oo T
quindi la serie & convergente.

3. Esercizio. Studiare la convergenza delle seguenti serie:

ﬁ:

. 3 29n n . . PN
Si ha ”33% ~ o0 "3—3 =n? (2) ; quindi la serie € convergente.

53

n n . . . N . oy
Si ha iZii" N0 % = (%) ; quindi la serie & divergente positivamente.
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(a‘ ZZO 0 3?)27
2" £
Z’Z(;O 271 :7?2 )

n!+2

)
)
¢) Ynzo BT
)
)

d ZZO:O( 27;:31 )"

giustificare la risposta.

Risoluzione.

(a) Si ha:
(n+1)! 2
3(n+1)2 n!(n+1) 3"
% T 3gn2+42n+1 n!
3n

_ n+l1 1n
3-97

_ n+l
- 32n+1 -
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~n—o0 39n *n—soo 0.

Quindi la serie data e convergente per il criterio del rapporto.

2" 2" 4n_
(b) Siha 7 n? nHOOQ +. Si ha:
a(n+1)2 R R
(D)3 gniAEndl ont o 352 g
on? T on3+43n243n+1 gn2 T 2 n—so0 0.
3
on

Quindi la serie data ¢ convergente per il criterio del rapporto.

Si ha (2n)'+3 ~nseo (2n)" Si ha:

(nt1)!
(EICETI ). (n+1)!  (2n)!
(271)' 2(n+1))! n!

Quindi, per il criterio del rapporto, serie data & convergente.

_ n+1
— (2n+1)(2n+2)

1
~n—oo I *n—soo 0.

n ( n+3 n+3

. . L . n
Si ha lim,, o 2”_1) = lim, oo el = limy, 00 57 = 0.

Quindi, per il criterio della radice, la serie & convergente.

Si ha lim,,_yoo ¢ = limy,_y 00 & = =0.

TI"

Quindi, per il criterio della radice, la serie & convergente.

6.4 Limiti di successioni

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti di successioni

gntlygn

a hmn—>oo n+3n

(
(b n35"—n! .
(

nd7n2nl?

2"4+3"—n.

)
)
(¢) limp—eo S
)
)

d 5"4+n! .

limy, 00 nZ4on )

: n+2"+4n!
(€) limp—yo0 3 5w o

Risoluzione.
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2n+1 +3n 371

2n+1 +3n

(a) Siha T3 ~n—oo 3w = 1. Quindi si ha limy, 00 = 1m— = 1.
3En 3rn
: 5" —n! —al 1 T : 5" —nl
(b) Si ha e ran ~n—oo oo = —3- Quindi si ha lim, oo L2 =
(c) Siha an_,” ~n—soo S quindi si ha
. 2"+ 3" —n . "
lim ———— = lim — =0
n—o00 T — nl n—oo N
. n ! ! . . .
(d) Siha % ~n—soo s quindi si ha
. 5"+l n!
lim —— = lim — =+00.
n—oo N2 + 9n n—o0 9N
- +2" 4! S DESUNP TR
(e) Siha TL’;JFTISH, ~n-soo 3a1 = 33 quindi si ha

n+2" +n! 1

lim ————— =

n—oo n? 4+ 3" + 2n!

5"

1
5

55
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Capitolo 7

Serie di potenze

7.1 Serie

1. Esercizio.

(
(h) 3205,

= n4+5n

di potenze

Studiare le seguenti serie di potenze:

14+2n n.
2n z )

2 an
n“+3 Zn;

n+2" _n.
n2+3n z )
n+2" _n.
n!+43n 25
n!42" n.
n243n )
n+5 .n.
2n4n Z7
3"4n?+1 PoLr
n2+n+1 ’
n3"+n> _n
nZ41 z.

Risoluzione.

(a) Per ogni z € C si ha

1+2n
2”

Quindi la serie di potenze & assolutamente convergente in z se e solo se
< 1, cioe se e solo se |z] < 2. Quindi il raggio di convergenza della serie

Izl
2

z”|~

2n
n—00 9n

n_ 21)"
z|" =2n (7) .

di potenze e 2.

Per z

limy, o0 |

€C, |z| =2siha

14+2n
2’”.

2|

2

z”‘ =lim,, o 2n (

Quindi la serie non & convergente in z.

(b) Per ogni z € C si ha

| n2+3"
n4 +5n

Zn‘Nn—MO(%ZDn;

57

) = lim,,_yoo 2n = +00.
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quindi la serle ¢ assolutamente convergente se e solo se 2|z| < 1, ciose e
solo se |z| < 2. Quindi il raggio di convergenza & 3.
Per z € C, |z| = & si ha

lim,, 500 | 412;1 2| = limy o0 (2]2))" = limy, o0 1 = 1.

Quindi la serie non e convergente in z.

Per ogni z € Csi ha

2 2" 2
nzj_?)n | n—o00 3T|Z|n = (§|ZD
Quindi la serie Zn 0 71’212:)’” z" & assolutamente convergente se e solo se

2]2| < 1, ciot se e solo se |z| < 2. Quindi il raggio di convergenza della
. . N 3
serie di potenze ¢ 3.
Perz€C|z\f si ha
. 2 .
limy, 00 | 255 2+3n = lim, 00 (5[2))" = limy 500 1 = 1.
Quindi la serie non e convergente in z.

3
2
2" =

Per ogni z € C si ha

n n 2 n
a2 o 37|Z|” = &

Quindi la serie Zn 0 n,+3” 2" & assolutamente convergente per ogni z € C.
Quindi il raggio di convergenza della serie di potenze &

r=-400.

Per ogni z € C si ha
‘ 721237:1 n| n—co 3n |Z|n = n'(%)
Per z # 0 si ha lim,, n'(%)" = 400

! it N
Quindi la serie En o ;’zi%n z™ e assolutamente convergente se e solo se

z = 0. Quindi il raggio di convergenza della serie di potenze &

r=20.
n+5 4}
2n4n ~n—oo on |Z|n =n ( 5

la serie di potenze ¢ quindi assolutamente convergente in z se e solo se
% < 1, cioe se e solo se |z| < 2; quindi il raggio di convergenza della serie
di potenze e 2.

Per z € C, |z] =2 si ha

lim,, oo ‘;}ﬁfﬂ z”‘ =lim, oo (‘ ‘) lim,,_yoo n = 400.

Quindi la serie non & convergente in z.

Per ogni z € C si ha z"

TR oo Sl = 2 (3]20)"

la serie di potenze & quindi assolutamente convergente in z se e solo se
3|z <1, ciod se e solo se |z| < &; quindi il raggio di convergenza della serie
di potenze & %

3
Supponiamo z € C e |z| = #; abbiamo visto che per |z| = % la serie &

assolutamente convergente; quindi la serie € convergente in z.

Per ogni z € C si ha
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n3"

B0 | s B 2|7 = L[32]" la seric di po-

n24+1
tenze ¢ quindi assolutamente convergente in z se e solo se |3z| < 1, cioe se
1

1. . Ny . . . . N
e solo se |z| < 35 quindi il raggio di convergenza della serie di potenze & 3.

ZTL

(h) Per ogni z € C si ha

Supponiamo z € C e |z| = 5

Si ha
n3"+n° n _ [((n3"+n° n _3".n 3" _ n*-3" 1 n
P ( nZf1 < n % + 5t = n(n2+1) "+ n(sz)
1 n __ n*—3" _n
Si ha m ~n—soo $(3|Z|) = ng, qulndl la serie ZTL -0 mz (§]

assolutamente convergente.
La serie Znﬂ —(32)™ & convergente per 3z # 1, non convelrgente per 3z =

1 _

1, cioe & convergente per z # 3, non convergente per z = 3.
Quindi la serie Y 07 ”321? z" & convergente per z #* %, non convergente
per z = %

2. Esercizio. Determinare l'insieme degli x reali per i quali la seguente serie &

definita ed & convergente
i n?+3 (z+2\"
— nd +1 x

Risoluzione. La serie ¢ definita per z # 0.

Supponiamo x € R, x # 0.

Poniamo ¢t = “’Tﬁ

2
Consideriamo la serie di potenze reale Zn —0 Zsjﬁ t".

Per ogni t € R si ha
n%+3 tn
n3+1

t se e solo se [t| < 1; quindi il raggio di convergenza della serie di potenze & 1.

~n 0o %|t|”; la serie di potenze € quindi assolutamente convergente in

Supponiamo t € Re |t/ =1, cioet=10t=—1.

2

Per ¢t = 1 si ha la serie ZZOZO 23—1‘;’; si ha n3il 0o %; quindi la serie di
potenze non e convergente in 1.

Per t = —1si ha

b _

(1) = (ZER (1) - L)) 4+ R ()" = Sl (-1 + (-

Si ha m( ’Nnﬁm <5 quindi la serie Y7 %( 1)™ & assoluta-

mente convergente

La serie }_° | 2(—1)" & convergente per il criterio di Leibniz.

Quindi la serie Y ° Zdﬁ< 1)™ & convergente.

n +3
n=0 n3+1

La serie di potenze > - t™ ¢ quindi convergente se e solo se —1 <t < 1.
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La serie assegnata e quindi convergente se x € R* & tale che —1 < zmj <1

Cio equivale a dire
z+2 > _q /

{ x_im -1 o ciog
24 1>0
2 1<

cioe
xr

I+1>O

{ %JL<O_ , cioe
r<-1lox>0
<0

r < —1.

La serie assegnata ¢ quindi assegnata e convergente se e solo se x < —1.

, cioe

. Esercizio. Dimostrare che la serie di potenze

> 1
-1 n Z2n+1
T;)( ) (2n +1)!

(la somma della quale & sin z) ha raggio di convergenza +oo.

Risoluzione. Sia z € C, z # 0; studiamo ’assoluta convergenza della serie di
. PR . 00 |z|2"+1

potenze in z, cioe la convergenza della serie ) >~ G

A[;p()licll)li?mo il criterio del rapporto; si ha

212(n

GEIDFDr _ 2P @ent)! 2 1 -
27T = (2nt3)l [z[PFL E @nt1D)(2n+2)(2n+3) @2n+1)! =
2n+1!

z 2 z 2
LN

(2n+2)(2n+3) 4n?
Quindi la serie e assolutamente convergente in z. Per I’arbitrarieta di z la serie
di potenze ha raggio di convergenza +oo.

7.2 Esponenziale, seno, coseno, seno iperbolico, co-

seno iperbolico

. Esercizio. Dire se la relazione:

cos?1 —sin?1 = cos 2

e vera e, in caso affermativo, giustificare la risposta.

Risoluzione. La relazione ¢ vera in quanto
cos2 =cos(1+1) =coslcosl —sinlsinl = cos® 1 —sin?1.

. Esercizio. Calcolare:

liexpi| .

Risoluzione. Si ha |iexpi| = |i| - |expi| =1-|cosl+isinl|=1-1=1.
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7.3 Limiti

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

(1—cos z)*® |

a hmw_m (z—sinz)2?

(1—exp(5z))>
limg o Sln(QT?Sh(77)) )

(a)

(b)

(¢) Tima o e
(d) lim,_ 7(9’“’1’” Clo)”s;n z

(e) limg_,q %

Risoluzione. Gli esercizi sono risolti utilizzando unicamente le equivalenze

asintotiche, senza usare dunque gli sviluppi asintotici.

. (1—cos )3 (%) _ 62 _ 9 B PR
(a) Siha CETYIL Eitiak ks Quindi il limite ¢ 3.
. (lfexp(Sx)) (51) o 25
(b) Siha @) sh(rn) ~e—0 57y = 11 Quindi il limite & 7.
(¢) Siha
3
z—sinx 0 % — _1
— xr—r 2 - e
:C(C(.)S.’E - 1). o(—22) 3
Quindi si ha
. r —sinx 1
lim ——M = —— .
z—0 z(cosx — 1) 3
. . 1 . 2, 2
(d) Si ha lim,_ g % = lim, 0 &5 = 2.
2
(e) Siha 22 —sinw? ~, .o %x6 e shz(l —cosx) ~z 0 x%xQ = %x3;
: d 22 —sin 22 ézs 1,.3
quindi sho(l—cosz) ~2—0 Fx3 3L

Quindi si ha
2 —SIin T

_2?—sina?
shz(1—cos )

llma:*)() hmm%o %QE?’ =0.

2. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

sin x2+sin x.

a) lim,_, v

(b x—shx+sinx .
l—cosx+sinx’

z% sin x—sh(2z) .

)
) hmx—>0
(C) limg o 1—cos z+sin(5x)’
(d)
)

li sin® z—sin(4x) |
Mz —0 ~chg—1tz

d

sin? xsh x+3x
(e limg o 1—cos z+sin(2z) *

Risoluzione. Gli esercizi sono risolti utilizzando le equivalenze asintotiche e la
trascurabilita, senza usare dunque gli sviluppi asintotici.
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(a) Siha
sin z2+sinz ~ sin © ~ 1:
shz =0 ghg TTz—=0 L
quindi si ha
. sin 12+sinx
hmxHO T shx =1.
(b) Poiche x — shxz <, osinz e poiche 1 — cosz <, oshx, si ha
rz—shz+sinz sinz __ x __ . PRSI EI N
1—cos a+shx ~e—0 she — =z — 1. Qu1nd1 il hmlte el.
2 .
. z* sin z—sh(2z) —sh(2z) —2x 2. EN ER
(C) Si ha T—cosz+sin(5z) %0 Tsin(sz) ~2—0 By — T 53 quindi si ha
. r?sinx — sh(27) 2
im - = <.
=0 1 — cos z + sin(5z) 5
. sin” z—sin(4x — sin(4x —4 . . ..
(d) Si ha Wl—i-(z) ~x—0 % ~r—0 TI = —4, qumdl si ha
. sin® z — sin(4x)
lim ——= = —4.
z—0 chrx—1+4+2
: sinzmsthrBz 3z 3z __ 3. : Ca—
(e) Si ha T—cosz+sin(2z) %0 sin(2z) 027 — 2> quindi si ha

. sin? zshz + 3z 3
lim - = —.
z—0 1 —cosz +sin(2z) 2

3. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

. sinz+shx .
(a) limg 0 exp(3z)—1’

o2
: sinz“+1—cosx
(b) hmz‘m z(expz—1) °

Risoluzione. Gli esercizi sono risolti utilizzando il teorema f~cih, g~ csoh,
c14+c2#0= f+ g~(c1 + c2)h, senza usare dunque gli sviluppi asintotici.

(a) Sihasinz~g,_,ox, shx~, ox; exp(3z) — 1 ~;_03z; quindi si ha
sinztshz 2z 2.
exp(3z)—1 *—=03z — 3
quindi si ha
. sinz+shx __ 3
limg 0 exp(3z)—1 — 2°

. . 2 . . .
(b) Si ha sinaz? ~, 022, 1 —cosz ~; 0 %5 quindi si ha
sinz?41—cosz ~ %5172 _ 3.
z(expz—1) z—=0"z2 —
quindi si ha
L2
: sinz“+1l—cosx __ 3
limg o z(expz—1) ~— 2°

4. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

. 6(sh z—x)—z°
(a) limg,_o S(shz—z)—a” Chml ;

.3 3
: sinz”—sha” |
(b) hmz_}O l—cosxz ’
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sin 2% —sh 2° .

(C) lim 0 l—cosz ’

3 sin x
(d) limg 0 | 2(1—cosz)—sin? z |
Risoluzione. Gli esercizi sono risolti utilizzando il teorema f~cih, g~ coh,
c1+ce=0= f—g—<h, senza usare dunque gli sviluppi asintotici.

(a) Si ha 6(shz — x) ~,_02?; quindi si ha 6(shx — x) — 23 <, ,023%; si ha

2 6(sh
che —1~, 9 ‘%; quindi si ha lim,_,q bshz—z)—az® _ 0.

chz—1
. 3 3 3
—sh . O(z
(b) Si ha lim,_,q S5z =she® fipy,, OF) —
2

(c) Si ha sinz® — sh® 2 <40 2% <401 — cosz. Quindi il limite & 0.
(d) Siha 2(1 —cosz) —sin® x <0 2> <z — 0sinz. Quindi il limite & 4-o0.
5. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

4(1—cosx)?—z?sin® x|
shzdsin?z ’

sin z(expx—1)—az?
r—sinx ’
2shz(1—cosx)—x>
sinz(chz—1)2

li 2(1—cos x)—sin’ z .
Mz —0 = (chz—1)2 '

)
)
)
)
(€) lim, o 20ceosn)shs,
)
)
)
)

sh? z—x sinx .
sinz(z—sinz)’

(expxz—1)sinz—2(chz—1)
0 r—sinx ’

(expz—1)°—expa’+1,
(1—cos x)? ’

4(1—cos z)—sin x sh(2z)
(1—cos x)? '

hmz%O

11m’1‘—>0

Risoluzione. Gli esercizi sono risolti utilizzando gli sviluppi asintotici.

(a) Siha:
sh z4 sin2x~mH0 x6
cosz =1— 32 + 57zt + o(x?),
1 —cosz = 3a% — 21433 +o(x4),
(1 —cosz)? = 2t — 12—42: + o(x%),
4(1 — cosz)? = 2* — 25 + o(29),
sinz =z — 2%+ o(x 3)
sin?z = 2% — szt +o(z?),

z?sinx = 2* — 228 + o(af),
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4(1 = cosz)? — 2?sin® . = — 228 + 225 + o(2%) ~y 0 525,
4(1—cos x)? —z? sin® éws 1
~ 2 = =
log(1+z%)sin? z x—0 "6 6"
Quindi si ha
4(1 —cosz)? — a?sin®z 1
im =-.
=0 log(1 4 z4)sin®z 6

Si ha:

T —SIiNT ~z_0 %x37

sinx = x + o(2?),

expr =1+ + 222 + o(2?),
expr —1=ux+ sz +o(z?),

sinz(expz — 1) = (z +o(2?))(z + 322 + o(a:Q)) = 2% + Ja3 + o(2?3),
sinz(expz — 1) — 2% = 12° + o(a? ) 2—0 323,

sin z(exp x—1)—a? 1% 3

- ~
r—sinx z—0 L3

Quindi si ha

sinz(expx — 1) — 2

lim - =3.
=0 x—sinz
Si ha:
sinz(chz — 1) =0 x(1x2)2 = 777,
she = + ta° +0( )
cosz =1-— %xQ + Szt + o(a?),
1 —cosz = 1% — Lz + o(a?),
shz(l—cosz) = (x+1x3+0(x3))( z? — rato(xt)) = 32— 572 + 5 +
o(2®) = 1% + ;25 + o(2?),
shx(lfcosa:)—x3+—a: +o(x%),

2shz(l —cosz) — H2° ~p0 a0,
2sh z(1—cos z)—z> N %TES 1
sinz(chz—1)2 z—0 Jx5 T 37
Quindi si ha
. 2shz(l—cosx)—2% 1
lim - 5 = —x
z—0  sinz(cha — 1) 3
Si ha
cosx =1— %JJJ + Lot + o(zt);
_1.2 T 4 4.
1 —cosx = 5w N 217 jo(x )4,
2(1 —cosz) = x° — 5" + o(x?);
sinz =z — 2% + o(a?);

2(1 —cosz) —sin’z = 2 — Lat — 22 4 Lot +o(a?) = 1a* + o(a?) ~ Lo

(cha —1)2 ~(32%)2 = 1a4

2(1—cos x)—sin® z iI‘L 1
(chz—1)2 g

Quindi si ha

1
1

2(1 — cosx) —sin®z
m
=0 (chz —1)2

=1.
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(e)

Si ha
(1 —cosz)? ~(322)2 = La*
cosx=1— 12?4 Lat +o(a?

1—cosz = 1% — L' + o(a?);
~ 2 "1 .4 4y.
2(1 —cosz) = 2° — 752" 4 o(x?);

sha =z + $2° + o(z?);
sh®z = 2% + Lot 4 o(2);

2(1—cosz)—sh®z = 22— Lot —2?— Lot +o(zt) = — Zat+o(z?) ~ — St
2(1—cos x)—sh? z ~ -2zt 5
(1—cosx)? Tzt T3

Quindi si ha
2(1 —cosz) —sh’z 5

20 (1 —cosx)? 37
Si ha
(1 —cosz)? ~(322)2 = 1a#
chzx=1+ %12 + Lzt + o(z?);
chz — 1= 322 + 5;2' + o(z?);
2(che — 1) = 2? + La* + o(z?);
sinz =z — 2% + o(a?);
sin? z = 2% — Lt + o(a?);

2(chz—1)—sin? ~ S
(1—cos x)? Lot

Quindi si ha

2(chx —1) —sinz = 2% + Fat — 22 + szt to(at) = Sat +o(at) ~ Sat;
5
3

li =-
250 (1 —cosx)? 3
Si ha
sinz(xz — sinx) ~z 0 %.

Si ha

shz =z + §2° + o(z%),

sh?z =22 + sat + o(z?),

sinz =z — g2% 4 o(a?),

zsinz = 2? — fat + o(z?),

sh?z — zsinz = %JJA +o(z*) ~z 0 %x‘l.
Quindi si ha

sh? z—xsinz 1a* =3

2
- - ~ - =
sinz(z—sinz) £—0 Tat

Quindi si ha
sh? z—x sinx =3

limg o sinz(z—sinz)

Si ha

3 3
T —sinz e~y 0 %
expr=1+4+2a+ “"—22 + o(z?); quindi
expr—1l=x+ ‘”—22 + o(z?);
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sinx = x + o(2?); quindi
. 2 23
(expz — 1) sin g = (z+ % +o(x?))(z +o(z?)) = 2® + & + o(a?);
chz =14 % + o(2*); quindi
chez—1= % + o(z?); quindi
2(chaz — 1) = 22 + o(2?); quindi
(expz — 1)sinz — 2(chz — 1) = ‘”—23 +o(x3) ~z 0 3”2—3; quindi

=3

(expz—1)sinz—2(chz—1) ~
z—sinz T

] &l
@\ N

(cxpm 1)sinz—2(chz—1) _ -3

x—sinx

Si ha quindi lim,_,
(i) Siha
2 2 4
(1 —cosz)? ~yyo (%) =
expr=1+z+ %zz + o(z?); quindi
expr—1l=x+ §x2 + o(z?); quindi
(expw —1)3 = 23 + 31‘2%1'2 +o(z%);
expr =1+ + 3 —I—O( )—1—|—m —|—o(a:4);quindi
(expr — 1)3 —expa: +1=2a+322 —1-2%4+1+0(2) = 22 +
o(z*) ~y_y0 22*; quindi

(expz—1)3—expz3+1 Sz

(1—cos x)? Nr—0 1Ta = = 6.
3 3
Quindi si ha lim,_ <6"Pf(1i>cosj;;§m 1 _ 6,
(j) Siha
2 2 4

(1~ 08 2)2 ~amso (% = =
cosx =1-— ?x + 5z + o(z*); quindi
1—cosz = 5a% — ix +o(z*); quindi
4(1 — cosx) = 230 (15 1+ o(zt);

sing =z — g’ +o(m )
sh(2z) = 233 + +(22)3 4+ o(z ) =2z + 32° 4 oz )
sinx sh(2z) = (x — L3 4 o(x ))(Qx + 4:53 +o(z?) =

207 + gat — fat + g(x4) =222 + 2* —|—0( 4);
4(1 — cosz) — sinzsh(2z) = 22% — 22t — 222 — 2t + o(2?) = —Zat +
o(zt) ~z—0 —%x‘*;quindi
4(1—cos z)—sin x sh(2z) 7%934 14
(I—cosx)? ~r—0 iT‘l =73

4(1—cosz)—sinzsh(2z) __ _ 14
(1—cos x)? 3

Quindi si ha lim,_.q

7.4 Serie
1. Esercizio. Studiare la convergenza delle seguenti serie:
. 3
(2) nZosin ity

(b) >0, 4/1—cos %;
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(¢) Yoo, 2% (5 —sind);
(@) Yoy sin /L
(€) 0o sh ook
(h Yo <1—cosl)
(8) $02yJon 5~
Risoluzione.

. s nSn+l n +n+1
(a) Siha sin fe=rs ~n o0 e

Quindi la serie & convergente.

n—)oo

1

n2-

b) Siha /1 - cos L mpoe /35 = /5L

Quindi la serie e divergente positivamente.

2+3
Quindi la serie & convergente.

(d) Si ha sin \/gwnﬁoo \/%:
1

(e) Si ha sh ﬁ

3
T

(f) Siha1— cos % ~r—s 00 %#, quindi la serie & convergente.

(g) Siha
exp#_l'\“n—)oo #:#;

quindi la serie € convergente.

() Siha 2 (L —sind)~p o nddy = L

1 _
~n—oco NCEES ~n—oo —
Quindi la serie ¢ divergente positivamente.

1
-

ne

67

; quindi la serie & divergente positivamente.
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Capitolo 8

Derivate

8.1 Derivate

1. Esercizio. Sia
f:R— R,z — 23,

(a) scrivere il rapporto incrementale r(h) di f in 1 applicato ad h, (semplifi-
cando V’espressione).

(b) calcolare f/(1) come limite del rapporto incrementale.

Risoluzione.

(a) Si ha r(h) = L0EW=SO) _ (A+h)°~1 _ 143h+3h>+h>—1 _ 3h+3h%+h* _
h R R R
h* 4+ 3h + 3.
(b) Siha f/(1) = limj,_o r(h) = limy_0 *h? + 3h + 3) = 3.
2. Esercizio. Scrivere ’equazione della retta tangente alla curva

y=2a°

nel punto (1,1).

Risoluzione. Posto f(z) = 23, si ha f(1) = 1 ef’(1) = 3; quindi I'equazione
della retta ¢ y — 1 = 3(x — 1), cloe y = 3z — 2.

3. Esercizio. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni:

(a) f(x) = ax?sina®;
(b) f(x) = 23sina?;
(c) f(z) = 2%sinexp(5z?).

Risoluzione.

69
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(a) Siha

f'(x) = 2zsina® + 22 (cos 2®)32% = 2z sin x> + 32* cos 2® .
(b) Si ha

f'(x) = 32% sinz? + 23 (cos 2%)2z = 3% sinx? + 2z* cos z? .
(¢) Siha

f!(x) = 2z sin exp(52?) + 2% (cos exp(52?)) exp(522)10z .

4. Esercizio. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni in un punto x del
dominio ove le funzioni sono derivabili

(a) f(z) = Va2sina3

(b) f(x) = \/sinL;

Risoluzione.

(a) Siha
_ 1 <3 2 3V9,.2) _
fl(x) = W(Qmsmx + z%(cos z?)3x?) =
W@x sinz? + 3z% cos 23).
(b) Siha
1 1 1
F() = ——cos —(~3)
2y/sinl T 7
5. Esercizio. Determinarne il dominio naturale e calcolare la derivata della

seguente funzione:
1
x) =exp— .
flz) = exp —

Risoluzione.

Si ha dom(f) = R* e per ogni € R* si ha

6. Esercizio. Sia

1
ffR—Rax— ——;
z+1

trovare in funzione di h l’espressione che, attraverso la derivata, approssima
Pincremento (Af(1)) (h) della funzione f in 1, per h ”piccolo*.

Risoluzione. Si ha f'(z) = —ﬁ; quindi si ha f’(1) = —2; quindi si ha

(AfW)(R) = f(1+h) = f(1) = f'(1)h + o(h) = =3+ o(h).
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7. Esercizio. Fare un esempio di una funzione reale di variabile reale, continua
in 1, non derivabile in 1 e tale che f(0) = 2. Si richiede l'espressione esplicita
della funzione.

Risoluzione. Consideriamo la retta passante per i punti (1,0) e (0,2); essa ha
equazione x 4+ ¥ = 1, cioe 2z +y = 2, cioe y = 2 — 2z.
A

Come funzione si pud scegliere f: R — R, 2 — |2 — 2z|.
A

8.2 Massimo, minimo

1. Esercizio. Dire se le seguenti funzioni

(a)fi[o,l]HR’x_)L—l

x+1’

(b) f:[-1,1] — R,o — 22 +z +1,

(e) f:]0,1] — R,z —» £

x+1

ammettono massimo e minimo; in caso affermativo determinarli.

Risoluzione.

(a) Essendo f continua ed essendo dom(f) compatto, f ammette massimo e

minimo.

Sia x €]0,1[; si ha f'(z) = Ii;:_(f;;l) = (xf1)2 # 0; quindi il massimo ed
il minimo di f sono raggiunti in {0, 1}; si ha f(0) = —1, f(1) = 0; quindi
si ha max(f) = 0, min(f) = —1.

Poiche f & continua e definita su un compatto, f ammette massimo e
minimo.

Il massimo ed il minimo di f sono raggiunti nei punti di ] — 1, 1] ove si
annulla f" o su {—1,1}.
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Sia x €] — 1,1[; si ha f'(x) = 2z + 1; quindi si ha f/(z) = 0 se e solo se
r=—
Si ha
fl=3)=F—3+1=32 =1 f(H)=3 f(-1) =1
Quindi si ha max(f) = 3, min(f) = 3.
(¢) 1. Essendo f continua ed essendo domjf compatto, per il teorema di
Weierstrass, f ammette massimo e minimo.

1
5

ii. Il massimo ed il minimo di f sono raggiunti negli estremi di [0, 1] o nei
punti interni di [0, 1] nei quali f’(z) = 0.
Sia x €]0, 1[; si ha
_ 2z(z+1)—(224+1) _ 22%42z—22—1)  2%422-1),
f(x) = (@+1)2 = (@+1)2 = @Dz
si ha f’(z) = 0 se e solo se 2% +2x—1 = 0, cio¢ se e solo se & = —14+/2,
cioe, essendo 0 < = < 1, se e solo se . = v/2 — 1.
Quindi il massimo ed il minimo di f sono raggiunti su {0,1,v/2 — 1}.
. V2—1)%2+1 _
Siha f(0) =1, f(1) = 1, f(VZ—1) = DAL — 24134000
4-2v2 _ 4\/5—4 _ .
2 =2V2-2.
Si ha 2\/>2 < 1: infatti cid equivale a 2v/2 < 0, cioe a v/2 < , cioe a
2 < , cioe a 8 < 9.

Si ha quindi max(f) = 1 e min(f) = 2v/2 — 2.

2. Esercizio. Sia A = {Zt2%: 2 ¢ R, };

22457

(a) dire se A ammette massimo e se A ammette minimo

(b) determinare sup(A) e inf(A) rispetto allo spazio ordinato (R, <)

Risoluzione. Sia f : [0, +oo[— R, z — 27;4;53, di modo che A = f([0, 4o0]).

Siha f(0) =1, lim, o f(z) = 3. Per z €]0,400[ si ha f/(z) = m(;:iw =

—ﬁ < 0; quindi f e strettamente decrescente.
‘x
1
Si ha quindi A =]3,1]. Quindi A ammette massimo e max(A4) = 1; A non

ammette minimo; si ha sup(4) = 1, inf(A) = 1.
8.3 Teorema del valor medio
1. Esercizio. Dire quale delle seguenti funzioni f : [-1,1] — R con

(a) flz) =2 +a+1,
(b) flz) =2’ +a* —x +1,
(c) f(z) = |z],
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soddisfano le ipotesi del teorema di Rolle; motivare per ciascuna funzione la
risposta; per le funzioni che soddisfano tali ipotesi, determinare i punti & ’esi-
stenza dei quali e assicurata dal teorema di Rolle.

Risoluzione.

(a) Siha f(-1)=1—-1+1=1, f(1) = 3; quindi f non soddisfa le condizioni
del teorema di Rolle.

(b) La funzione f & derivabile e si ha f(—1) =2 e f(1) = 2; quindi f soddisfa le
condizioni del teorema di Rolle; quindi esiste £ €] — 1, 1] tale che f'(£) = 0;
per ogni z €] — 1,1[ si ha f'(z) = 322 4+ 22 — 1; si ha f/(x) = 0 se e solo

se 322 + 2z — 1 =0, cioe se e solo se x = %ﬂ = 12 cioe se e solo se

r=—-lox= %, cioe, essendo z €] — 1,1 se e solo se x = %; si ha quindi
= ER
(¢) La funzione f non & derivabile in 0; quindi non soddisfa le condizioni del

teorema di Rolle.

2. Esercizio. Sia f :[0,1] — R,z — 2?; determinare il punto ¢ di cui viene
affermata ’esistenza nel teorema di Lagrange.

3 : : : — 9t fofn JD—F(0) _
Risoluzione. Per ogniz € [0,1] siha f'(x) = 2x; il punto § soddisfa —=—5= =

f(€); si ha quindi 1 = 2¢; quindi £ = 3.

8.4 Derivabilita e derivata

1. Esercizio. Sia

|| per —1<ax<1

:”—22 perl <z <2

f:-L2] —m R,z — {
(a) disegnare approssimativamente il grafico di f;

(b) determinare l'insieme dei punti ove f & continua;

(¢) determinare I'insieme dei punti ove f & derivabile;

motivare adeguatamente la risposta.

Risoluzione.

(a)
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(b) Per il carattere locale della continuita, f ¢ continua su [—1,1[ e su |1,2].

Studiamo la continuita di f in 1. Si ha

hmm—)l—,x;ﬁl f(:l?) = hmm—ﬂ—,m;ﬁl |1‘| =l

e
2

. . 1
limg 414 021 f(2) = lime 1y 01 5 = 3.
Quindi f non & continua in 1.

L’insieme dei punti di continuita di f & quindi

~1,1[U]1,2] .

(c¢) Siha

—x per —1<z<0
x per0 <z <1
1,.2

2

fz) =

¢ perl<ax<?2

Per il carattere locale della derivabilita, f ¢ derivabile su [—1,0[, su]0,1[ e
su |1,2].
In 1 f non e derivabile in quanto non & continua.

Studiamo la continuita di f in 0. Si ha
hma:—)O—J;&O f/(.f) = hmw—)O—,x;ﬁO -1=!
quindi f & derivabile da sinistra in 0 e si ha f’ (0) = —1.

Si ha

hma:—>0+,x7é0 f/($) = limw—>0+,x7§0 1=!
quindi f & derivabile da destra in 0 e si ha '+ (0) = 1.

Essendo f! (0) # f4.(0), f noneé derivabile in 0.

L’insieme dei punti di continuita di f & quindi

[-1,0[U]0,1[U]1,2] .
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8.5 Studio funzione

1. Esercizio. Studiare la seguente funzione

(E4 (E3 5172
= — —_ —_ 1
f@)=7+5+5+o+

rispondendo alle seguenti domande:

(a) Determinare il dominio di f;

(b) Calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(0]

(¢) Determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &

strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) Determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &

strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Disegnare approssimativamente il grafico di f.
Risoluzione.

(a) Si ha dom(f)=R.

(b) Siha lim,_,_ f(z) = 400, lim,;_, f(z) = +o0.
(c) Siaz € R. Si ha

flle)=a3+2° o +1=(22+1)(z+1).

Si ha f/(z) = 0 se e solo se x = —1; si ha f'(z) > 0 se e solo se z > —1;
si ha f’(z) < 0 se e solo se z < —1. Quindi f & strettamente crescente su

[—1 + oo, strettamente decrescente su | — oo, —1].
Si ha quindi
M(/):{[—1,+OO[}7 M((-)):(Z),

M) = {] = o0, —1]} .

(d) Sia z € R. Si ha
f'(z)=32"+2+1>0.

Quindi f & strettamente convessa su tutto R.
Quindi si ha

C() ={l—o0, 400},  CH=0  C{)=0}.

Per tracciare il grafico di f teniamo conto che f(—1) = 3 ~ .42 e f
ha
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2. Esercizio. Studiare la seguente funzione
f(x) =23 + 222 — 52 — 6,
rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(c) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) determinare insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Siha dom(f) =R.
(b) Siha lim,, o f(z) = —ool, lim, 4o f(2) = F00.
(c) Sia z € R; si ha f/(z) = 32% + 42 — 5.
Si ha f/(z) = 0 se e solo se z = %‘/ﬁ, f'(x) > 0 se e solo se z <
’z%moz>’Q%m,f’(z)<0seesolose’2%m<x< *2%\/@;

quindi f & strettamente crescente su | — oo, ’2%@] e su [*Q%\/ﬁ, +oof, f

7_2_3\/E =2+V19]: quindi di ha

¢ strettamente decrescente su | ,

MO = = o0, 2200 280y

—2-v19 —2++/19
3 3

M\ ={] I}, M(=)=0.
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(d) Sia z € R; si ha f”(z) = 6z + 4.
Si ha f”(z) = 0 se e solo se x = —%, f”(x) > 0 se e solo se x > —2,
f"(z) < 0 seesolosex < —%; quindi f ¢ strettamente convessa su
[—%, +0o0], strettamente concava su | — oo, —%]; quindi si ha

ety ={l-3,+ool}, € ={1-o0,—3]} €1 =0.

Siha =25Y19 ~ 212 f(=2Y19) 4,06, =20V10 ~ 79, f(=2EVI0) ~ _g21.

Si ottiene il seguente grafico.
y

A

3. Esercizio. Studiare la seguente funzione (reale di variabile reale)

flx)y=a2——.

T

Si chiede:

(a) Determinare il dominio di f;
(b) Calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) Determinare l'insieme degli intervalli (non vuoti e non ridotti ad un pun-
to) massimali sui quali f & strettamente crescente (risp. strettamente
decrescente);

(d) Determinare 'insieme degli intervalli (non vuoti e non ridotti ad un punto)
massimali sui quali f ¢ strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Siha dom(f)=R"*.

(b) Si ha limggﬁ(,jO f(z) = —o0, limy_,0— f(z) = 400, lim; 04 f(z) = —oc0,
limg s 400 f(x) = 400.

(c) Siax € R*;siha f/(z) =1+ 25 > 0; quindi f ¢ strettamente crescente su
] — 00,0][ e su |0, 4+o00[; quindi si ha

M(/) = {] - O0,0[,](L—I—OO[}, M(\) = @ M(H) = (Z) .
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(d) Sia x € R*; si ha f”(z) = —2273; si ha quindi f”(z) > 0 per x < 0,
f’(x) < 0 per x > 0; quindi f & strettamente convessa su | — 00, 0],
strettamente concava su |0, +o0o[; qundi si ha

C(1) = {] = 00,0[]0,+o0[}, C(1) = {]0,+o0[} C(T)=0.

4. Esercizio. Studiare la seguente funzione
flx)=2* =52 +6,
rispondendo alle seguenti domande:

(a) Determinare il dominio di f;

(b) determinare gli zeri di f;

(c) studiare il segno di f;

(d) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;
)

(e) Determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(f) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Si ha dom(f)=R.

(b) Si ha f(x) = 0 se e solo se #* — 522 + 6 = 0, cioe se e solo se 22 = 2 o
x? = 3, ciot se e solo se x = +v/2 0 x = +/3. Quindi gli zeri di f sono
f7_\/§7 \/>;_\/g

(c) Siha f(x) > 0seesolose2? < 20 x? >3, ciot se e solo se —v/2 < x < /2
oz < —v3o0x>+/3. Sihaquindi f(x) <0 seesolose —V3 <z <—2
0V2 <z <V

(d) Siha lim, ,_ o f(z) = 400, limy_, 4o f(z) = +o0.

(e) Sia z € dom(f); si ha
f'(z) = 423 — 10z
Si ha f/(z) = 0 se e solo se 423 — 10x = 0, cioe se e solo se x(4x? —10) = 0,
cioe se esolose z =00z = :l:\/g. Si ha f’(z) > 0 se e solo se f\/§<

x<00w>\/§. Sihaf(x)<Oseesolosex<—\/§00<x<\/g
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O
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=
Q.
=
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o
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-+
=
D
-+
-+
I
=
[e]
=
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[e]
=
[¢]
195}
Q
D
=
-+
[e]
w
=

T

oot

=)
[©)
w
=]

[Nl

,Foof; f & stret-

(f) Sia 2 € dom(f); si ha f”(z) = 122% — 10.
Si ha f”(z) > 0 se e solo se x < —\/gox > \/%e f"(x) < 0 se e solo se
*\/% <zr<
Quindi f & strettamente convessa su | — oo, —\/g] e su [y/2, +oof stretta-

].

[}

mente concava su [—\/g ,
Quindi si ha

c) = {} - 00,—\/5],[\/?4—00[}, cl)=0,c1) = {[_\/g, \/E}} _
Si ha: £(0) = 6, \/3 ~ 91, f(=\/2) = % ~ 253, /3 ~ 158, £(£,/3) =

= —.25.

ol

PN

5. Esercizio. Studiare la seguente funzione (reale di variabile reale)

2442
T 1 — g2

f(x)
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Si chiede:

(a) Determinare il dominio di f;
(b) Calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) Determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) Determinare I'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.
Risoluzione.
(a) Siha dom(f)=R-{1,-1}.
(b) Siha lim; o f(z) = —1, lim; 71— f(x) = —o0, lim,—,_14 f(z) = 400,

lim, 1 f(z) = 400, lim, 14 f(z) = —00, lim,, 1o f(z) = —1.
(c) Sia x € dom(f); si ha f/(r) = BOSFEGRIER = 2t
6x

Siha f'(z) =0seesolosez =0, f'(x) >0seesolosex >0, fl(z) <0
se e solo se x < 0; quindi f & strettamente crescente su [0, 1] e su |1, 4o00[
e strettamente decrescente su | — 0o, —1[ e su | — 1, 0]; quindi di ha

M(/‘)Z{[O,l[,]l,—kOO[}, M(\)Z{]—OO,—l[,]-l,O]},

M()=10.
(@) Sia @ € dom(f)i si ha f/(z) = 6U=UI 2ot 2
6—(1_"”2()1(1;;;;;412) = 6(}1_2326;“ si ha quindi f”(z) > 0 se e solo se

—1<ax<1>0 f'(xr) <0seesolosex < —1o0x>1;quindi f &
strettamente convessa su | — 1, 1], strettamente concava su | — oo, —1] e su
|1, 400[; quindi si ha

c) ={-11, C{)={]—-o0,~1[]1, 400} C(I)=0.

A

i

il

6. Esercizio. Studiare la seguente funzione

23 +5
x

fx) =

rispondendo alle seguenti domande:
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(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio

(c) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente)

(d) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Risoluzione.

(a) Siha dom(f) =R*.
(b) Siha lim,_,_ f(z) = 4ool, lim,_,o— f(x) = —o0, lim, o+ f(x) = +o0,
(c) Sia x € dom(f); si ha f/(z) = 22 — 5z~2 = %

5

Si ha f/(z) = 0 se e solo se z = {/3, f/(z) > 0 se e solo se z > {/3,

f'(z) < 0 se e solosex < {/2; quindi f & strettamente crescente su

[{/2,+00], f & strettamente decrescente su ] — oo, 0[ e su 0, i/%], quindi
di ha
s[5 3/D
M(/‘) = {[ §,+OO[}, M(\l) = {] — 09, 0[7}07 5]} )
M(<)=0.
(d) Sia € dom(f); si ha f"(z) =2+102732+ & = %.

Si ha f”(xz) = 0 se e solo se x = 5, f"(xz) > 0 se e solo se & < -5
ox >0, f'(x) < 0se e solose —v/5 < < 0; quindi f & strettamente
convessa su | — oo, — /5] e su |0, +oo[, strettamente concava su [—+/5,0[;
qundi si ha

C(1) = {] =00, = V5,10, 400}, C() ={] - V5,0[}.
c(l)=0.

Si ha {/2 ~ 1.36 f(;/%) ~ 5.53, —v/5 =~ 1.71, f(—=+v/5) = 0. Si ottiene il

seguente grafico.
A \/
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7. Esercizio. Studiare la seguente funzione

rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti o i valori di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) determinare insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) studiare la derivabilita di f rispetto a R in 0;
(e) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.
Risoluzione.

x>0

VT—1%#0

(a) Il dominio di f & dato dalle x tali che { cio¢ tali che

{ xff 0 1 cioe tali che { z i (1) ; si ha quindi dom(f) = [0, 1[U]1, +o0].
(b) Siha f(0) =0, lim;— oo f(z) =1, lim,—;— f(x) = —o0, lim,—14 f(z) =

+o0.
(¢c) Sia x € dom(f), = # 0; si ha
flo)e FEVE D 5mVE | L2l iiys

_ _ 1
e B AN (V) A W =
Quindi f & strettamente crescente su [0, 1] e su |1, +oo].

<0.

Si ha quindi

M) =0, M(<) =0, M(\) =A{[0,1[]1,+o00[} .
(d) Siha

Quindi f & derivabile rispetto ad R in 0 e si ha f/(0) = —oo.

(e) Sia z € dom(f), = # 0; si ha
S (Va— 1)+ va2(ya—1) s
f'@) = ¥y =

1 ovw _1va-l+2ve 1 3zl

22(Va—1)° — 2ava(Va-1P  2ava(/a-1P"

Si ha f”(x) = 0 se e solo se 3y/z — 1 = 0, ciot se e solo se \/z = %, cioe
se e solose x = §. Siha f/(z) >0seesolose 0 <z < & ox>1. Siha

1
f"(z) <0Oseesolose g <x <1
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Quindi f ¢ strettamente convessa su [0, ] e su |1, +oo|, f & strettamente

concava su [, 1[.
Quindi si ha

8.6 Polinomio di Taylor

1. Esercizio. Determinare il polinomio di Taylor di ordine 3 di punto iniziale 0
della seguente funzione
flx)=¢€"sinx .

Risoluzione. Si ha

f'(z) = e"sinz + e cos z,

f"(z) = e*sinz + e* cosx + €” cosx — e” sinx = 2e” cos xx;

f"(x) = 2€e® cosx — 2€” sin x;;

quindi si ha f(0) =0, f/(0) =1, f”(0) =2, f"(0) = 2; si ha quindi
T(h) = £(O0) + 1/ (O)h+ 552002 1+ LR = ht 2+ 518,

2. Esercizio. Determinare il polinomio di Taylor di f(z) = sinz di ordine 4 e di
punto iniziale 7.

Risoluzione. Si ha f'(x) = cosz, f"(x) = —sinaz, f”(x) = —cosz, fY(z) =
sinz; quindisi ha f (%) =1, f/ (%) =0, f" (%) =-1, f" (%) =0, f@® (3) =
1; quindi, indicando con T'(h) il polinomio di Taylor cercato, si ha
T@%:f@%jf(9h+%fW%VF+éV%9h”+i+fw(9=:

112
1—1p24 1
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3. Esercizio. A partire dalla definizione, determinare il polinomio di Taylor di
ordine 2 di punto iniziale 0 della funzione

f(z) =e® +sinx;

verificare che tale polinomio soddisfa la proprieta di appossimabilita espressa
dal teorema sulle proprieta del polinomio di Taylor.

Risoluzione. Si ha

f(z) =e” +cosz, f"(x) = e* —sinz;

quindi si ha f(0) = 1, f(0) = 2, f”(0) = 1; quindi, indicando con T'(h) il
polinomio di Taylor, si ha

T(h) = £(0) + f(0)h + L89p2 =1 4 2h + Lp2.

Il teorema sul polinomio di Taylor, applicato a questo caso, afferma che
f(h) — T(h) <pn_s0 h?. Applicando il teorema di de Hospital, si ha infatti

. f(h)=T(h . el 4sin h—1—2h—1h? . h h—2—F
hmh 0 ( )h2 (h) — hI’I]h 0 3 2 — h]ﬂh 0 e +co;h v
. h_gin h—

limy,_,o &=sinh=l —

2



Capitolo 9

Funzioni elementari reali

9.1 Funzione esponenziale reale

n

o0
1. Esercizio. Sia f: R — R,z — Z x—'; dire quanto vale lim,_, o f(x).
n!

Risoluzione. Per ogni x € R si ha f(x) = e*; quindi si ha lim,_,_, f(z) = 0.
2. Esercizio. Determinare gli a € R tali che

Igrfoo exp((2a 4+ 1)z) = +00 .

Risoluzione. Il limite ¢ uguale a +00 se e solo se 2a + 1 > 0, cioe se e solo se
1

a>—3;.
2

3. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

. 3
a) limg oo 7777 log(l — 1y;

1+12 .
3+12 ’

)
(c) limg_, 4 o0 xlog 222 i
)

(
(b) limg 4 o0 22 log

z%(1—cos z)—6z(z—sin z)

(d) limgo = sinz sh z log(1+a9)
Risoluzione.
(a) Siha 2+1 log(1 — ) z—+00 x(fi) = 7351*2 —Fz—+oo 0.
Quindi il limite & 0.
(b) Siha
z?log 3+ H“"” = 22log(1 + ﬂii —1) = 22log(1 + Hi;j;mz) =

x log(l + 31%) O

Quindi si ha

2-2
72 Yx—+oo —2.

i 2?log LT Y —
T—lr-ir-loox Og3+x2 N

85
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(c) Siha
Z‘lOg% =a:10g(1+ % — 1) :J;log(1+ M) —

xlog(l + %) ~r—+oo l‘(%) =r— 1 ~r—too —1.

Quindi si ha

zkrfooxbg = 1.

(d) Siha

sinz shzlog(1 + %)~y 0 25.

Si ha

cosz =1— 122 + Lat +o(x?),

1 — cosz = 122 — 143: 4+ o(x?)

2 21 .

222(1 — cosa:) = ot — Lab +o(29),

sing =2 — to —l—@x + o(x®),

x —sinz = Gm?’—ﬁm —|—0(m5 ,

63:(1‘ —sinz) =2t — a0 + 0(366)

22%(1—cosz) — 6z(z —sinz) = — L2t + Lt 4 o(2b) = =526 +0(2) =

— 2528 + 0(2%) ~py0 —a52C.
Si ha quindi
2% (1—cos x) —6x(z—sin z) N 1
sin z sh z log(1+a4) z—0 " 30"
Si ha quindi
222 (1—cos ) —6x(z—sinz) 1

limg o sin z shz log(1+x4) — 30

4. Esercizio. Studiare la convergenza della seguente serie:

Risozluzione. Si ha
log erf = log(1 + nQi? —1) = log(1 + 2+1) 00 n%ﬂ ~myo0 %

Quindi la serie & convergente.

9.2 Potenze di esponente reale

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

. 2241
(a hmx—>+oo(2L+1) i
(

b

T +1)zrl'

Risoluzione.
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2241 2241
z

x = e

€T
08 217 .

(a) Siha (

Si ha limg_, 4 o0 (Z2EL
Quindi il limite & 0.

a71)

) = —o0.

41 z+1 1

(b) Si ha (L)% = o=t log =5
Si ha lim,_,o4 (2 log £ +1) +00.
Quindi il limite & +oo.

(c) Siha
(l)m _ e:plog%.
Si ha
limg 5400 xlog% = —o0.

Quindi si ha
lim, s +o0 () = 0.

(d) Siha (§2£2)" = el i,
Si ha
lim, . o xlog

3x+2
2x+3

x
Quindi si ha lim,_, (giig) = 0.

= —0OQ.

2. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

(a) limg 4 o0(

(b) limg—s 400 (—1 :

(C) hmI_,_,_OO

r2—2
Risoluzione.
» 2241 2241
(a) Si ha (izi_l) - = = 1 21
Si ha
(w =S log ;ZJFD e—s+o00 2 log(1 + 2 e +1 -1)=

zlog(1 + z2 _1) T——+00 w22_1 ~r—too L *)m—w-oo 0.
Quindi il limite e 1.

(b) Per z appartenente al dominio della funzione, si ha (241)®

Si ha

zlog 1 = zlog(l + 2 — 1) =

£ 1Og(1 + 131 1) ~eosyoo m% ~Ng—stoo 2.

Quindi si ha

limg 4 o0 7 log 7+ x"‘l =2.

Quindi si ha

x log 21 2

x—1

lim e
xT—r+00

I
)
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(c) Siha
2 P
(a2} L @ reeon 2
Si ha , ,
(2?2 + 2+ 1) log 13 = (2 + v+ 1) log(1 + L —1) =

(22 + 24+ 1) log(l + =25 — 1) ~ps 00 T2 =25 ~asto0 D.
Quindi si ha

2243

: 5
limg s 400 (m

z2+:c+1
) e,

3. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:
(a) lim,_o(sinz)®;
(b) limg,_,q z'os(+2);

(c) limg 400 ( gti ) T

3

. log 14-x3)—sin z*
(d) lim,p “ECGEIERE

Risoluzione.

(a) Si ha (sinz)® = e*!°8%n%: 5 ha lim, ,oxlogsinz = lim, ,ozlogz = 0;
quindi si ha lim,_o(sinz)* = e’ = 1.
(b) Per z appartenente al dominio della funzione, si ha z'°8(1+)
610g(1+93) loga
Si ha
log(1+ ) logx ~y_oxlogz —, 0 0.
Quindi si ha
lim z'98(1+2) = 0 =1 .

z—0
(¢) Siha
1\” N
lim (ﬁ—i— ) = lim ezlogﬂi.
T—+00 \/5—1 x—+00
Si ha
. Ve+l oo Vv +1 _
xgrfooxlogﬁ—l_mgglooxlog 1+\/571—1
. 2 . 2 . 2z
xkﬂr—looxlog<1+ﬁ]_>_Tll>r—ir-loom\/51_avgr—ir-loo\/5_

lim 2vz = +oc.

T—+00
Quindi si ha

VE+1
lim %8 Va1 = +00.
T—+00
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(d) Sihalog(1l + 23) ~y_0 23, sina3 ~, 0 23; quindi si ha

. log 1+w3 —sinz® ;. o(x?
lim, o BEOEE s 0t

2

4. Esercizio. Studiare la convergenza della seguente serie

=
;::OnQ—i—l'

ER

Il
3
m\w‘ =

Risoluzione. Si ha nz—‘/fl ~r—s 00

9.3 Funzioni esponenziali di base a

1. Esercizio. Determinare 'estremo superiore e l'estremo inferiore in R. della

seguente funzione:
1 T

ffR— Rz — (2) .

Risoluzione. Si ha f(R) =]0, +o0o[; quindi si ha sup(f) = +oo, inf f = 0.

2. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

wlOOOOOO _oz

(a) limg o0 10000001 97 5
. 3/ _5T

(b) limy s 4 oo Hprs
. 2 | gz

() limgsioo 1o aes

(d) limg_y oo (2t — 22)2%.

Risoluzione.
100000 x x
: T —2 =2
(a) Si ha £100000 4 o7 ~Yz—+400 Tz -1
Quindi il limite ¢ —1.

. . 3, r—5* . _5%
(b) Si ha hmw_>+oo X;W = hm_»L-_>+oo S — —0Q.

2 x

. . 3T . 3
(C) Si ha hmx_>+oo l()a:gx%?)z = llmx_>+oo 3z — —1.

(d) Siha limg_,_« (334 — 1‘2) 2% limMy s — 0o 2427 = 0.
3. Esercizio. Dare un esempio di una funzione f (non dipendente da n) tale che

(Vn € N) 2" <Kz too [(2) Kootoo 2753

motivare la risposta.
Risoluzione. Basta prendere f(z) = (2)*. Per ogni n € N* si ha infatti

" Kp 4o (%)3c in quanto ogni potenza di esponente strettamente positivo e
trascurabile per z — +oo rispetto ad un esponenziale di base strettamente

maggiore di 1 e si ha (%)I <Kz +00 2% in quanto % < 1.
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4. Esercizio. Dare un esempio di una funzione f (non dipendente da a) tale che

(Va €]1, +00[) 25 <Kptoo f(2) Kz q00 0 ;

motivare la risposta.

Risoluzione. Basta prendere f(z) = 5. Si ha infatti 2° <, 1o 2 in quanto
5 < 6; per ogni a > 1 si ha poi 2% <, a® in quanto ogni potenza di
esponente strettamente positivo € trascurabile per x — 400 rispetto ad un
esponenziale di base strettamente maggiore di 1.

9.4 Funzioni circolari

. Esercizio, Determinare cos

$2n+1

. Esercizio. Sia f : R — R,z — Z(—l)"i' dire quanto vale f(7%).
n=0

(2n+ 1)V

Risoluzione. Per ogni z € R si ha f(x) = sinx; quindi si ha f(5) =sin § = 1.

o0 2n
. Esercizio. Sia f : R — R,z — Z(—l)"x—; che cosa si puo dire sulla
= (2n)!
convergenza di f(z) per x — 4007
Risoluzione. Per ogni z € R si ha f(z) = cosz; quindi non esiste

lim, 100 f(2).

2 o sapendo che tga = 3.

Risoluzione. Si ha
2 1 —_1 _ 1
COS" Q== 132, = 199 — 10°

. Esercizio. Calcolare i seguenti limit:

; tg®x |
(a) hmz_}O"" r—sinx’

. Arctgz+ax
(b) limy 00 T2 50

Risoluzione.

tg2 x
r—sinx

2
. . . . 1
(a) Siha lim, o4 = limg ;04 ?wms = limg 04 65 = +o0.

. . Arctgx+x _ 7. R i _
(b) Siha limg;— 400 ﬁ = limg 400 % = limg o4 22 = 400.

. Esercizio. Determinare l’estremo superiore e ’estremo inferiore in R della

seguente funzione:
f:R— R,z — Arctgzx .

Risoluzione. Si ha f(R) =] — 7, [; quindi si ha sup(f) = 5, inf f = =T
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9.5 Funzioni elementari reali

1. Esercizio. Determinare il dominio naturale della seguente funzione

z—1
— Arcsin g/ 2= .
f(x) resin g/ ———

Risoluzione. Il dominio naturale di f & dato dalle soluzioni del sistema

x# -1
—1
a1 20

—1
—1<y/iq <1

Il sistema & equivalente a

r<-lox=>1 {$<—10x>1 . {x<—10x>1
1 ,ciota< L1 ,ciotaq po1
\/Tﬂgl z+1§1 z+1 1<0

{J;<—10x21 R {x<—10x21 . {x<—1ox>1
a , cioe a , cioe a

1 >0

—2
31 =0 z+1 —

. x+1 —
cioe a x > 1.

Quindi si ha dom(f) = [1, 4o0].

x> —1

9.6 Massimi e minimi di funzioni

91

, cioe

)

1. Esercizio. Dire se la seguente funzione ammette massimo e minimo e in caso

affermativo determinarli:

f:[0,1] — R,z — Arcsinz — z .

Risoluzione. Poiche f & continua e definita su un compatto, f ammette

massimo e minimo.

Il massimo ed il minimo di f sono raggiunti nei punti di ]0, 1] ove si annulla f’

o su {0, 1}.
Sia x €]0, 1[; si ha
fz) = ﬁ -1

la relazione f’(z) = 0 & equivalente a
1

V1—z2 V1—z2
xz=0;

essendo z €]0, 1] si ha f'(x) # 0.

Quindi il massimo ed il minimo di f sono raggiunti su {0, 1}.
Si ha

f0)=0,f1)=5-1

Quindi si ha max(f) = § — 1, min(f) = 0.

—1=0,clota —— =1,cioe al=+1—22 cioeal=1-22 ciota
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2. Esercizio. Sia

f: {O, g} — R,z — sinx + 2cosz ;

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;
(b) in caso affermativo, determinarli (risultato semplificato).

Risoluzione.

(a) Poiche f & continua e definita su un compatto, f ammette massimo e
minimo.
(b) Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo di f.
Sia 2 €]0, 5 [; si ha
f'(z) = cosz — 2sinx ;
Si ha f'(z) = 0 se e solo se cosz — 2sinx = 0, cioe se e solo se tgx = %,
cioe, essendo z €]0, 7|, se e solo se x = Arctg %

Si ha quindi
FE C {Arctg;, 0, g} .

Siha f(0) =2, f(3) =1
Si ha f(Arctg 3) = sin Arctg § + 2 Arctg 3.
Essendo 0 < Arctg% < %, siha

. 1 tg Arctg i
sin Arctg 5 = \/HthArC?tg% = = = é e L
e cos Arctg% = \/1+tg21Arctg% - \/114? ; \35 255
Si ha quindi f(Arctg 3) = % +2V6 = 5.

Quindi si ha max(f) = v/5, min(f) = 1.

1

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;

(b) in caso affermativo determinarli.

Risoluzione. Posto g : R* — R, © — ?12 eh:R— R,y —>siny, si ha
f = hog. Quindisi ha f(R*) = h(g(R*)) = h(]0,4+00]) = [-1,1]. Quindi f
ammette massimo e minimo e si ha max(f) =1 e min(f) = —1.

. Esercizio. Sia

A={2%2x €] —00,0]};
dire se A ammette massimo e se A ammette minimo; determinare ’estremo
superiore e I’estremo inferiore di A rispetto a R.

Risoluzione. Posto
fi]—00,0] — R,z — 27|

siha A = f(] — 00,0]). Quindi si ha A =]0,1]. Quindi A ammette massimo e si
ha max(A) = 1; A non ammette minimo; si ha sup(A) = 1, inf(A) = 0.
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9.7 Equazioni reali

1. Esercizio. Assegnate le funzioni

(a) f:R— R,z — z+e€",
M) f:R— R,z —¢e” +sinx,

dire se ’equazione di incognita z

flz) =0
ammette almeno una soluzione; in tal caso determinare a,b € R, con a < b tali
che nell’intervallo ]a, b[ vi sia almeno una soluzione dell’equazione.
Risoluzione.
(a) Siha f(0)=1>0e f(—1) = =1+ e~ < 0; per il teorema degli zeri di
una funzione continua, esiste z €] — 1,0[ tale che f(x) = 0.

(b) Siha f(0)=1>0e f(—%) =e 2 —1 < 0; per il teorema degli zeri di
una funzione continua, esiste x €] — 7, 0[ tale che f(x) = 0.

9.8 Limiti

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:
. in?
limg s oo #57;

z—sinx .
z2tgx’

liIn.r—>0

: x+sinx .
hmz~>+oo 2x—cosx’

. logz+x
hmm—""oo sin x+2z°

. logz+shx |
hmI_H‘“’ Arctgz—z’

)

)

)

)

)

) im0 G

8) lim, oo ARERE S

)l o0 T Iss
)
)
)
)
)
)

sin? z—242cosx .

limg o Arctgz(xz—sinz)’

. . xsinz+2cosz—2.
(J hmx_m log?(1+sin? z) ’
. tgx
(k) limgr T —em
3 2 3 223,
(1) limg—s oo (|z]2 + 27) Arctg Z77%;

lim log \/Z+sin z?4+x%e % |
TH+00 " og(z2+1)+cosx

e 3T

hmm_’o 3logcosz *
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Risoluzione.

(a) Sihalimg 4 = 0 in quanto la funzione sin® z ¢ limitata e la funzione
x tende a +o00 per r — +o0.

sin®
x

3

x

: . x—sinx __ 13 6 1
(b) Si ha lim, 0 %5 tes = lim, 0 &5 = 3
(c) Siha
x+sinz ~ x 1
2r—Ccos T T—=+00 27 — 2°°
Quindi si ha
T +sinx 1

lim ——— = — .
z—0 2 — coST 2

. . log x+x . 1
(d) Siha lim,_, 4o 2 =limg 400 55 = 3-

sin x+2x
(e) Siha
61‘76_3‘
logz+shz shax __ 2 ~ _1le”
Arctgz—x Tt g T T r=+oo T g
Si ha quindi
. logxz+shx _ 7. 1e®\ _
limg 400 Arctgr—v hmz%Jroo(_i?) = —00.
(f) Si ha
23
r—shax - _ 1
log(1+z)(chz—1) ~*—0 & %) - 3
Quindi si ha
x —shax 1

I .
#50 log(1 + z)(cha—) 3

(g) Siha
logztcha che _ z¢° _ 1
e+ Arctgz T H00 ez T Tem T 2

Quindi si ha
. logz+chz 1
lim ——— = — .
z—0 e — Arctgz 2

(h) Siha

1 1
100/x — log x . xT000 — logx . 2 T000
T—+00 \/E + IOgZL' z—+00 11000 4 log:p T—+00 7 T000

(i) Siha
Arctgxz(x — sinz) ~, x%x3 = %x‘l,
sinz = x — ta’ 4+ o(a?),
sin? = 22 — Lot 4 o(z?),
cosz =1— 322 + 37zt + o(x
2cosx =2 —a? + 75zt + o(x?),
z—2—2cosz =a? — 22t — 242 2%+ Lt +o(at) = —1a* +
O($4) ~z—0 _%xék’

4

);
)

sin

4
sin® z—24+2cos N —ix _ 3
Arctgz(z—sinz) =0 ot T 27
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Quindi si ha
2

sin“x — 2+ 2cosx )
im , =——.
z—0 Arctgz(x —sinx) 2
(j) Siha
log?(1 + sin? x) ~po(sin? )2~y o 2.
Si ha
sinz =z — 2% 4 o(a?),
xsinx—xQ—éx + o(x?),
cosz =1— 22 + Lat + o(a?),
2cosx =2 —a? + Lat +o(at),
wsing +2cosw —2 =a% — fxt +2— 2% + Lat -2+ o(2?) =

— Lat 4+ o(zt) ~poo — .
Quindi si ha

zsinz+2cosx—2 _ﬁzzl _ 1
log?(1+sin? ) =0 T T T 12

Quindi si ha

. zsinx4+2cosx—2 __ 1

limg o log?(1+4sin?z) ~—  12°

(k) Risolviamo l'esercizio in due modi.
i. Primo modo.
Poniamo y = 7 — x; si ha ¢ = y + 7; si ha lim,_,.(z — 7) = 0; si ha
quindi

. tgx o tgly+m) tgy
lim = lim = lim —2— =
z—=m e —eT  y—=0 eYtT —e™  y—0eYeT —e™

im ——=—— —
y=0em(ev —1) y=0eTy  em

Y o Y 1 -

. Secondo modo.
Il limite e della forma . Per il teorema di De I’Hospital si ha

. tgx 1 +tg?x) 1 o
lim =lim ——=—=¢"".
z—m e? — eT T e’ e’
(1) Siha
||2 + 2~y oo .
Si ha

. 2_,3 . B .
hmm_>_oo % = hmr_>_oo Twz = llqu_oo(*x) = +o00.
Si ha quindi

s

. 2 3
lim, o Arctg ﬁ = 5.

Si ha quindi Arctg £

us
2+5 ~xr——o0 92

3 .
= limg_, oo 2°

Si ha quindi limxﬁ,oo(m 3+ 23) Arctg & 2+, z = —o0.
(m) Siha

. log v/Z+sinz?4+x%e~® _ . logvz __

hmm‘ﬁLoo log(z2+1)+cosx - 11mz~>+oo log(z2+1) —

log /T slogvz 1

hmm_""oo log 2 :hmz_H‘oo 2logx ~ 4°
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(n) Siha
3logcosx = 3log(l + cosax — 1) ~pyp3(cosx — 1) ~pyo
3 _a’y_ _3,2
(-%) S

Per y — 0 si ha

eV =1+y+ 39 +o(y?).

Si ha quindi

2 =142z + 1(22)2 + o(2?) = 1 + 22 + 222 + o(2?)

e

e3x =143z+ %(3.1‘)2 4 O($2) =1+3z+ %xz + O(xQ).

Si ha quindi

T+e* — e =z + 14224227 +o(a?) —1 -3z — J2? =
— 222 + o(2?) ~pyo — 322

Si ha quindi

-
rte?®—ed —%a® _ 5
3logcos T z—0 32 3"

Si ha quindi

17+€2m 7631
3logcosx

: 5
hma:—>0 3

2. Esercizio. Calcolare il seguente limite:
. < 712 1 )n
lim | ———— .
n—oo \ N + 3n

Risoluzione. Si ha

2_
hmnﬂoo <n7122+_31n)n = hmn%oo 6n log ”:L2+31" .
Si ha
lim,,_,» n log 7:’2%31” = lim,_, nlog (1 + nrf;;n _ 1) =
limy, 00 1 log (1 + ;;;g’g) = limy, o0 N53ren = limy, 0o n =3 = 3.
Si ha quindi
lim,, o "% 7F0n = =3 = 1.

3. Esercizio. Sia « € R; calcolare, in funzione di «, il seguente limite:

. 2x(e® — 1) — 2 Arctg 2 — 23
lim .

z—0+ &

Risoluzione. Per x — 0+, si ha

e’ =14z + 222+ L3 4+ o(2?); quindi

e —1=x+ gan + ng + o(x3); quindi

2z(e” — 1) = 222 + 2% + Lot + o(z?).

Per y — 0+, si ha

Arctgy = y + o(y?); quindi per z — 0+ si ha

Arctgx? = 22 + o(2*); quindi 2 Arctg 2% = 222 + o(z?).
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Quindi per z — 0+ si ha
2x(e” — 1) — 2 Arctga? — 2% = 222 + 2® + Jato(a?) — 227 — 2% =
tat +o(a?) ~psoy 32t
Si ha quindi
limm*)()ﬁ» 2x(ez—1)—i£rctgz2—7;3 _ limJL’*}Oﬁ» %;;4 _
% per a =4
per a <4 .

4—a 0
400 per a >4

: 1
llmx_)0+ g.T =

4. Esercizio. Dire se esiste il seguente limite (cioé se la funzione & convergente
per x — 0) e, in caso affermativo, determinarlo:

e*® — cosz

im —
z—0  sin|z|
Risoluzione. Si ha
sin |z| ~z—0 |Z].
Per y — 0 si ha
eV =1+y+o(y).
Si ha quindi
e?® =1+ 2x + o(x).
Si ha
cosz = 1+ o(x).
Si ha quindi
e —cosx =1+2x+o0(x) — 1 =22+ 0o(x) ~yz_0 2.
Si ha quindi
e?®—coszx 2z
sin|z| 20 [g[-
Le due funzioni sono equivalenti anche per x — 0+ e per x — 0—

Si ha quindi

2z
: e —coszx : 2x : 2x
limg o4 “far i lim, 04 Tl = limg 504 050 5 = 2
[
li e?®—cosx li 2x li 2z _ -9
My 0- SRfrs = lmeso- 57 = lime 0 2<0 =5 = —2.

Essendo il limite destro diverso dal limite sinistro, la funzione non & convergente
per x — 0.

9.9 Serie
1. Studiare la convergenza delle seguenti serie:

(a) ZZO:1 Smn#;
(b) X0l et

n=1 n+Arctgn"’
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oo  (=1)"+43n 1,
g anl (n+1)2+73 en ;

h Zoo n2+(—1)"+n.

n=1 n34nlog®n ’
: o0 1.
(1 Zn:Q log™ n’

00 . 1
2
Enl( n COSn .

Risoluzione.

(a) Siha
sinn—n —-n __ 1
T np2 Tn—ooo 2 T T

n
Quindi la serie assegnata e divergente negativamente.

(b) Siha % ~noo & = 1; quindi la serie ¢ divergente positivamente.

. 1o 1 Lo 1y 1 s N
(¢) Siha \/g — sin \/;Nn_,oo g(\/g) =7 quindi la serie & convergente.

(d) Siha }L sin % ~ oo %\/% = -1 quindi la serie ¢ convergente.
n2

: 11 /11 _ 1 1
(e) Si ha Shﬁ_g’\‘n—wo gﬁ_iﬁg
Quindi la serie € convergente.
(f) Siha

n— o0 e n— oo en n—oo em

o/ (1 n 1 " 1
lim '%: lim n<0g"> — lm 2" _g.

Quindi per il criterio della radice, la serie & convergente.

(g) Siha

(=D"+3n L | 3n__ 1 _3n_3
(n+1)2+3 n—=0 (n41)2 “n2 T nt
uindi la serie ¢ divergente positivamente.
indi 1 i & divergente positi ¢

(h) Siha
n?H(—1)"4n
n3+nlog?n
Quindi la serie & divergente positivamente.

(i) Siha

1

n2 —
n—oo TL3 n'

. 1 1 1 _
limy, o0 § Togmn — lim,, o0 Togmn — 0.

Quindi per il criterio della radice la serie € convergente.
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(j) Per x — 0, si ha
T =14z+o(x)
e
cosz =1— 222 + o(2?).

Si ha quindi en? =14 L +o(k)
e

cos = =1— 12 +o().
Slhaqumdl
en? —cost=1+Lto(H)-1+L =20 +0o(H) s iss.

Essendo 2 > 1, la serie ¢ convergente.

2. Esercizio. Studiare la convergenza della seguente serie:
i "n+logn
— n2 +3logn

Suggerimento. Non essendo la serie a termini positivi, non si puo usare il
criterio del confronto; ci si pud ricondurre in altra maniera ad una serie nota. ]

Risoluzione. Si ha

(=1)"n +logn 21 (=1)"n+logn nl
CRmn — o oy

n? 4+ 3logn n n? 4+ 3logn n
( 1)nl N (=1)"n* +nlogn — (—1)"n?* — 3(—1)"logn
n n(n? + 3logn) N

(-1) 1  nlogn —3(-1)"logn
n n(n? + 3logn)
Si ha

nlogn — 3(—1)"logn N nlogn _ logn 1
n(n? + 3logn) T 3 n2 T3

Quindi la serie

i nlogn — 3(—1)"logn
“—  n(n®+3logn)

¢ assolutamente convergente.

. 00 nl s . - . e .1 .
La serie )~ ,(—1)"- & convergente per il criterio di Leibniz; quindi la serie
assegnata € convergente.
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9.10 Derivabilita e derivate
1. Esercizio. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni

(a) f(z) =a® Arctg L;
(b) flz) =z

(©) J(x) = oshtaten),
(d) f(x) = logcos Arcsin \/g;

(e) f(l’) = x%;

(f) f(x) = Arctg vshuz;

(h) f(x) = (sinz)Aretee;

(i) f(z) = 27 log cha;

(j) f(z) = sinlog(a® + 1);

(k) f(z) = logs(x? tgd z).
Risoluzione.

(a) Siha

() =30 vt ()

(b) Si ha f(z) = ec°5*1°82; quindi si ha

1
f(x) = ec¥o8% (_ginglogx + cosz—) .

x
(c) Siha
fl@) =
mm&’) sin v/log z — log Arctg(5x) cos \/logx2\/110@%
sin? v/log =
(d) Siha
1 1 1 1 1
f'(r) = ————(—sin Arcsin \/7) (—=) .
cos Arcsin \/g o1+ % 2\/g a?
(¢) Siha f(z) = e¥°8%; quindi si ha
() = eilogx%xflog:c _ .t 1—logzx

2 2
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(f) Siha
ra 1 1
fi(x) = 71+th72mchx.
(g) Siha
e S

1 x . 1 x
et @) 1ot e 2108(2° 4 5h o) i (27 log 2+ chiz).

(h) Si ha f(x) = eAretszlogsinz. qyindi si ha

f'(z) = eArctezlogsine ( L logsinz + Arctg x=1- cos m) =

1+4+a2 sin x
(sinz)Arets (7101‘5_2’129” + Arctg x%)
(i) Siha
f'(x) = 2%log2logxzchz + 2”% chz + 2% logxshx.
(j) Siha f/'(x) = coslog(z® + 1)z31+13x2.
(k) Siha
(@) = oo os (2ztg® 2+ 223tg% 0 —5-).

z2 tg3 x log b cos? z

2. Esercizio. Determinare il dominio naturale delle seguenti funzioni f reali di
variabile reale definite naturalmente; determinare l'insieme degli z € dom( )
nei quali f & derivabile rispetto a R e in tali z calcolare la derivata rispetto a

Risoluzione.

(a) Siha dom(f) = [0,+o0].
Per x > 0 si ha

1

1
() = 2% log 2 Arct o .
['(x) 0g 2 Arctg vz + T+2277

Si ha lim, 0450 f/(z) = +00; quindi f & derivabile rispetto a R in 0 e
F1(0) = +o0
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Il dominio di f e dato dagli x € R tali che { i1>§0 logz+1<1° cioe
tali che { :i2>§0 logz <0 ° cioe tali che { :_z 2 r<1 cioe tali che
e™2 < ¢ < 1; si ha quindi
dom(f) =[e"2,1] .
Per z €]e™2,1[ si ha
1 1

f'(x) = 3% log 3 Arcsin(log x + 1) + 3%

\/1—(10gx+1)2;'
2

Si ha lim,_,.—2 f'(x) = +o0; quindi f & derivabile rispetto a R in e=2 e
f'(e7?) = +o0.

Si ha lim,_,; f'(z) = +o00; quindi f & derivabile rispetto a Rin 1 e f/(1) =
+0o0.

Si ha dom(f) = R.

Per z € R, x # 0; f & derivabile in z e si ha

1 1 x

6v/Arctg’ 22 1 + 2 3(1 4 24) V/Arctg® 22

Consideriamo la derivabilita di f in 0; si ha

f'(x)

T
i o) — 1 = i
phim  Fl@) = lim 3(1 1 o4) /Arctg 22 040 32
) 1
lim -z
z—0,27#0 3

wlno

= +00 .

Quindi f & derivabile rispetto a R in 0 e f/(0) = +oo.

Il dominio di f e dato dagli x € R tali che cosz > 0, quindi dagli x € R
per i quali esiste k € Z tale che

—% + 2kw < acg + 2km] .

Si ha quindi
7r T
dom(f) = U [—5 + 2k, 5 + Qkﬂ'} .
keZ
Sia k € Z e sia —§ + 2km < x < § + 2km; la funzione f ¢ derivabile in x e
si ha

1
2 /cos x

F'(a) = cos(a?eona) (20w + a5 (i) ) =
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9 5 sinz
2 -t — .
cos(z°+/cos ) < x\/cosx — x 2\/@)
Sia k € Z e sia a = 5 + 2km.
Si ha
lim,_,, cos(x?\/cos ) = cos 0 = 1,
lim,_,, 2z+/cosz = 0,

s 2 _sinz
hm.’L‘—)a X 2\/@ == Q.
Si ha quindi lim, ., f/(z) = —o0.

Quindi f & derivabile in a rispetto a R e si ha f’(a) = —oc0.
Sia k € Z e sia a = —F + 2km.

Si ha

lim,_,, cos(x?\/cosx) = cos0 = 1,

limg_sq 2%/@ =0,

lim,_.q fx22\5/‘% = +o0.

Si ha quindi lim,_,, f/(z) = +oo.

Quindi f & derivabile in a rispetto a R e si ha f’(a) = +o0.
Il dominio di f & dato dagli 2 € R tali che cos(5z) >

per i quali esiste k € Z tale che

0, quindi dagli x € R

—g+%wgmg+%ﬂ,

cioe tali che

i 2 T 2
- A g i
0T ks =T tEE]

Si ha quindi

Sia k € Z e sia — 15 + k%” <z < {5+ k%’r; la funzione f & derivabile in x
e si ha

1
24/cos(bx)

f'(x) = —sin(x?\/cos(5x)) (25(}\/(308(5.1‘) + 22 (— sin(533))5> =

) in(5

sin(x?/cos(5x)) fxgw — 2x+/cos(5x) | .
2 cos(5x)

Siak € Zesiaa= % +kZ.

Si ha _

sin(5a) = sin (& + 2k7) =1,

cos(ba) = cos (% + 2km) = 0.
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Si ha quindi
sin(z21/cos(5x)) ~pq 221/c08(5x) ~y_yq a%+/cos(5x).

5 9 sin(5x) 5,.2_sin(5x) ~ 5,2 1
Si ha gz Teoses 22/co8(52) ~psa 5T oy e 5a —
Quindi si ha

sin(z? cos(5x))( 2_sin0z) _ 9, cos(5x)> ~esa

cos(5z)
aQ\/cos(5sc) a? Tq(s’m 5 at.

Si ha quindi

. . 2 5,2 sin(5z) _
lim,,_,, sin(z*/cos(5z)) (233 W) 2z cos(5:1c)>
5.4 _5(m 2m\4

sat =3 (5 ++¥)

Quindi f e derivabile in a e si ha

4
f(a) = Z<m+k2;> .

SiakEZesiaa:—l%—i—k%“.

Si ha

sin(5a) = sin (=& + 2k7) = —1,

cos(ba) = cos (% + 2k7) = 0.

Si ha quindi

sin(z2/cos(5x)) ~ysq 221/c0s(5x) ~ypyq ay/cos(5x

Si h 5,2 sin(5z) 9 5 a 5.2 _sin(5z) ~y 7§ 2 1 )
HEY \/cos(bx) v COS( IE) —a 2 \/cos(bx) 2¢ v/ cos(bx)
Quindi si ha

sin(z2/cos(5x)) (gxz sinr)_ _ 91 /cos( \/cos(5x) ) ~g

cos(5x)
2 5.2 1 __5
a cos(5x)< sa m) 2a*.
Si ha quindi

lim, _,, sin(z?y/cos(5z)) <gx2 sind2) _ _ 94\ /cos(bz) | =
\/cos(bx)
5 4 5 (m k27r 4
3ot =3 ({5 +k5)

T2
Quindi f e derivabile in a e si ha

4
Fla)= -2 (1”0 + k25”>

(f) Tl dominio di f & dato dagli # € R tali che —1 < Z=1 < 1. cioe tali che

2+1
—r*—-1<z*-1 D
{ z* < , cioe tali che

2—-1<z2+1
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-2 <a?
{ 1< , cioe tali che
—1 < 1; si ha quindi dom(f) = R.

. 2_ . N . .
Si ha £— = 1 se e solo se 22 — 1 = 22 + 1, cioe se e solo se —1 = 1; quindi

241
mai.
. 2_ . N
Si ha ;—ﬁ = —1seesolosex?—1=—a%—1, ciot se e solo se —z? = z2;
cioe se e solo se 222 = 0, cioe se e solo se z = 0.
Supponiamo x # 0; allora f & derivabile in x e si ha
F(z) = 1 2z(a®+1)—2z(2®-1) _ 1 4o _
221\ 2 (2241)2 (2241)2 — (22 —1)2 (z241)2
1_(12+1) T eInT
2241 4x _ 4x _ 4x —_ 4x —
\/x4+2m2+17(r472m2+1) (241)2 VAz2 (32+1) 2|z|(z2+1) 2z sgnz(z2+1)
2 __ 2sgnczx
sgnz(xz2+1) = z2241 °
Si ha
. / . 2sgnax : 2
limg 04 nx0 /(%) = limy 04,050 5207 = liMemsot 250 3297 = 2.
Quindi f & derivabile da destra in 0 e si ha f/ (0) = 2.
Si ha
. / . 2sgnax : 2
limg 50— nao f/(7) = limy—0- w<0 So7 = liMesot 2<0 — 557 = —2-

Quindi f & derivabile da sinistra in 0 e si ha f’ (0) = —2.
Quindi f non e derivabile in 0.

3. Esercizio. Calcolare la derivata della seguente funzione
f(x) = (Arctg ¥/z) tg =

in un punto z € dom(f), x # 0.
Risoluzione. Per x € dom(f),  # 0 si ha

/ 1 1 2 3

cos?2z

4. Sia f la funzione reale di variabile reale definita naturalmente dalla relazione
. 3
f(x) = Arcsin | 2 — §\x|

(a) determinare il dominio naturale di f;
(b) determinare la retta tangente al grafico della funzione f nel punto
(=1, f(=1)).

Risoluzione.

(a) Il dominio di f ¢ dato dagli z € R tali che —1 <2 — %|a:| < z, cioe¢ tali che

{—1<2—§w|

2_Blg<1 cioe tali che
2 _—
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3z| <
{ %Ii};i’ , ciod tali che
2 =
<
{ |95‘;22 , cioe tali che
lz| = 3
—2<z<2 o
{ nggong , cioe tali che
—2<z<-%o0ai<z<2
Si ha quindi
2 2
d - 2) —|U *,2 .
om(f) = [ 51V(5.2)

(b) Si ha
f(=1) = Arcsin (2 — &

<
=
Q
0o
E.
=
=7
=
—~
Il
[SJ[eY
-
Il
(][N
She
Il
She
Il
)

L’equazione della retta tangente al grafico di f in (-1, f(—1)) & quindi

y—g:\/g(;z:+1).

5. Sia a € R; determinare a in modo che la funzione

a—+ex per x < —1

f:R—>R’x—>{ (z+ 1)ell per z > —1

sia continua; per tale valore di a, determinare I'insieme degli z € R tali che f
derivabile in x.

Risoluzione. Per il carattere locale della continuita, f & continua su R—{—1}.
Si ha

limgy—1— gz f(z) =limgy - zc1a+ex=a—e.

Si ha

f(-)=a—e.

Si ha

limg 14 gz fz) =limgs 1 oo 1 (z+ 1)el*l = 0.

Quindi f & continua in —1 se e solo se a — e = 0, cioe se e solo se a = e.

Supponiamo dunque a = e. Si ha

e+ ex per x < —1

f:R—>R,x—>{ (x+ 1)el*l per z > —1

La funzione |z| & derivabile su R—{0}. Quindi per il carattere locale della
derivabilita, f & derivabile su R—{—1, 0}.
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Per ogni = € R si ha

e+ ex per z < —1
fl@)y=< (I4+z)e ™ per—-1<z<0
(I+x)e* perz>0

Per il carattere locale della derivata per x < —1 si ha
fl(x) =e.

Per il carattere locale della derivata per —1 < z < 0 si ha
fll@)=e"+(1+z)e™(-1)=e*(1-1—x)=—ze .
Per il carattere locale della derivata per x > 0 si ha
fllz)=e"+(14a)e* =e*(1+1—1z) = (24 x)e”.

Si ha

limg s _1— g1 f(x) =limp,1— s 1e=ce.

Quindi f ¢ derivabile da sinistra in —1 e si ha f/ (—1) =e.
Si ha

limg s 14 21 f/(2) = lim, 1 _1<pco —wE™
Quindi f & derivabile da destra in —1 e si ha f| (—1) =e.
Essendo f) (—1) = fi(—1), f ¢ derivabile in —1.

Si ha

limg 50— 20 f'(7) = limy 50— —1<z<0 —ve™* = 0.

Quindi f & derivabile da sinistra in 0 e si ha f’ (0) = 0.

Si ha

limg 04 20 f'(2) = limy 50— 2>0(2 + z)e® = 2.

Quindi f ¢ derivabile da destra in 0 e si ha f! (0) = 2.

Essendo f (0) # f(01), f non & derivabile in —1.

L’insieme degli « € R tali che f & derivabile in « & quindi R—{0}.

T=e.

x

9.11 Studio di funzione

1. Esercizio. Studiare la seguente funzione (reale di variabile reale)
flx) =2 — Arctgz .
Si chiede:
(a) determinare il dominio di f;
(b

) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;
(c) dire se f ammette asintoti obliqui e, in caso affermativo, determinarli;
)

(d) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);
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(e) determinare insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.
(a) Siha dom(f)=R.
(b) Siha lim, , o f(z) = —o0, limy_, 4o f(z) = +o0.
(¢) Si ha limg; e @ = lim; 400 H% = limpsy0y = 1 e
lim, s oo f(2) =2 = lim, 4 oo — Arctgr = —7; quindi f ammette asintoto

per x — +0oo e la retta di equazione y = z — 5 & l'asintoto.

Analogamente si vede che f ammette asintoto per x — —oo e che la retta
di equazione y = z + 7 ¢ l'asintoto.
. . 2_ 2 .
(d) Siaxz € R;siha f/(x) =1-— 14—112 = 1'{1121 = 11zz; siha f'(z) > Osee
solo se z # 0 e quindi f & strettamente crescente su | — 00, 0] e su [0, +o0];
quindi f & strettamente crescente su tutto R; quindi di ha

MO ={R}, MQO)=0 M(=)=0.

(e) Siax € R;siha f(x) = (lf%)g, si ha quindi f”(x) > Operz > 0, f"(x) <
0 per x < 0; quindi f & strettamente convessa su [0, +oo[, strettamente
concava su | — 0o, 0]; quindi si ha

C(1) = {10, +o0f}, C() ={]—o0,0]} C(T)=0.

2. Esercizio. Studiare la seguente funzione (reale di variabile reale)

r—1
x+1°

f(x) = log

Si chiede:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(c) determinare insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).
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Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.
(a) Il dominio di f ¢ dato dagli x € R tali che { ii 170 , cio¢ tali che
I—=>0
xz+1
{ iijwﬂ , ciod tali che # < —1 0 # > 1. Si ha quindi
dom(f) =] — oo, —1[U]1, +o0] .

(b) Si ha lim,_o f(z) = 0, limy—si00 f(z) = 0, lim,——1 f(z) = +o0,
lim, 1 f(z) = —o0.
(c) Sia z € dom(f); si ha
r+lez+l—(x—1) 2

fl@) = —— CESE =57 >0,

Quindi f & strettamente crescente su | — oo, —1[ e su |1, 4+o00[. Si ha quindi
M) ={] =00, —1[,]L,+o0l},  M(=)=0  MO)=0.

(d) Sia z € dom(f); si ha
1 4
fi(x) = —ﬁ :

Si ha f”(x) = 0 se e solo se x = 0, quindi mai; si ha f”(z) > 0 se e solo
se x < 0, quindi se e solo se x < —1; si ha f”(z) < 0 se e solo se z > 0,
quindi se e solo se # > 1. Quindi f & strettamente convessa su | — co, —1],
strettamente concava su |1, +oo[. Quindi si ha

Ct)={l-o0, -1}, CcPH=0  CU)=A{1, +oo[}.

3. Esercizio. Studiare la seguente funzione

fla) = e

rispondendo alle seguenti domande:
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(a) Determinare il dominio di f;
(b) Calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(¢) Determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) Studiare la derivabilita di f in 1;

(e) Determinato il prolungamento continuo di f[]0,2[ a [0,2], se ne studi la
derivabilita rispetto a R in 0 e 2;

(f) Determinare U'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Il dominio di f ¢ dato dagli x € R tali che |x — 1| — 1 # 0, cio¢ tali che
|z —1| # 1, ciog tali che z —1 # 1 e x—1 # —1, cioe tali che z # 2 e x # 0.
Si ha quindi
dom(f) =] — 00, 0[U]0, 2[U]2, +00] .

(b) Si ha lim,_oo f(z) = 1, limy 400 f(2) = 1, lim,o— f(z) = +oo,
lim, 04+ f(z) = 0. limg—o— f(x) =0, lim, o4 f(x) = +o0.
(c) Sia z € dom(f).
Si ha
f(x):{ eﬁ per x > 1

ez perzx<l

Per z > 1 si ha L

T

<0.

=

—~

&
I

Quindi f & strettamente decrescente su [1,2[ e su |2, +00].
Per x < 1si ha

11
* 2

fllx)y=e=7=)>0.

x
Quindi f ¢ strettamente crescente su | — oo, 0[ e su |0, 1].
Si ha quindi

M(/‘)Z{]—OO,O[,]O,H}, M(H):(Z)a
M(\l) = {[1’2[7]27+OO[} :

(d) Si ha limy 14 41 f/(z) = —e™!; quindi f & derivabile da destra in 1 e si
ha f (1) = —e™'.
Si ha lim, 1 4«1 f/(z) = e71; quindi f & derivabile da sinistra in 1 e si
ha f/ (1) =e L
Poiche f! (1) # f(1), f non e derivabile in 1.
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(e)

Per tracciare il grafico di f teniamo conto che f(1) = e~
y=f(2)=e2~.14. Siha

f3

Il prolungamento continuo di f|]0,2[ a [0, 2] & la funzione

. f(x) per z €]0,2]
g.[()72]—>R,x—>{0 per z € {0,2}

Si ha
hmaHo,xe]og[g'(x) = limg 0,20 fl(z) =

lim, 04507 = % =limy,_ eyy2 =0.

Quindi g & derivabile in 0 e si ha ¢’(0) = 0.

Si ha

limx~>2,w€]0,2[gl(m) = limg 2 2<2 [(x) =
limg_y9,<2 eﬁ(—ﬁ) = limy, o (—€¥y?) = 0.
Quindi g ¢ derivabile in 2 e si ha ¢’(2) = 0.

Sia x € dom(f).

Per z > 1 si ha

-

Siha f”(z) = 0seesolose x = 2; si ha f’(z) > 0 se e solo se z > ; si ha
f"(z) < 0seesolosex < 3. Quindi f & strettamente convessa su [2,2[ e
su ]2, +ool, strettamente concava su [1, 3].

Per ¢ < 1 si ha
_12x 11 -2

11
f(x)=e g te T g =e o

Si ha f”(z) = 0 se e solo se x = %; si ha f”(z) > 0 se e solo se z < 3;
si ha f”(z) < 0 se e solo se z > 1. Quindi f & strettamente convessa su
] — 00,0[ e su J0, 3], strettamente concava su [3, 1].

Poiche f & strettamente concava su [,1] e su [1, 3] e poiche f7 (1) < f1 (1),

f & strettamente concava su [, 3].
Quindi si ha
1, .3
C(1) ={] —00,0[,]0, 2] ) [5,2[,}2,—1—00[} )

2
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N
—
Njw
[N}

4. Esercizio. Studiare la seguente funzione
flx)=vVr—1le ™,
rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti o i valori di f nei punti frontiera del dominio;

(c) determinare insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) studiare la derivabilita di f rispetto a R in 1;
(e) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Siha dom(f)=[1,+oo[.

(b) Si ha f(1) = 0, limg,ieof(z) = limyyivz—1le® =
limg s 1 o0 v/xe™™ = 0.

(c) Sia z €]1,+o0[; si ha

@) = shme + Vel () = e (Ar—va=T) -

x—1
o 1-2(z—-1) _ e—wl=2z+2 _ —a 3—2z
2z —1 2/x—1 2x—1"

Si ha f'(x) = 0 se e solo se 3 — 2z = 0, cioe se e solo se 2z = 3, cioeé se
e solo se z = 3. Siha f'(z) > 0 se e solo se 3 — 2z > 0, cio se e solo se

2z < 3, cioe se e solo se z < 3. Si ha f(z) < 0 se e solo se z > 2.

3

Quindi f ¢ strettamente crescente su [1, 5], strettamente decrescente su

(3, +o0l:
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Si ha quindi

(d) Siha

lim,

1 W = lim, % — lim,_; \/e% — too.
Quindi f & derivabile rispetto ad R in 1 e si ha f/(1) = +oc.

(e) Sia z €]1, 4+o0[; si ha

— e 9:717%(37230)
f'@) =-S5 75+ 45 — o
e * (_ 3-2z + —4(z—1)—34+2z | __
2 Vz—1 2(z—1)vVz—1 )
e (22=3 | —4x+4—3+2a:> _
2 Vr—1 2(x—1)vVz—1

e ® 2(x—1)(22—3)—2x+1 __
2 2(x—1)v/z—1 -
e % 4z° —6z—4z+6—2z+1 __
2 2(z—1)vz—1 -
e % 4x®—12z47

2 2(z—1)vx—1"

Si ha f”(x) = 0 se e solo se 412 — 122 + 7 = 0, ciog se e solo se
6£v36—28 __ 6+v8 __ 3+V2
1 1 2

xTr =

cioe, essendo z > 1, se e solo se x = % Si ha f”(x) > 0 se e solo se
402 — 1224+ 7 >0, cioéeesolosea?<3_2—‘/§0x> 3+T‘/§,cioéseesolose
x>3+7‘6. Sihaf”(m)<Oseesolosel<x<3+T‘ﬁ.

342
2

Quindi f & strettamente convessa su | , +00l, strettamente concava su

1, 3+2\/§].

Quindi si ha

Per disegnare il grafico osserviamo che % = 1.5, f(%) = %e*% ~ .15, % ~

221, f(352 ~ 12,
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5. Esercizio. Studiare la seguente funzione
f(z) =loglz| —a® +1,
rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(c) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo; in caso affermativo
determinarli;

(e) determinare l'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).

Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.
(a) Siha dom(f)=R*.
(b) Si ha limg_,04 f(z) = —o0, limg_0— f(x) = —o0, lim, o f(z) = —00,
lim, o f(z) = —o0.

(c) Sia 2z € R*;si ha f'(z) = 1 — 2z.

Si ha f’(z) = 0 se e solo se 1 — 2z = 0, cioe se e solo se 1=2

2 . B

21 :O7 cioe
xr

se e solo se 1 — 222 = 0, cio‘eseesolose:z:::t@. Sihal—2z2>0se

e solo se —¥2 <z < @ Quindi si ha f/(x) > 0 se e solo se z < 7@ o

2
O<x<§ef’(a:)<0seesolose—§<x<00x>§.
Quindi f & strettamente crescente su |—oo, %] esu]0, ?], f &strettamente

decrescente su [—?, 0] e su [?, +oo]. Si ha quindi
M(/‘) = {] — 00, @]a ]07 g]h M(_>) = @7
M) = {[—%2, 0], [*2, +oo[}.
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(d) Si ha f(R*) =] — 00, 3(1 —log2)]. Quindi f ammette massimo e si ha
max(f) = 3(1 —log2); f non ammette minimo.

(e) Siaz € R*;si ha f"(z) = -4 —2 <0.
Quindi f & strettamente concava su | — 00, 0[ e su ]0, +oo[. Si ha quindi

C(T) = (2)]07 ?]}7 C(i) = [2)7 C(J,) = {] - O0,0[, ]07"’_00[}'

Si ha % ~ .71, f (:t%) =3 x1—log2)~ .15.
A

6. Esercizio. Studiare la seguente funzione
fla) =a'log’x,
rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(c) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente crescente (risp. strettamente decrescente);

(d) determinato il prolungamento continuo di f a [0, +oc[, studiarne la deri-
vabilita rispetto a R in 0;
(e) determinare 'insieme degli intervalli non banali massimali sui quali f &
strettamente convessa (risp. strettamente concava).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.

(a) Siha dom(f) =]0, +oo].
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(b)
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Si ha lim,—, 4o f(z) = 400, lim, ¢ f(z) = 0.

Sia = €]0, +oo[; si ha

f'(z) = 42 log®  + 32* log? x% = 423 log® z + 32% log? x =

23 log? z(4log z + 3).

Si ha f/(x) = 0 se e solo se logz = 0 o0 4logz + 3 = 0, cioe se e solo se
logz =00 logz = —3, cioe se e solose z =102 = e~%. Siha f/(z) >0
seesolosee i <z<lox>1 Siha f/(z) <Oseesolose0 <z <e 1.

Quindi f & strettamente crescente su [e~ %, 1]esu[l, +oo[ e quindi su
[e_%, +ool; f e strettamente decrescente su ]0, e_%]. Si ha quindi

M) = {[e™F, +o0[}, M(=) =1,

M(N\) = {]0,e7 4]}

11 prolungamento continuo di f a [0, 4o00[ & la funzione
ztlog®z perz >0

g:[0,+oo[*>R,x*>{O perz—0

Si ha
lim, o f/(x) = lim,_,0(423 log® 2 4 323 log? ) = 0.

Quindi g & derivabile in 0 e si ha ¢’(0) = 0.

Sia x €]0, +o0[; si ha

f(z) = 1222 log® z + 1223 log? 21 + 922 log”  + 62° log z L =
1222 log® z + 1222 log? & + 922 log® = + 622 logz =
3z2logz(4log® z + Tlog x + 2).

Si ha f”(z) = 0 se e solo se logz = 0 0 4log? 2 + Tlogx + 2 = 0, ciot se e
—7+V/1T =TT
8

solo se logxz =00 logz = ,cioeseesolosex=1ozxz=ce o)
—7+V17 . —7—\17 —7+V17
x=e 8 .Siha f’(z) >0seesolosee” 5 <zx<e s oxz>1l

. —7—V17 —7+V17
Siha f(x) <0Oseesolose 0 <z <e s oe s <z<lL

. . N —=7=VI7 —7+VIT N
Quindi f & strettamente convessa su [e— 5 ,e~ s e su [l,4o0[; f &
—7-V17 —74+V17 . L.
strettamente concava su J0,e— s | esule” s ,1]. Siha quindi

ct) = { e, e 7= 1, +ool
() =

0
et = {Jo+2]. =21}
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7. Esercizio. Studiare la seguente funzione
flz) = (20% —1)elPe 1l
rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;
(c) studiare la monotonia di f determinando gli insiemi M( "), M(\),
M(=);
(d) studiare la derivabilita rispetto a R di f in —%;
(e) studiare la convessita di f determinando gli insiemi C(1), C({), C(3).
Disegnare approssimativamente il grafico di f.

Risoluzione.
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(a) Siha dom(f) =R.
(b) Sihalim,_, 1 f(z) = +o0, lim,_,_ f(z) = +o0.
(¢) Siha

[ (222 —1)e® ! perx > -1
flz) = { (222 —1)e 271 perx < 7%

Supponiamo = > —%. Si ha
f(z) = dwe?* 1 + (222 — 1)e2*T . 2 = 2e25H1 (222 4 22 — 1).

Si ha f/(z) = 0 se e solo se 222 + 22 — 1 = 0, cioe se e solo se ¥ = 7%‘/5,
—1+v3
s

cioe, essendo x > f% se e solo se © =

Si ha f/(x) > 0 se e solo se 222 + 2z — 1 > 0, cioe se e solo se z < —1-V3

2
ox> _1%‘/5, cioe, essendo = > —%, se e solo se x > %‘@

Si ha f/(x) < 0 se e solo se —%<x<—1%\/§_

Si ha quindi f strettamente crescente su [%\/g, 400

decrescente su [—3, %‘@]

[ e F strettamente

Supponiamo z < —1. Si ha
fl(z) =4dwe™ 2271 4 (222 — 1)e 2071 . (=2) = —2e 2071 (222 — 22 — 1).

Si ha f/(x) = 0 se e solo se 222 — 22 — 1 = 0, cioe se e solo se x = 1i2‘/§,
cioe, essendo x < —% mai.

Si ha f/(z) > 0 se e solo se 222 + 2z — 1 < 0, cio¢ se e solo se 1_2‘/5 <z<
#, cioe, essendo x < —% mai.
. / . 1
Si ha f/(x) < 0 per ogni x < —3.
Quindi f ¢ strettamente decrescente su ] — oo, —1].

Essendo f strettamente decrescente su | — oo, —

strettamente decrescente su | — oo, _1%\/5]
Si ha quindi
M) = {258 4o}, M=) =0, M) = {] = 00, 203

Si ha

limg 1y ooy /(@) =limg 1y oo 126 (@ 20 — 1) = =3,
Quindi f ¢ derivabile da destra in —% e fjr(—%) = 3.

Si ha

hmx—>—%—,aﬁ<—% f’(I) = hmx—>—%+,x>—% _2672171(932 -2z — 1) =-1
Quindi f & derivabile da sinistra in —% e fL(—%) =—1.

Essendo f (—3) # f_(—%), f non & derivabile in —3.

Supponiamo = > —%. Si ha

(@) = 2((4z + 2)e** T + (222 + 22 — 1)e?* 1. 2) =

4% 12z + 1+ 222 + 22 — 1) = 4221 (222 + 47) = 8221 (22 + 21).
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Si ha f”(x) = 0 se e solo se 22 + 22 = 0, cioe se e solo se 7 =0 0 . = —2,
cioe, essendo = > —% se e solo se x = 0.

Si ha f/(x) > 0 se e solo se x% + 22 > 0, cioe se e solo se x < —2 0 z > 0,
cioe, essendo = > —%, se e solo se x > 0.

Si ha f”(z) < 0 se e solo se —3 < z < 0.

Si ha quindi f strettamente convessa su [0, 4+00] e F strettamente concava
su [—3,0].

Supponiamo z < f%. Si ha

f(z) = —2((4x — 2)e=2271 + (222 — 22 — 1)e™2*71 . (=2)) =

e 21 (20 + 14222 — 22— 1) = 4e 271 (222 — 42) = 8e=2* 71 (2% — 22).
Si ha f”(z) = 0 se e solo se #2 — 2z = 0, cioe se e solo se z = 0 0 z = 2,
cioe, essendo = < —% mai.

Si ha f/(x) > 0 se e solo se 22 — 22 > 0, cioe se e solo se x < 0 0 & > —2,
cioe, essendo x < —%7 sempre.

Si ha f”(x) < 0 mai.

Quindi f Strettamente convessa su ] — co, —1]
Si ha quindi

C(t) ={] -0, =], [0, +o0l}, C(1)=0, C(

Si ha e~ 2.72, =4Y3 ~0.37, f(=14VY3) ~ —4.14,

y

SN—

Il
[
|
M [ I
=
—

8. Esercizio. Studiare la seguente funzione

f@)= (1 —a)e T,
rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(c) dire se f ammette asintoti in +o0o e in —oco e in caso affermativo
determinarli;
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(d)
()
(f)
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studiare la monotonia di f determinando gli insiemi M( "), M(\),
M(=);

determinare il prolungamento continuo di f|] — 2, +o0o[ in —2 e studiarne
la derivabilita rispetto a R in —2;

studiare la convessitadi f determinando gli insiemi C(1), C(}), C(J).

Disegnare approssimativamente il grafico di f. Per disegnare il grafico di

f si pud tenere conto delle seguenti approssimazioni f(0) ~ 0.61,

—5—v13
3 ~

—4.30, f(=35418) ~ 8.19, =513 ~ (.70, f(=5EV13) ~ 0.79, — L ~ —1.57,
F(=4) ~0.25.

Risoluzione.

(a)
(b)

()

()

Si ha dom(f) = R—{-2}.

Si ha limg, 400 f(7) = —00, limgy oo f(2) = 400, lim, s o, f(z) = 0,
lim, o f(x) = +oc,

Si ha f(2) ~g—400 —; si ha

Per y — 0 si ha

e =1+y+o(y).

Quindi per x — 400 si ha

e T =1— 7z +o(2).

Si ha quindi

lim ((1733)6—2#4_'1;):
Tr—+00
im ((—o+1) (1= —— +0(2)) +2) =
T—+00 24z x N
lim (—2+——+o(1)+1+z)= lim (——+o(1)+1)=2
ztoo\ T 24z 0 )T e\ T° -

Quindi f ammette asintoto per x — 400 e l'asintoto ¢ la retta
y=—x+2.

Procedendo nello stesso modo, si vede che f ammette asintoto per  — —oo
e che 'asintoto ¢ la retta

y=—xc+2.
Per ogni z € dom(f) si ha
1 1 1—=x
/ :—7ﬁ ]_— 7ﬁ7: T 2%z 7—1 =
f'(@) € + (1 —2)e 2 +12)2 € (24 )2
_ 1 2’ +52+3

- 2+ )



9.11.

STUDIO DI FUNZIONE 121

Siha f/(z) =0 se e solo se z + 5z + 3 = 0, cioe se e solo se & = %\/ﬁ

Si ha f/(x) > 0 se e solo se 22 + 5z + 3 < 0, cioe se e solo se _E’_T‘/ﬁ <z <
—5+/13

R
Sihaf’(:c)<OSeesolosex<_5%/ﬁox>_5%‘/ﬁ.
Si ha quindi f & strettamente crescente su [_5%@7 —2[esu]—2, _5%‘/@},
f & strettamente decrescente su | — oo, _5%@] e su [4’%@7 +ool.

Si ha quindi

M(/) = {[_5;\/%7_2[7 ]_27 _5—"_2\/@]} )
M(=)=10
M) = {1—oo, VI8 [‘“/?m[} .

(e) 11 prolungamento continuo di f|] — 2,4o0[ in —2 & la funzione

f(z) perz€]—2,400

g:[-2,4o0[— R,z — { 0 per 7 — —2

Si ha
2
lim ¢'(z)= lim —e T S LR
T —2,24-2 T2, 242 (24 x)?
. 1\
lim —e 7= ( ) (* +5x+3) ] .
=242 2—x
Si ha
1 \2
3 —e 11' — = 1 —eY 2 =
:1;*)71;1:27572 < ¢ o ( 2 —_ [L‘) > ylir—noo ( € y ) 0
e

Si ha quindi

li '(z) =0(=3) =0.
x_>_12{1;1¢_29($) 0(=3)=0

Quindi g ¢ derivabile in —2 e ¢’'(—2) = 0.
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(f) Per ogni z € dom(f) si ha

f(x) =
-~ 1 2?’4ba+3 — L (2245)(2+2)? —2(2+2) (2 +52+3) | _
~ (7 ey T 4 ey GO e )=

_ e~ T 2?4+ 5043+ (2245) (4+4a+a®) — (442z) (2 +52+3) _

(2+z)*
_ e~ T . Zo45a 434824807 4+20° 4204200450 ~4a”® ~202-12-22% 1022 — 6
(2+x)*
1

ok Tatll
J— 24x

€ (24+x)4
Si ha f”(z) = 0 se e solo se 7Tz + 11 = 0, cio se e solo se x = —.

Si ha f'(z) > 0 se e solo se 7Tz + 11 < 0, cioe se e solo se z < —3L.

Siha f”(z) < 0 se e solo se z > —3L.

Quindi f strettamente convessa su ] — co. — 2[ e su | — 2, — 4], f & stretta-
mente concava su [—+, +ool.

Si ha quindi
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9. Esercizio. Studiare la seguente funzione

x

fl@) = (1 —z)e=+T,

rispondendo alle seguenti domande:

(a) determinare il dominio di f;
(b) calcolare i limiti di f nei punti frontiera del dominio;

(c) dire se f ammette asintoti in +oco e in —oo e in caso affermativo

determinarli;

(d) studiare la monotonia di f determinando gli insiemi M(, %), M(\)),
M(=);

(e) determinare il prolungamento continuo di f|] — 1,+oo[ in —1 e studiarne

la derivabilita rispetto a R in —1;

(f) studiare la convessitadi f determinando gli insiemi C(1), C({), C(J).
Disegnare approssimativamente il grafico di f. Per disegnare il grafico di f
si pud tenere conto delle seguenti approssimazioni f(—3) ~ 17.93, % = 0.6,
f (—%) ~ 0.36.

Risoluzione.
(a) Sihadom(f)=R-{-1}.

(b) Si ha lim,— 1 f(z) = —00, lim,—,_ f(z) = 400, lim,—,_14 f(x) = 0,
limg_, 41— f(lE) = +o00,
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Si ha f(x) ~z— oo —ex; si ha

limy oo (f(2) + ex) = limy oo (1 — 2)eT + ex) =

limg s oo ((1 — 2)e™ 1 ! er) = lim, 4 o ((1 — 2) cemmT L4 er).
Per y — 0 si ha

eV =14y +o(y).

Quindi per x — 400 si ha

e =1- L to(d).

Si ha quindi

lim <(1 —z)ee T THL 4 em) =

T—r—+00

lim_ <(—x+1)e (1— — +o(;)> —l—w) -

lim *ex+ﬂ+o(1)+e+ex = lim (e e +o(1) ) =2e.
z—+o00 r+1 z—too \ x4+ 1

Quindi f ammette asintoto per x — +o0o e 'asintoto & la retta

y=—exr+2e.

Procedendo nello stesso modo, si vede che f ammette asintoto per z — —oo
e che 'asintoto ¢ la retta

y=—ex+2e.
Per ogni z € dom(f) si ha
fl(x) = —eTHT + (1 — z)em ﬁ = 7 <—1 + M) =
e x? + 32
(z+1)%
Si ha f/(z) = 0 se e solo se 22 + 3z = 0, cioe se e solo se z =0 0 x = —3.

Si ha f/(x) > 0 se e solo se 2% + 3z < 0, cioe se e solo se —3 < x < 0.
Siha f'(x) <0seesolosex <—30x>0.

Si ha quindi f & strettamente crescente su [—3,—1[ e su | — 1,0]; f &
strettamente decrescente su | — 0o, —3] e su [0, +o0ol.

Si ha quindi
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(e) 11 prolungamento continuo di f|] — 1, 4o0[ in —1 & la funzione

g'[—l +OO[—>R:L‘—> f(x) perxe]—l,—l—oo
' ’ ' ’ 0 per x = —1

Si ha )
« x°+ 3T
li ()= i Cerir L)
L PREAC) H_Ef;_l( e (x+1)2>
) o z \?\ (x+1)2 22+ 32
lim —ewtl =
e——1lz#-1 z+1 x?2 (x4 1)?
. . z \°\ 22+ 3z
lim —e=Hl .
z——1,x4—1 x+1 2
Si ha
. 2
li _eT Tt = | eV ?) =
(o () o
e

Si ha quindi
li "(z) =0(—2)=0.
ool g () =0(-2)=0
Quindi g ¢ derivabile in —1 e ¢’(—1) = 0.

(f) Per ogni = € dom(f) si ha

/ _ e 1 2% 4+ 3z
Sy == (6 CESEACESIEN

o (2z + 3)(z +1)% — 2(x + 1)(2* + 32) _
(z+1)*
e 22+ 3z + (22 +3)(2? + 2z + 1) — (2z + 2)(2? + 3z)
(z+1)* -
—e FHT.
22 + 3z + 22° + 42 4 22 + 322 + 62 + 3 — 223 — 622 — 222 — 6z
(z+1)*
_=2 or+3
= z+l —
(z+1)*

lw

Si ha f”(x) =0 se e solo se 5z + 3 = 0, cioe se e solo se © = —
Si ha f/(z) > 0 se e solo se bz + 3 < 0, cioe se e solo se © < —=

OTOJU‘
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Si ha f”(z) < 0 se e solo se x > —32.

Quindi f strettamente convessa su]—oco.—1[esu]—1, —2], f & strettamente
concava su [—2, +00[.

Si ha quindi




Capitolo 10

Argomento di un numero
complesso

10.1 Argomento di un numero complesso

1. Esercizio. Trovare un argomento di ciascuno dei seguenti numeri complessi
(a) —1 —+/3i,
(b) —V3—1,
esprimendolo senza 1'uso di funzioni trascendenti.
Risoluzione.
(a) Siha|—1—+/3i=2.

Siha —1 —+/3i = 2 (—% — §2)7 il numero reale # € un argomento di

—1 — v/3i se e solo se cosf = —% e sinf = —g; quindi se e solo se
0= 7%71’ + 2km.
Si puo quindi scegliere 8 = —%77.

(b) Siha|—+3—i|=2.
Siha —v3—i=2 (= — §i) = 2 (cos () +isin (—§)).
Quindi si ha — 27 € arg(—v/3 —i).
2. Esercizio. Trovare un numero complesso z tale che 2 sia un argomento di z.

Risoluzione. Si pud prendere z = e,

10.2 Radici complesse

1. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni complesse, esprimendo le soluzioni
senza 1'uso di funzioni trascendenti:

127
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(a) 23 = —2Ti;
(b) 2% = —2T;
(c) 25 = —64i;
(d) 22 =3 +14;
(e) 2% = 203;
(f) 22 = —V3+i.

Risoluzione.

(a) Siha | —27i| =27, 3r € arg(—27i). Si ha V27 =3¢

\)
=

2

7
&

Si ha quindi

20:3i,
_ 3_ 1.\ _ _3 3,
a=3(=% - 4i) = -3v/3- 3,
3 3,
2225\/3—52.

Si ha | — 27| = 27, m € arg(—27). Si ha V/27 = 3.
y
0
LTI

Si ha quindi

zo = 3(3 +v/32i) = 2 + 2/3i,

zZ1 = —3,

Z9 = % — %\/gl

Si ha | — 64i| = 64, 27 € arg(—64i). Siha V64 =2¢e
Si ha quindi

Z = 26(%+%Tw)i = 26(%+k%)i ,

k=0,1,2,3,4,5.
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()

Si ha quindi

zo = 2(cos T +isinT) = 2(52 4 2i) = V2 4+ /2i

21 = 2(cos(§ + 5 )—i—zsm(% + g)) = 2(72%
(4E (2 4 ) = fE (o
22—2( s(%—i—Q%)—i—ism(%—i—Zg)):

Slha|\f—|—z| =lV3+1=V4=2
Siha v3+4i=2(% + 1
Se t € R, si ha t € arg(/3;) se e solo se

{ cost = @

int — L
sint = 5

Si puo scegliere t = ¢.
Si ha quindi

= (con (37) +isin (37)) = 2v2 (B 40y

)

iﬁ<\/1+2¢; +i\/1

—2?)i\/§(\/2+f+z\/2 f)

+ <\/<2+;{§)2 +i\/<2f>2) —+ (\/”2“5 + z\/22¢3)

L’insieme delle soluzioni dell’equazione & quindi

\/2+\/§ .\/a—ﬁ ¢2+¢§ .\/2—¢3
s T\ VT T

Si ha [20i] =20 e T € arg(207).
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Si ha z;, = v20e'(§tk%) = {/20(cos(§ + k%) + isin(¥ + k%)), per un
k=0,1,2,3.
y
z
20
V20
22
3

Si ha

zo = V/20(cos & + isin 8) 420((;05 %) +isin(3%)) =

T 11y = 9B 414/ -

V(2R '“r»

2 = /20(— \/2‘7 202,

zp = V20(— \/2? \/22_7);

232\7@(\/57—i\/22+7)§
(f) Siha|—+V3+i|=2.

Siha—\/§+i:2< f—i—ﬁ)

Set € Rsihatearg(—/341) se e solo se
cost = —@
sint = 1

; si ha quindi %77 € arg(—/3 +1i).
2
Si ha quindi
) L)
z=+V2 cos(éw) + zsm(gw) =

+V2 (cos(g - 1—2) + isin(g ~3

/3 \/1—cosg+i\/1+cosg _
2 2
1-¥3 1+ 43 2 2
+v/2 \/ 22 +z’\/ +22 =+V2 \/ 4\/§+z‘ +4\/§ =

1)) :I:\f(sml—2—|—zcosl—2))*
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\/2—J§ 2+/3
5 T\

2. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni complesse:

(a) 2% =—1-+3i;
(b) 2° = —v/3 —i;
(c) 23 =7-3i;
(d) 23 =5 — 4i;

(e) 2* = —5+ 3i;
(f) 22 —5+7i;
(g) 2°

(h) 23 +iz=0.
Risoluzione.

(a) Siha|—1—+3i|=2e —2r € arg(—1 — v/3i); quindi si ha
—242km
=23 per un k£ =0,1,2.
(b) Siha|—+/3—i|=2;siha
VA= i~ 2
il numero reale ¢ € un argomento di —/3 — i se e solo se

__ 3
{cos?f——2 .

. _ _l )
sint = 5

si puo scegliere t = %w; quindi si ha
T rnt2kn

z=+/2e""5 , perun k=0,1,2,3,4.
(c) Siha|7—3i|=+58¢e fArctg% € arg(7 — 3i); quindi si ha

—i Arctg %+21m

z=58¢ 5, k=0,1,2.

(d) Siha |5— 42'\ =V25+16 = V41 e — Arctg 2 € arg(5 — 44); quindi si ha
— Arctg 2k — Arctg 4 4 2km |
p = Y I o R k= 0,1,2.
(e) Siha|—5+ 3z| = /34 e — Arctg 2 + 7 € arg(5 + 3i); quindi si ha

— Arctg 4 m42k7

= V/34¢’ 1 ,perun k=0,1,2,3.

(f) Siha | —5+7i| =74, — Arctg I + m € arg(—5 + 7i); quindi si ha

— Arctg — Arctg g4 + i

z = ++/T4e 2
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(g) Siha |ef|=1e 1€ arg(l); quindi si ha

; 1 1
z=terl = :I:(cosi + isin 5) .

(h) Siha z3+iz = 0 se e solo se z(22+1i) = 0, cioe se e solo se z = 0 0 2% +i=0),

cioe se e solo se z =0 0 22 = —i.

Una soluzione & z = 0; le altre sono le soluzioni di 22 = —i.
. . 1 .
Siha |—i|=1e —57m € arg(—i).

A

N
N

Quindi le soluzioni di 22 = —i sono
z= :I:(% - ?z)

Le soluzioni dell’equazione data sono quindi 0, ? — ?i, —? + ?z)

3. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni complesse esprimendo le soluzioni
per radicali, cioe senza 1’uso di funzioni trascendenti:

(a) 22 —32—4i=0;
(b) 22 —52—1=0;
(c) 22 —2iz+4=0.
Risoluzione.
(a) 11 polinomio p(z) = 22 — 3z — 4i ha discriminante A tale che % =1+ 4.
Troviamo le radici quadrate di 1 + 4i.
Si ha |1 —4i| = V17 e Arccos \ﬁ € arg(l + 4i).

Le radici di 1 + 4¢ sono quindi
+V17 (cos ( Arccos f) + 7 sin ( Arccos

7)) =
L W( \/1+CosArccos % \/1 cosA;ccos )
i\/>(\/ ‘ﬁ+z\/ ) i\/>( ‘ﬁ Lt m_l)z

2V17
+ <\/\/§+1 +i\/\/§1>.
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10.3

~

Si ha quindi 2 =1+ (\/@“ + z\/@1>
Le soluzioni dell’equazione sono quindi

— VITHL | [ A/17-1
z=1+ \/ 2+ + Z\/ 5

_1_\/\/ﬁ+1_i\/\/ﬁ—1
= 2 2

Il polinomio p(z) = 22 — 5z — i ha discriminante A = 25 + 4i.

Troviamo le radici quadrate di 25 —|— 4i.

Si ha |1 — 4i] = /641 e Arccos \/7 € arg(25 + 4i).

Le radici di 25 + 4% sono quindi

++/641 (cos ( Arccos \/267> + isin ( Arccos \%‘%)) =

:l:\4yfm<\/1+cosArccos\/m +l\/1 CosArccos@
i - VeIli25 | ; [Veil25) _

i\/ﬁT(\/ GES] —1—2\/ ) if(\/%/m +Z\/2\/@)—

+ <\/@+2s +i\/@25>.

Si ha quindi z = % <5:|: <\/@+25 +i\/@—25)>.

Le soluzioni dell’equazione sono quindi
1. /v641425 | i /+/641-25
+3 > T3 2

ot

z = b
e
s =5 l\/\/641+25 _ 1‘\/\/641725
272 2 2 2
I polinomio p(z) = 22 — 2iz + 4 ha discriminante A tale che £ = —1—4 =
—5.

Le radici quadrate di —5 sono ++/5i.
Si ha quindi z = i + v/5i.
Le soluzioni dell’equazione sono quindi

z=(1++5i)ez=(1-+b)i.

Logaritmi complessi

1. Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni complesse:

(a) e* =2 — Ti;
(b) e* = —3;
(c) e* =bhe 3

Risoluzione.
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(a) Siha [2—7i] =\4+49 = /53 e — Arctg % € arg(2 — 7i)); quindi si ha

z = log V63 + i(— Arctg I + 2kn) per un k € Z.
(b) Siha|—3|=3enw € arg(—3)); quindi si ha
z =log3 + i(m + 2km) = log3 + (1 + 2k)mi per un k € Z.

(c) Siha [5e73| =5 e = 3 € arg(5e~3%)); quindi si ha
z =logh +i(—3 + 2km) per un k € Z.

2. Esercizio. Risolvere la seguente equazione complessa:

sinz =2.

Risoluzione. L’equazione e equivalente a

e ¢ — =9, cio¢ a

€
27 ~OF
e'* — e "* =44, cioe a
e —4i —e % =0, cioe a
€2 — 4ie* — 1 =0.
Poniamo w = e%?; ’equazione diventa
w? — 4iw —1 = 0.

11 discriminante A del polinomio w? — 4w — 1 & tale che % = —b.

Le radici quadrate di —5 sono #1/5i. Le soluzione dell’equazione w?—4iw—1 = 0

sono quindi w = 2i + v/5i = (2 + V/5)i.

Supponiamo w = (2 + v/5)i; si ha

e = (24 V5)i.

Siha |[(24+V5)i =2+ V5 e I € arg((2 + v/5)i); si ha quindi
iz = log(2 + v/5) +i(5 + 2km, per un k € Z;

quindi

z =2+ 2kr —log(2 + V/5)i, per un k € Z.

Supponiamo w = (2 — v/5)i; si ha

e = (2 — V/5)i.

Siha |[(2—+5)i=V5—2e —Z € arg((2 — V/5)i); si ha quindi
iz =log(V5 — 2) +i(—% + 2km, per un k € Z;

quindi

z=—5 +2km — log(v/5 — 2)i, per un k € Z.

L’insieme delle soluzione dell’equazione ¢ quindi

{5 + 2% —log(2+ VB)is ke ZpU{~T + 2kr —log(v5 - 2)i sk € 2} .



Capitolo 11

Primitive ed integrali

11.1 Integrali di base

1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

a) fol <W+25h$+4 3 — =% 1) d;

b) J; (s +2cha +4-5° - 1) du.

Risoluzione.
(a) Siha
f01<\/T+2th+4 gm—m) de:
1
[3Argshx+2chx+4log3 3tg:p} =
0
3Argsh1—|—2ch1—|—l —2— a3 =
3Argshl+2chl+ —3thl—2.

log
(b) Si ha
3 x
I (\/7+2chx+4 5 —m) dr =
3
{3Argchx+2shx+45 7310g|z+1\] =
2

logh

3Argch3 +2sh3 + 22% —3log4 — 3 Argch2 — 2sh2 — 2% +3log3 =

3Argch3—3Argch2+2sh3—2sh2+3log% + 13205.

2. Esercizio. Sia

<
f:R—>R,x—>{I2+2 per & < 2
T per x > 2

)

(a) disegnare il grafico di f;

(b) dimostrare che f & continua;
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(¢) determinare 'insieme dei punti dove f & derivabile;
(d) calcolare f05 f(z)dz.

Risoluzione.

(a)

2
(b) Per il carattere locale della continuita f ¢ continua su | = co[2U]2, +-00.
Si ha
limg oy f(2) = limg 5o pxo(2 +2) = 4.
Si ha
hmx—>2+,x7&2 f(x) = hmx—>2+,x;ﬁ2 z? = 4.
Si ha
f(2) =4
Quindi f & continua in 2.
Quindi f e continua su R.
(c) Per il carattere locale della derivabilita f ¢ derivabile su | = 0o[2U]2, +oo].

Si ha

limg o pzo f'(2) =limgy o 4201 = 1.

Quindi f & derivabile da sinistra in 2 e si ha f’ (2) = 1.

Si ha

limg o g0 f/(2) = limy o4 2020 = 2.

Quindi f & derivabile da destra in 2 e si ha f/ (2) = 2.

Essendo f(2) # f4(2), f noneé derivabile in 2. | = co[2U]2, +o0].
(d) Siha

fo4 flz)dx = f02 f(x)dr + f; f(x)dx = f02(ac +2)dx + f; 22 dx =

[3a% +22]] + [3a8]0 =2 +4+ 8 -8 =78
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11.2 Integrali per decomposizione

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale:

1
dx
/1 vVr+1l+yx—1

Risoluzione.

Si ha
Jf o= =J7 T do =
1 \/W+F 1 (\/ﬁh/;)(\/ﬁ \/7)

JE e gy — (2 VRNV gy — L2\ p T — o — 1) de =

z+1—(z— 1)
372
% |:(x+gl)2 _ (w—gl)2:| _ %(3% _ 1 _ 2%) — 3\/3—3\/5—1.
1

2. Esercizio. Calcolare il seguente integrale:
§
/ sin(3x) cos z dx .
0

Risoluzione. Vale la formula Werner

sinacos B = %(sin(oz + ) +sin(a — B) .

Si ha quindi
Jo¥ sin(3z) cosz dx =

2
[~ cos(4z) — %cos(?x)}og = % (f% cos(§ —

(-32+1+3) =2

W
8

N

NI= N|=

11.3 Integrali immediati

1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:
(a fol xVx? + 1dz;
(b) [y 22v/323 ¥ 2dx;
_ 2z4+1
© Jo Varras ¢

)
)
)
(d) da;

fo \/27
(e) fl 61; dx;

(f) fo x sin 22 du;

(g) f01 22 sin 2® dx;
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(h) fo ze="" da
() Jo Rz das
0) f} B ar
(k) fo 1+;v2 dz.

(1) fo 1+;p8 da.
Risoluzione.
(a) Siha

371
folx\/xQ—I—ldac: ff (22 +1)7(2z)dz = & {(m El)ﬂ =12v2-1).
(b) Siha
571
Jy 2®V3a3 1 2da = L [(32° 4+ 2)3 (922) dar = 3 {W} = 2(5% -
1) = 255 - 212).
(c) Siha

1
1 x 1 —1 2 3)%
s %dwﬂo(ﬁw%) H2a + 1) do = [‘*“L -

2[Va?+z+3], =2(v5—V3).

(d) Siha
13
f03 L_dx = lf03(332 +2)73(2z)dr =L {(w +2)2} =11 - V2.

N 2
(e) Siha
2.1 2 1, 112 1
i Srde=— [[ ex(—zz)dx = [ea:} =—(ez —e)=e— /e
(f) Siha
folxsinx2 dr = %fol(sinxQ)@x) de = i[—cosz?]} =
1(1—cos1).
(g) Siha
fol a?sinzddr = % fol(sinx3)(3x2) dr = $[—cosa®|) = 2 — Lcos1.
(b) Si ha
Jo e de = =4 [ e (<20) dw = —3 [~y = J(1 - e7Y).
(i) Siha
fo SRLCRL dr = éfol s (2sinz cos ) do =
1log(1 +sin®1).
(j) Siha
1 1
1 1ttggzx dx f% tg%(]' +tgz)dr = [logtga:]lé = logtgl — logtg i =
tgl

N

[log(1 + sin®z)]§ =

N[ =
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(k) Siha
1 1
Jo 5z da = ; 5 HIQ dz = 1 [log(1 +x2)]0 = 1log2.

(1) Siha
1 8
o Tios AT = fo 1T (z7)2 4fo 1+(a:4)2

1 _ 1
ZArctgl—Z% 16°

423 dx = i [Arctg x“]é =

23
1+(2")?

11.4 Funzione integrale

1. Esercizio. Calcolare il seguente limite

y JE /T T tdt
xli% er® — 1 '

Risoluzione. Il limite e della forma %; per il teorema di De I’'Hospital si ha

JE /T tdt o 22VIF22-2 L 2V 2w
m = 1m 11m

- =2.
z—0 er® — 1 z—0 e 2 z—0 ex?

11.5 Integrazione per sostituzione

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale

62
/ loga|
1 z(logz +2)
Risoluzione. Si ha

/‘52 | log x| dm:/ez | log x| lda:
1 z(logz + 2) 1 logz+2 x

per sostituzione calcolando [ f(p(x))¢’ () dx attraverso fv((u)) fly) dy; come

funzione () consideriamo la funzione log z; poniamo dunque y = logx; per

x:éSihay:—l;perx:e,sihayzl;sihaquindi

2
e 1 1 1
/ | log z| 7dz:/ |y dy =
1 logx+2 x 1 y+2
0 1
/ ly| dy+/ ly| dy =
1 y+2 0o Y+2

0 1
Yy Y
¥y +/ Y gy
/_1 Y+ 2 Y Y+ 2 y

Integriamo
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0 1
22 22
- / yr2-2,4 / yra-2g
1 y+2 o Y+2

0 2 1 2
- 1=———1d 1=—")dy=
/1< y+2> y+[;< y+2> Y

— [y —2log(y +2)]°, + [y — 2log(y + 2)]y =

—(—2log2+4+1)+2—2logd+2log2=2log2 —1+2—4log2+2log2=1.
2. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:
1 ag1
(a) Jo ;:5 d;
(b) f1 1+f
(c) fo f+1
(d) fo 1+er de.
Risoluzione.
(a) Poniamo vz + 1 =t;sihaz+1=¢t 2 =1t>—1, % =2¢; per z = 0 si ha
t=1; perm—lslhat—f 51haqu1nd1
1 \/W _ _ V2
0 m+2 dx fl t2— 1+22tdt 2f t2+1 dt = 2[1 ttg-lkll dt =
2[1 1— oy )dt = 2[t — Arctgt]Y? = 2(v/2 — Arctg V2 — 1+ T).
(b) Poniamo /z = t; si ha x = t?; si ha d—’t” = 2t; per x = 1 si ha t = 1; per
x=2si hat=+2
Si ha quindi
2
) s de = IS o2tdt = 2 [V2( — ) dt = 2t — log(1 + 1))y =
2(v2 —log(1 + v2) — 1+ log 2).
(¢) Poniamo /z = t; siham:tged—j—%; per x =0 si hat=0; per z =2
sihat= \/5; quindi si ha
22 gy = [V Lopgr=2 [V L g
o Vr+1 _fo t+1 tdt o 1 At
Attraverso la divisione 3 : (¢t +1) si trova t3 = (t+1)(t?> —t+1) — 1; quindi
s13ha
3 _
i —t -+ 1-— t+1
SﬂqumﬁQL Arat=2 [ (-t 1- ) de =
D[ = 12 4t —log(1+ 1)) = 2(vV2)? — 2+ 22 — log(1 + v/2) =
%\/5+2\f—2—log*1+\/§) = %O\/i—Q—log(l—i—\/ﬁ).
(d) Poniamo e* = t; si ha x = logt; si ha ‘fi—f = %; per x = 0 si ha t = 1; per

r=1sihat=c.
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Si ha quindi

1 1 1
fo 1+eT = fl T+t dt = fl t(t+1 dt.
Siano A, B € R tali che

1
1) + t+1’

per ogni t € R—{0,—1}. Si ha
1=A(t+1)+ Bt
per ogni t € R. Dando a ¢ il valore 0 si trova A = 1; dando a t il valore
—1 si trova —1 = B, cioe B = —1. Quindi si ha
1 1 1

t(t+1) — ¢t t+1°
Quindi si ha
e
S s dt = [ (§ — gy) dt = [logt —log(t + 1)]§ = 1 —log(e + 1) + log 2.

3. Esercizio. Sia ¢ : R — R,t — t2?; sia f : R — R continua; calcolare

4
/ f(x) dx, sapendo che f(p(t)) =t, per ogni t € R.

Rlsoluz10ne Per ogni ¢t € R si ha <p ( ) = 2t qulndl si ha

Jy 1€

= ff(f))f fo )¢’ fo t2tdt = 2 f02 2dt =

s

2Q
38=

0
16
6,

11.6 Integrazione per parti

1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

(a
(b
(c
(d
(e
(f
(g
(h

)
)
)
)
)
)
)
)
(i)
)]
(k)

Riso

fol xe % dx;

fol x sin(2z) dx;

ff x log x d;

fol x Arctg x dz;

fol Arctg(2r) dx;

foé Arcsin(2z) dx;

fol (x4 2)3 cos(2x + 1) dx;
1o (2 +1)

1
fo log 3:‘2 dz;

f 2% Arctg(27) du;
fo Argsh(2z) dx.

luzione.
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(a) Siha
fol re Cdr = [—xeii]é + fol e %dr = [~xe " — e*“’](l) =—el—el41=
9,1
1—2e .
(b) Siha
fol xsin(2z) dr = [ (— cos(2z %)] —cos(2z) 3 dx =

-3 (?08(236)](1J +3 fo cos(2z) dx [—§ cos(Qx)Ll) + [3 sin(2x)}(1) =
[—1cos(2z) + 1 sin(2x)](1) = —1cos2+ Lsin2.
(c¢) Siha

2 2
ffmlogxdx = [“—;logx}l - ffg—z%dx = {’”—;logaz]l - %ffmdx =

. 2
[g—zlogaj— %xQL :210g2—1+%:210g2—%.

(d) Si ha
' Arct xdm— l z2 Arctg x|} — 1lx—22d$:
0 g g 0~ Jo 2T+x
(32 Arctgx] (1 - a7 Ls)dw = [§2? Arctgz — 3z + 5 Arctga] =
L Arctg1 — —|— Arctgl =Tal
2 £ 2
(e) Siha
fl Arctg(2:c) =[z Arctg(Qx)] 01 iz dr =
1
[z Arctg(22)]y — 1 Jg 1+4x2
[x Arctg(2x)] }l [log + 42?) ]
Arctg2 — l log 5.
(f) Siha
1 1 1
Ji& Arcsin(2z) dx = [z Arcsin(2x)]§ — [ x\/ﬁ dr =
1
[z Arcsin(2x)]¢ + § fo (1 —4x)~2(—8x) dx =
113 1
[x Arcs1n(2x)]§ + 3 [(1_4;)2] = [ Arcsin(2z) + 3v1 — 4a2]} =
0
%Arcsinl — % =7- %
(g) Siha

1
/ (z +2)3cos(2x + 1) dx =
0

B sin(2z + 1)(z + 2)3]; — /01 %sin(Qx +1)3(x +2)*dax =
50+ 2) sin(za + 1>I 3 [ nrene + =
B(x +2)3sin(2z + 1)} : -
3 1
2

0

1
({—; cos(2z + 1)(z + 2)2} - /0 —% cos(2z + 1)2(z + 2) dx) =
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1

[;(:z: +2)%sin(2z 4+ 1) + Z(m + 2)2] ; - ;/0 (x4 2)cos(2x + 1) dx =

1

{;@+2fﬁMMH4J+i@+2FL—

1

g (B sin(2z + 1)(z + 2)]0 - /01 %sin(l’r +1) dw) =

1

[;(x +2)3sin(2z + 1) + %(m +2)% — Z(w + 2) sin(2z + 1)} . —

3 1
+- / sin(2z + 1) dx =
4 Jo

[;x+m%m@x+n+im+2f

1
fé(x +2)sin(2x + 1) — 3 cos(2z +1)| =
1 8 .

27

9 3 3 3
?sin?)—l—zcos?)—Esin?)—gcos?)—4sin1—3(:osl—|—§sin1+gcosl:
45

. 51 5 . 21
Z81n3+§cos3—§sml—§cosl.

2 2 2
1 1
/ log (2 + 1) der = / log Jr;ﬂ dx =
1 x 1 €z

(h) Si ha

1+227° 2 22 2z2® —22(1 4 22
zlog 5 — x 5 7 dex =
z 1 1 14z z
y 1+22]° /22x3—2m—2x3d
xlog ——| — ————dz =
& Y x(1+ x2?)
2 2 2 2
1+ 22 1 1+
[mlog = L—&-Q/l mdm: [mlog = + 2 Arctgx 1:
5 25
2logZ—|—2Arctg2—log2—2Arctg1:2Arctg2+log§—g.

(i) Tendendo conto dei calcoli che seguiranno, integriamo per parti scegliendo
come primitiva di 1 la funzione x + 1; si ha

1 1 _
1—|—x} _/( 1)3—|—m3—|—x (1—|—x)dx:
0

I+ (B+z)?
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1

1
+$] —2/ dx =
+x], 0 3+
1
—2log(3 =
342 og( +$)L

1
[(x—k 1) log R

1 1 3
210g§ —210g4—10g§ +2log3 = —6log2+ 3log3 = 3log1 .

(j) Siha

1 1 1

Ji? @® Arctg(2x) do = [a* Arctg(22)] 2 — [F ot 2@)22d$ =
1 1 4

[12* Arctg(2x)]g -3 fZ ﬁ dx.
Eseguendo la divisione z* : (422 +1) si trova 2! = (4a? +1)(32* — %)+ &
Si ha quindi

z'1 1 1 s
T+dz2 Z‘r4 - E) + 1-&-15562
Si ha quindi

1 .
[ 4Arctg(2x)]0j -5 02 ﬁ dx =
[12* Arctg(22) ]g ) fo (%Q‘A — 1) + %61-#-}1372) dr =
1

1 2151 1

[1 * Arctg(20) — 15 + o }0 — 5 o TrEep2dey =
1

1.4 12 1.2 _ 1 3

[Zx Arctg(22) — 55 + ﬁx}o —3 o 1+(2:c) s2drg =
1
X 1
[im‘l Arctg(2z) — §% + 352 — Arctg(Qm)}O =
lizfil+ilfil—ifi— 2 _ 1
4164 ~ 248 7322 644 64 192 192 _ 96"
(k) Siha f, Argsh(Zx) do =

[z Argsh(2z)] fo 1+4m2 dr =
[x Argsh(?x -3 fo (14 422) 28z dx =

(1+4x2)2
1
2

[ Argsh(2z) — 3V1 + 422 -

Argsh1 — %er%

)"
[ Argsh(Qx)]O -3 ]0

11.7 Integrazione delle funzioni razionali

1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

1 1 .
(a) J, s da;
(b) fo 312+1 d;

(c) fo 21 d;
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(d fO I+1

fle 3a:+2d )

)
)
£) [2 2t g
)
)
)

(e
(

i1 22

g 2 243 dx

(
(h fl z3+212 d(ﬂ,
(1 x +1

0 r2+3x+2
Risoluzione.

(a) Siha

1 $4+m3

dr.

fo $2+2 =2 fo = )2+1 dr = 5 [ (Z)?+1v2 2
% Arctg %

(b) Si ha
fhstmde = Ll hegVEdr = g [Arctg(vBa)),
% Arctg V3 = %%

(c) Eseguendo la divisione 22 : (x +1) si trova 22 = (z+1)(z — 1) + 1. Quindi

81ha?—x 1+— Quindi si ha
2
Oerl fo T— 1+I—+1)dx—[f —z+loglz +1|]; =2-2+log3 =
log 3.
(d) Siha
e—1 _ atl-2 _ 1 _ 2
r+1 x+1 x+1°
Quindi si ha fol It doe = fo - 25)de = [z —2log(x +1)]§ = 1 —2log 2.

(e) Sihaz?—3z+2=(x—2)(x—1).
Quindi esistono A, B € R tali che
1 i 4+ B

2 —-3x+2 = z= r—1"
quindi si ha 1 = A(z - 1)+ B(zx — 2).
Per x = 1si trova 1 = —B; quindi B = —1. Per x = 2 si trova 1 = A.
Quindi si ha
1 1

1
22 3x+2  x—2 x—1°
Si ha quindi
0 0 0
S e = [0 (75 - 55) do = llogla — 2|~ logla — 1]1%, =
log2—log3+log2—210g2— 2 3.
(f) Siha 2*+ 22 = 22(22 + 1).

Quindi esistono A,B,C,D € R tali che
x+4 — + + CT+D
42 241 -

Si hax+4:Ax(x +1)+ B(2? + 1) + (Cx + D)z?
Per x = 0 si trova 4 = B; quindi B = 4.
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Quindi
r+4 = Ax(2® + 1) + 4(2% + 1) + (Cz + D)2?, quindi
—42% + 2 = Az(2? + 1) + (Cz + D)2?, quindi
(—4z + 1)z = Az(2? + 1) + (Cz + D)2, quindi
—dz+1=A(2*+1)+ (Cz + D).
Per x =0 si trova 1 = A; quindi A = 1.
Quindi
—4z+1=22+1+ (Cx + D)z, quindi
—2? — 42 = (Cx + D)z, quindi
(—x —4)z = (Cx + D)z, quindi
—x —4 =Cz+ D, quindi
C=-1,D=—-4.
Quindi si ha
TTMES W Y
x4z x T x2+1

Si ha quindi
® _odd dxsz (l—l-i— z+4) dx =

1 z4+422 T z2 241
S (3 - 3 ke ) de =
[logz — 2 — Llog(a? +1) — 4Arctg1:]i =
log2 —2 — %log5 —4 Arctg2 + 4+ %log2+4Arctg1 =
%logQ - %10g5—|—2 — 4 Arctg2+ 7= %logg +2—4Arctg2 + .
Si ha z* + 23 = 23(z + 1).
Quindi esistono A, B,C, D € R tali che
Hh A BT ST 2
Siha z+3 = Az*(x +1) + Bx(z + 1) + C(z + 1) + Dz>.
Per x = 0 si trova 3 = C; quindi C' = 3.
Quindi
r+3=A2*>(x + 1)+ Bx(z +1) + 3(z + 1) + D23, quindi
-2z = Az*(z + 1) + Bx(x + 1) + D23, quindi
—2 = Ax(z +1) + B(x + 1) + Da?.
Per x = 0 si trova —2 = B; quindi B = —2.
Quindi
—2=Az(z + 1) — 2(z + 1) + Dz?, quindi
22 = Az(z + 1) + Da?, quindi
2= A(z +1) + Dz.
Per x = 0 si trova 2 = A; quindi A = 2.

Per x =1 si trova 2 = —D; quindi D = —2.

Quindi si ha
43 _ 3 _ 2 4 3 2
zi4+x3 T =z 2 3
Si ha quindi
2 2

z+3 dx:fl (ﬁ_l+i_ 2 )dCC:

1 zi4a3 T z2 z3 r+1

[2logz+ 2 - 31 +21og(x+1)]? =

r+1°
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210g2—|—1—7—210g3—2+ +2log2 =
3log2 — llog5+2 4Arctg2 +m=4log2—2log3+ & =2log 3 + &.
(h) Si ha 23 + 222 = 22(z + 2).
Quindi esistono A B,C € R tali che
1 _7_’_ > 4 e
12(z+2) x+2°
Sihal= Ax(x+2) + B(x +2) + Cx?, per ogni = € R.
Per x = 0 si trova 1 = 2B; quindi B = %
Per z = —2 si trova 1 = 4B; quindi C = 3
Quindi
1= Az(z+2) + i(z +2) + 122, quindi
4 =4A2%*(x + 1) + 22 + 4 + 22, quindi
—? — 22 = 4Ax(x + 2); quindi

. —z(x + 2) = 4Ax(x + 2); quindi

L —1=44A=—1

Quindi si ha

_ 11 11 1 1
Pior — i1z tiwm timm
Si ha quindi
2 2
R de = f7 (-3 - 41k + 1) do =
2 2

bl-lona— 2+ bloalo-+ 21 = } (o =22 - 112 =

F(blog2— —f ~ Tlog3+1) = 5 (1~ blog3) =1 - 1o
(i) Siha

241 _ 2®43242-3z—2+1 3z+1
P 4T = T n gy dr =1 - g d
Si ha

2?2 +3x+2=(z+1)(z+2).
Esistono A, B E R tali che

dr = + B

2+31+2 z+2°

Si ha

3r+1=A(x+2)+ Bz +1).

Per z = —1si ha =2 = A; quindi A = —
Per z = -2 si ha —5 = —B; quindi B = 5.

Sl ha, qulndl m dCC = T—'rl —+ m

Si ha quindi [, #t}ﬁdxzfo (1+m—m> dx =

[z 4 2log(z 4+ 1) — 5log(z + 2)]5 = 1 4 2log2 — 5log3 + 5log 2 =
1—5log3 + 7Tlog2.

z+1

11.8 Integrazione di alcune funzioni irrazionali
1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

fz ﬁdx
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(b)
()
(d)

2 1
e) fo (22 +3z+1)v2z 1

16

1

64

1

) Jo

f+f

1
f+f da;

:c+1

dx;
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dx;

4 2z—x
£ Jo f+\1f dz;

Risoluzione.

(a) Poniamo v/r — 1 =t¢. Si ha x — 1 = t?; quindi = 1 + ¢?; quindi % = 2t.

Per x =2sihat=1; per x =3 si hat=+2.

Si ha quindi

(L4267 +t) dt =

Jy A= d fl W+ oy gt = 2 [V2
2[t+2t3+ tﬂ _2(f+22\f+ Mv2-1-2-1)=
2(47 _@)_94 _ 56

15 15 15 15°

Poniamo /z = t. Si ha x = t*; quindi Z—f
per x = 16 si ha t = 2.
Si ha quindi

2 42

1 b de = [P At dt =4 [0 d
Eseguendo la divisione ¢ : (t + 1) si trova
t2=0t—-1)t+1)+1

Si ha quindi

2
gr=t-1+a7

Slhaquindiélf1 H—ldtzélff( —1+t+1) dt

432 —t+log(t+1)] +1% =
4(2—2+1log3—3+1—log2) =

4(1 +1log3) =2+ 4log32.

Poniamo /z = t. Si ha z = t5; quindi %
per x =64 si hat = 2.

Si ha quindi

f164 m dr = f12 ﬁ&g) dt = 6f2 tfl
Eseguendo la divisione ¢ : (t + 1) si trova
B=—t+1)0t+1) -

Sl ha quindi

— 42

Slhaquindi6f1 mdt:6f12(t2—t+1—t+—1

6]
6 (
6 (5

35— 3t2+t—log(t+1)] +1% =
—2+2- 10g377+771+log2) =
+1log2) =11+ 6log 23.

Q‘)—ACAJ\OOCOM—A

= 4¢3,

Perz =1sihat=1;

=6t°. Perz =1sihat=1

)dt:
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(d) Poniamo \/71 = i Risulta 5 = t2; quindi * = xt? + t?; quindi
2(1 —t?) = t%; quindi 2 = 1i2t2'
Si ha quindi
de  2t(1—t*)+ 204> 2t
d  (1-t2)2  (1—-12)2

PerszsihatzO;permzlsihat:\/g.
Si ha quindi

2

fo 71 do = ft(l 2:2)2 dt = 2f0 (t2 12 dt.
Siha (t2 —1)2 = (t — 1)%(t + 1)
Esistono A, B, C, D tali che

2 A L, B ,C¢ D
t2—-12 t—1 (t—-12 t+1 (t+1)2

Si ha

F=At-1)(t+1)2+Bt+1)*+C(t—1)2(t+ 1)+ D(t — 1)°.
Pert=1si hal=4B; quindi B =
Per t = —1 si ha 1 =4D; quindi D
Si ha quindi
=At-1){t+1)?+1t+1)2+C(t—1)*(t+1)+ +(t — 1)% quindi
U2 =4A0t—-1)(t+1)2+ 12 +2t+1+4C(t —1)%(t+ 1) +t* — 2t + 1; quindi
2(t2 — 1) = 4A(t — 1)(t + 1) + 4C(t — 1)2(t + 1); quindi
2=4A(t+1)+4C(t — 1); quindi

1=2A0t+1)+2C(t—-1)=

Per t =1 si hal=4A; quindi A = %.

Per t = —1si ha 1 = —4C; quindi C = —i.

Si ha quindi

|| e

1 1 1
@12 di—1 " 4@—1? di4laure
Si ha quindi
2 [VE pdt=2VEi(1 g1 a1 gy
0 t2 1)2 - 0 4t—1 4 (t—1)2 4 t+1 4 (t+1)2 -
[log|t—1| A —loglt + 1] — t+1} =
1 19— 1 11— 1 a1 _
(1og|f 1= log| (/5 +1] \/}1*—1“)
%(log‘l Vol f 1Og‘1+f ﬂ)z
2 f+2+f 2) _
3 (o8 1573 ) -

V2 -2
log(f -1 +v2

N|—
—~
—
o
o
—~
—_

|
=
~
[
+
[N}
s
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(e) Poniamo v/2x + 1 —t.
Si ha 2z + 1 = t?; quindi z = $(* — 1).
: dr __
Siha 57 =t.
Per x =0, si hat =1; perx:%,sihatzl
Sl ha qulndl

f2 S — tdt =
2 1
0 (2z +39:+1)\/2:v+ ( (t2 1) +3t2 1+1)
1
1 tA— 2t2+1+3t2 3+1 f1 td— 2t2+1+3t2 3+2 dt_2f1 t4+t2 dt.

Siha tt+2 =2(t2 + 1).

Esistono A, B,C, B € R tali che
1 _ A, B, Ci4D
2@+ ot T T e

Si ha
1=At(t*+1)+ B(t* + 1) + (Ct + D)t?, per ogni t € R.
Per t =0, si ha 1 = B; cioe B = 1.
Si ha quindi
1=At(t* +1) + > 4+ 1 + (Ct + D)t?; quindi
. —t* = At(t* + 1) + (Ct + D)t?; quindi
. —t=A(?>+1) + (Ct + D)t, per ogni t € R.
Per t =0, si ha 0 = A; cioe A = 0.
Si ha quindi
—t = (Ct + D)t; quindi
. —1 = Ct+ D; quindi
C=0,D=-1.
Si ha quindi
1

-1 _ 1
2(t2+1) 2 241

Si ha quindi

2 [} it di =2 [ (& — o) db =2 [~ — Avetgt] 1

2 (—7 — Arctg2+1+ Arctgl) =2 (% + % — rctg2) =5 +1—2Arctg?2.
(f) Poniamo /z = t.

Si ha 2 = t2.

Si ha 4 = 2¢.
Per x =0,sihat=0; perx =4,sihat=2.
Si ha quindi

42 Vi _ 22?43 2 _*491?
fo ffgfu dx 1 t+1 2tdt—2f t+1 dt.

Eseguendo la divisione (—t* 4 2t2) : (t + 1) si trova
—t4 12 = (t + 1)(—t3 + 3t2 — 3t + 3).
Si ha quindi

—t* + ¢ 3 a2 3
— =3 -3t +3 - —— .
t+1 N T
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Si ha quindi

2 4 2 2
Ay 3
2/ ;dtzz/ 43 -3t 43— —— | dt =
o t+1 0 t+1

2

1 K\,
2{—41544-15‘3—2t2+3t—3log(t+1)} =2(—4+8—-6+6—3log3) =
0

2(4—3log3)=8—6log3.

2. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

) fol V- %dw;

(b)
()

2sh1 2

1 1+ 5 dx;
2ch1

5 \/ — ldx;

Risoluzione.

(a)

Poniamo x = 2sint; si ha fl—f = 2cost. Per x = 0 possiamo scegliere t = 0;

o . . _/ . 1 T
per = 1 possiamo scegliere t = Arcsin 3 = &.

Si ha quindi

fol V1= % de= fO% \/1— %ﬂzt 2costdt = 2f0% V1 —sin®tcostdt =
QIOE Vcos? tcost dt = 2 [,f |cost|costdt =2 [5 cos2t§t =

2 [° 1+C°S(2t) dt = [°(1+ cos(2t))dt = [t + 3 sin(2t)]? =

5+ 751117 =gt ‘f

Poniamo x = 2sht; si ha & ¢ = 2cht. Per x = 0 possiamo scegliere ¢ = 0;
per x = 2sh 1 possiamo scegliere t = 1.

Si ha quindi

SR 2 de = [ 1+ 202 ochidt =2 [ V1 +shtchitdl =

2 [} VehZtehtdt =2 [ ch®tdt =2 [,y PO — [ (ch(2t) + 1) dt =
[$sh(2t) + 1], = ssh2+ 1.

Poniamo = = 2cht; si ha —”3 = 2sht. Per z = 2 si ha 2 = 2cht; quindi
cht—1; possiamo quindi 5ceghere t=0;perx=2chlsiha2cht=2ch2;
quindi cht = ch 2; possiamo scegliere ¢t = 1.

Si ha quindi

SRR e = [ (/A2 1 9shitdt =2 [, \/ch®t — 1shtdt =
2]0 VshZtshtdt =2 [} | sht\shtldt— 2 [l sh?tdt =2 [} RCOTL

Ji (ch(2t) —1)dt = [Lsh(2t) — ], = 1sh2 - 1.
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11.9 Integrazione di alcune funzioni trascendenti

1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

(a) Jo 5 dos
1 o
(b) fy o=rergers da;
1
(e) Jo lem dz;
1 .
(d) Jo" swareoss 4o
(e) O1 co:§f+2 dl‘
(f) f cos(2x) da
0 2+cos(2z) '
Risoluzione.
(a) Poniamo e* = ¢. Risulta x = logt e ‘fl—f = %; per x = 0, si ha t = 1; per
r=1sihat=e.
Si ha quindi
1 3—¢” 1
0 irem dr = [ 1+tf2 dt = fl T 1+t2)
Esistono A, B,C € R tali che
8-t __ A BitC
t(14t2) t t2+1 °
Si ha
3—t=A(t*+1)+ (Bt+C)t;
per t =0 si ha 3 = A; quindi A = 3.
Si ha quindi
3—t=3(t*+1)+ (Bt + O)t, cioe
=3t —t = (Bt + O)t, cioe
(=3t — 1)t = (Bt + C)t, cioe
3t—-1=DBt+C:
si ha quindi B=—-3e (C = —
Si ha quindi
=t =3 _ 3l
12 — 241
Si ha qulndl
e(3_3 3 1
f1 t(1+t2 = fl (? - t‘ﬁi) f1 (7 - t24t-1 - m) dt =
N (% -2 t2+1(2t) t2+1) dt = [3logt — $log(t? + 1) — Arctgt]| =
3—32log(e?+1)— Arctge+ 3 log 2+ Arctg 1 = 3+§log%+1—Arctge+ z.
(b) Poniamo e* = t. Risulta z = logt e % = %, per x = 0, si ha t = 1; per

r=1sihat=e.
Si ha quindi

1 5+e” _ (e _ 5+t 1 _ t45
0 Toreigem AT = || oomrmp At = f1 W=t 9t

Sihat? -7t +12 = (t —3)(t — 4).
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Si ha quindi
t+5 _ t+5
T2 —Tt+12)  (i—3)(t—4)"

Esistono A, B,C' € R tali che

t45 _ A + + - C
—3)(t—1) — =
Si ha
t+5=A0t—-3)(t— )+maf)+cw7m.
Per t =0 si ha 5 = 124; quindi A =
Per t =3 si ha 8 = —3B; quindi B =
Per ¢ =4 si ha 9 = 4C; quindi C = —?
Si ha quindi

|~\

§
3

__ 5+t 51 81 91
wi—3)(t—4) 12t 3t-3 ' 4i-4-
Si ha quindi

45 _(e(s51_8_1 9.1 _
IHZHH2dL_L(ﬁ? §‘§+1;1>ﬁ—

€

[1210g|t‘ 310g|t73|+%1 g| |]1
—2log(3—e)+Flog(4—e)+5log2—Flog2 = 5+ 5 log 2= + § log 45¢.

Poniamo 2% = t.
Si ha z = log, t.
: de _ _1 1
Si ha at = 10g2z.
Perx =0,sihat=1;perx=1,si hat=2.

Si ha quindi

1 2 2
1 1 11
/ dx:/ Lat= 1/ Ly
o 1427 1 1+tlog2t log2 J; t(t+1)

Esistono A, B € R tali che

1 _A B
tt+1) ¢t t+1

Si ha
1=A(t+1)+Bt,
per ogni t € R.

Pert =0sihal=A; quindi A =1. Pert =1 si ha 1 = —B; quindi
B=-1.

Si ha quindi

Si ha quindi

I 1 /1 1
dt = ———— | dt=
log2 Jo t(t+1) log2 Jo \t t+1
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1 2 1
logt —log(t+1)]; = —— (log2 — 1 log?2) =
log 2 108t ~log(t+ DIy = 175 (log 2 —log 3+ log 2)
1 log 3
—— (2log2 —1 =2- .
10g2( 8 083) log 2

(d) Poniamo tg 5 = t.

Si ha z = 2 Arctgt.

: de _ 2

Slham—l_"_tz.

Per x =0,si hat=0; per x = 7, si hat=1.
. . _2

Si hasmx:%ecosx:h—ttz.

Si ha quindi

z 1 1 1 2
/ in 2 + cos dx:/ T
0 S T COS T 0 1-‘1—7152—’—@ +

* 1
2 —at.
/0 2 -2t —1

Sihat?—2t—1=0seesoloset=1%+/2;si ha quindi t* — 2t — 1 =
(t—(1+vV2)(t - (1 -v?2)).
Esistono A, B € R tali che
1 B A B
(= +VD)E—(1—VT) t—(1+vD) t—(1—-2)

Si ha

1=A(lt—(1-v2)+B(t—-(1+V2),
per ogni t € R.
Pert=1—+2sihal=B(1—-+v2-1-+2; quindi 1 = —2/2B; quindi
B=—¥2 Pert=1+v2sihal=A(14+v2-1+2; quindi 1 = 2/24;
quindi A = g.
Si ha quindi

1 V2 1 V2 1

t—(+V2)t—(1-v2) 4t—-(1+v2) 4t-(1-v2)

1 1
2 — _at=
/0 2 -2t —1

V2 1 V2 1 B
_2/0 <4t1\/§)_4t1+\@)> it =

Si ha quindi
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1
7? [log|tflfﬂ|flog\tfl+ﬁ|} :fﬁ [log
0

“1+v2|

Poniamo tgx = t.
Si ha z = Arctgt.

: de _ 1
Sl ha ﬁ = 13
Si ha cos?x =

V2 —-1-2
— log
2 2 V2 -1

1 1
tg2x+1 — t241°
Perx =0,sihat=0; perx=1,si hat=1tgl.

Si ha quindi

/1 tgr /tg oot Lo /tg ! t "
_ %t e = L — v
o cos?x+2 0 +282+1 o 1+2t2+42

t2+1

tgl t 1 tgl 4
| mmsit=1] mgit-
0o 2t2+3 4 )y 22+3

1
Z(1og(2 tg? 1+ 3) —log3) =

[log(2t2 + 3} el

»-b\»—‘
Wl N

1
4
< tg21—|—1>.
Poniamo tgz = t.

Si ha x = Arctgt.

: de _ _1
Slhad—ffH_ﬁ.
Perx =0,sihat=0; perx=7,sihat=1.

Per le formule parametriche si ha cos(2z) = L‘r—g
Si ha quindi

1—¢2

_cos(2x) _ T2
fo Srcos(2n) 4 = fo o+ ltt 2 1+t2 fo (t2+3)(t2+1) dt.

Esistono A, B,C, D € R tah che
112 — At+B | Ct+D
@ F3)(2+1) — 243 241
Si ha
1—t? = (At+ B)(t* + 1) + (Ct + D)(t* + 3).

Si ha quindi

A+C=0
B+D=-1
A+3C=0
B+3D=1

Si ha quindi
A=0,C=0,D=1, B=-2.
Si ha quindi

1—t2 _ 1 2
EF3)(12+1) — 241 243"

t—1—+v2
t—1++2

155
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Sl ha quindi

Jy w5 f -
0 (2+3)(t2+1) (t2+1) 0 t2+1 2

1 2
fo t241 dt — 3

\/’,

[Arctgt QfArcth =

s
4

<
m\:\
/N
N
Il
offy
N—

11.10 Integrali di vario tipo
1. Esercizio. Calcolare i seguenti integrali:

(a) ff zlog (1+ 1) du;

(b) ff log (z + %) d;
(Si puo utilizzare la formula

i a:zlfp;li&-q dr = alog /22 +px +q+

2b—pa AI‘Ctg 2z+p

dove p? —4q < 0.)

(© J7 e .

z log x

(d) f§1 | sin x cos x| dz;

sin z42
1llog6 i
) f02 ® de
Risoluzione.
(a) Siha
[y zlog (14 1) doe = fl zlog “H do =
1 112 1 :
[32° log £F ]% I3 2mi1 (_P) dr =
[%x2 log z;;rlh + % fl o1 dr =
1 2.1 z+1-1
[32%log 25 + § [ 25t do =
2 2
[3e1og =207+ 4 7 (1= o) do =
[322log “H 4 1o — Llog(z + 1)} = 2logf—llog3—flog2—7+ log2 =
2log 3— 210g2 1log3+3 = 2log3—2log2+1 = log T+1=log 3f+7
(b) Siha
[ log (z + %) do =[] do =
[m log 1:;?3}2 - f12 56123 3x2x2_jf(1+x3) dx =
1
2 zt—2x z3
[xlog 1153}1 - (11;31)1 Lo =
572 x°— z
o 32— 2 22 -
[xlog 1’;53} B ff ”fi;? dr =
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2
|:I IOg 1+z ] f2 z341-3 dr =

1 14ax3
[1og

]2 f1 ( _1+:1:3) dr =

[xlog 1+g° fscL +3f1 mdw.

Slha
P +1=(@+1)(z2®-z+1).

Esistono A, B,C € R tali che
1 A Ba+C

341 Tzl z2—x+1"
Si ha
1=A@*—2z+1)+ (Bz+C)(x + 1);
per x = —1siha 1l =3A; quindi A = %
Si ha quindi
1=1@?—2+1)+ (Bz+O)(z+1);
quindi 3 =22 -z + 1+ 3(Bz + C)(z + 1);
quindi —2% + 2 + 2 = 3(Bz + O)(x + 1);
quindi —(z 4+ 1)(z — 2) = 3(Bz + C)(x + 1);
quindi —x + 2 = 3Bz + 3C;;
quindi { 30 =—1

3Cc=2 7
quindi B = —§ A= %
Si ha quindi m = %— - %

Si ha quindi
2
[xlog H“"’: — JUL +3f12 —Lidr =

1423
,x2+3f2 11 1 2=2 \ g
1 1 \3z+1 3 x2—z+1
2
{J;log1+ﬂr —x—l—log(m—i—l) - fﬂfi;ildx:

2
[wlog B — &+ log(z +1) - logVITTFI =4 Arctg 2251 =

1
210%%—2+10g%+\/§Arctg\/§—log2+1—log2—fArCtg§:
Slog3 —6log2 —1++/3% — /3% = 10g81\f 1+\f

Si ha
Vl—i—logacd \/1+logw1d
f xlogx f logz =«

Posto t =logz, si ha

f 3 \/1+logz 1 dr f3 \/th

" logx =«
Poniamo v/1+ ¢ = u; si ha 1 + ¢ = u?; quindi ¢ = u? — 1; quindi %:QU_
Pert =1, si ha v = v/2; per t = 3, si ha u = 2.
Si ha quindi
3 I+t 2 _
fl \/tTdt ff212udu_2f\/§u2 1du_2ffu 1+1du:

w2 —
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Si ha
u? —1=(u—1)(u+1).
Esistono A, B € R tali che

1
u2—1 "~ wu—1 + u+1-

Si ha

1=A(u+1)+B(u—1).

Per u=1,si hal=2A4; quindi A = %

Per w = —1, si ha 1 = B(—2); quindi B = —

Si ha quindi
1 11

1
5
1 1.1 1 1

u?—1 "~ 2wu—1 2 u+1l"

Si ha quindi

fﬁ (24——— TH) du = [2u+log(u—1) log(u+1)]%/§:
2
— V2-1 _
[2u+logu+1}\/§—4+log%—Q\f—log\/;_&—
4—log3—2\f—1og‘/§_1

V241’
Si ha
T |sinz cos z| 0 |sinzcosz| T |sinz cos z|
f,% sin x+2 d f,% sin x+2 d$ + fO sin x+2 d
0 sinx cos 1 sinxzcosx
f—% ~ sin r+2 d.]? + fO sin x+2

0 sin & sin &
—J 2 Sngip cosTdT + fo Stz COSTAT.

Posto nei due integrali sinz = y, si ha

0 sin x < T _sinx < _
— st cosxdm—t—fo Lo coswdr =

0
N f,g y-zi!-Q derfO y+2 dy =

0 y+2—2 +2-2 —
— e A dy+f02 Y dy =

0 va

_f—§ (1:m) dy + Jy? (1_m) dy =
—ly—2logly +2|)° 5 + [y — 2logly +2[p” =
—(—210g2+ﬁ+2log< —§)>+§—2log(2+§>+2bg2:

2log 2 — f 210g4‘[ ﬂ—Qlog%‘/ﬁ+21og2:

410g2—21og(4 \f)+210g2—210g(4+\@)+210g2 =
8log2 —2log14 = 8log2 — 2log2 — 2log 7 = 610g2—210g7:10g%

[

Poniamo v/3 + €2* = ¢t; si ha 3 + 2! = t2; quindi €2* = t* — 3; quindi
2 = log(t2 3); quindi x = §log(t* — 3). Si ha quindi

doe _ 1 _
dt — 21— 12t 2'

Perx:051hat:\/3+1:\/41:2.Perx:%10g651hax:
V3 +elogb = /316 = /9 = 3.5i ha e** = (27)2 = (12 — 3)2.
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Si ha quindi

log6  tv 3 (12-3)2
Jo * @x_fz( T g dt fz =
(33 —=3t],=9-9-5+6="1.

2. Esercizio. Calcolare il seguente integrale:

4 1
/1 Vit ”

Risoluzione. Risolviamo l'esercizio in due modi

(a) Primo modo: per sostituzione.
Poniamo /z = t; si ha z = t?; quindi ili—f = 2t; per x = 1si hat=1; per
r=4sihat=2.
Si ha qu1nd1

fl f(1+w fl t(1+t2)2t dt = 2f1 1+t2 dt =2 [Arctg t]
2(Arctg 2 — Arctg 1) = 2(Arctg2 — ) = 2 Arctg2 — §

(b) Secondo modo: come integrale immediato.
Sl ha
1

4
fl f(1+m dx—fl 1+x\/5d$_2f1 1+(f)22f z = 2[Arctg /2], =
2(Arctg2 — Arctg 1) = 2(Arctg2 — 7 ) = 2 Arctg2 — 7.

3. Esercizio. Calcolare il seguente integrale:

™

/ sin(2z) cos x dx .
0

Risoluzione. Risolviamo l'esercizio in due modi

(a) Primo modo: come integrale immediato.

Si ha i
Jo? sin(2z) cosx dx = [? 2sinx cosx cosx dx =
- 2]0% cos? z(—sinz)dr = -2 [3cos’z|? = —3(0—1) =2

(b) Secondo modo: per decomposizione, usando le formule di Werner.
Vale la formula Werner

sinacos B = %(sin(a + ) +sin(a — 3) .

Si ha quindi
o sin(2z) coszdx = [? 5(sin(3z) + sinz) do =

5 [—3 cos(3z) — cosm]f 1 (—%cos(Em)—cosT+3+1)=123=2

jusy
2
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4. Esercizio. Calcolare il seguente integrale:

1
1-2%
| e
0 1+2z

Risoluzione. Risolviamo l'esercizio in due modi

(a)

Primo modo: integrazione per sostituzione.

Poniamo 2% = ¢; si ha x = log, ¢; quindi Z—f = perx=0sihat=1;

. tlog27

perx =1sihat=2.
Si ha quindi

11-2% _ r21-t_1 1—t

0 1327 dr = Ji I+t tlog 2 10g2 f1 He+1) dt.
Esistono A B 6 R tali che
-t _ A + B
T+ f+1
Si ha

1—t=A(t+1)+ Bt
Pert =0sihal = A; quindi A = 1. Per t = —1 si ha 2 = —B; quindi
B=-2.

Si ha quindi
1—t 1 2

tt+1) — t  t+1-
Si ha quindi

1
log2 fl t t+t1) dt = log2 1 (? - m) dt = log2 [logt - 210g(t + 1)]

@[log <t+1>2} = g3 (log 3 —log }) = g log § =
(310g2—21og3)_3_210g3

log2°

log2
Secondo modo: per decomposizione e come integrale immediato.
Si1 ha ) )
1-2° ;. rliyom_209% 5 2@ _
0 Tor dr = Jo - de = (1—21+7) dz =
1

1

Jo da—2 log2f0 572" log 2dx = |« [ 1nglog(l—i—QI)}o =

log 3
1-— log210g3+10g2log2—3 21022.

5. Esercizio. Calcolare il seguente integrale:

log b 6235
——dx .
log 2 er —1

Risoluzione. Risolviamo l'esercizio in due modi

(a)

Primo modo: integrazione per sostituzione.

Poniamo v/e* —1 = t; si ha e — 1 = t2; quindi e* = t? + 1; quindi ha
z = log(t? + 1); quindi % = t2+1, per z = log2 si ha t = 1; per z = logh
si ha t = 2.
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Si ha e2® = (2 +1)2.

Si ha quindi

log5 2@ 2 (1241)2 2

flogg2 \/:%ﬁdm:ﬁ (tt) t22i1 :2f1(t2+1)dt:2[%t3+t]1:
2(83+2-1-1)=2.

(b) Secondo modo: per decomposizione e come integrale immediato.

Si ha
log 5 EQT dr — log5 g2 _c® +e _flogS e (e”—1)+e” dr —
log2 /e2z—1 €T = log 2 Ve2zr — log 2 Ve2r —1 T =
log5 (e”(e®—1) e’ _
log 2 (\/621_1 + = dx_
log5 T 55T T -1 = —
log 2 ((e —1)%e” + (e* —1)"2¢e%) da =
log 5
z 3 z 1 P log 5
—1)2 —1)2 3 1
[<e 7+ g } =2 [j(e" - e - Y] =
2 2 log 2 log 2
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Capitolo 12

Sviluppi in serie

12.1 Limiti

1. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

. rz—Arctgx .
(a) limg o sinz(l—chz)’

. shx—sinx .
(b) lim, 0 Arctgz—2a’

. shxsinz—2+2coszx .
(C) limg 0 (v/1+2—1)2 Arcsin 22’

(d) limg 0 %;

(e) lim, o W;
(f) lim,_o Smi}ég(?f;?f*ms;
(g) limg o T2V 0%,
()t

(i) limg,—o4 %

- 2.
Y12z Y1+322—e5” cos(2z)
0 1—cos(2z) '

v/ 1+log(laz)—e”

(k) limg 0 1—cos(3x)

(J) lim,_,

zlog(l4+2)—2(1—cosz)+1a?

(1) lim, o (1—cossinx)?
sin(e®—1)— —a?
(m) limy o SHESDpaln 0

. 2 . 2 2 3
. sin(z—x*) sin(z+2z“)—log(14+xz“+x
(n) limg_o ( ) (1_COS 252 g( ).

Risoluzione.

163
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(a) Siha
23
r—Arctgx ~ 5 _ 2
sinz(l1—chz) =0 ﬂ_%) - 3
Quindi si ha
. x — Arctgx 2
lm ————— = —— .
2—0 sin (1 — ch ) 3
(b) Siha
sha =+ 123 + o(2?)
— ; ,
sinz =z — g2 4 o(z?),
shx —sinx = %x3 +0(23) ~2 0 %x?’,
Arctgx — x ~p 0 —%x?’,
sh z—sinx ~ %wg -1
Arctgz—=z 20 —%13 - !
Quindi si ha
sinx —shx

250 Arctgr —x L.
(c) Siha (V14— 1)?Arcsinz? ~,0(32)%2? = a4,
shz =z + $2° + o(z?),
sinz =z — $a% 4+ o(z?),
shasing = 2% — 124 + 12 + o(2?) = 2% + o(z?),
cosz =1— a2 + J;at + o(a?),
2cosx =2 —a? + at + o(a?),
shxsinz—2+2cosx = x2—2+2—m2+%m4+0(1‘4) = Lot to(z?) ~us0

12
1.4
127 1,4
shzsinz—2+2cosz 2T _ 1

~

(v/142—1)2 Arcsin z? z—0 Lot 3
Quindi si ha

shxsinx — 2+ 2cosx 1

lim =c.
=0 (y/1+x —1)2 Arcsinz? 3

. . (Arctgz—x)% . (—32°)? _ 1 1.
(d) Sl ha hma;_>0 m = hmm_>0 ‘;5 = hm$_,0 §x =0.

(e) Sihaperz—0

1—coszd g 2(2%)? =

Si ha

Arctgr = x + o(2?);

Vitz=1+1z+o(z);

e/1+z =1+ 327 + o(z?);

Arctgr — a1+ 2 =2+ 0(2?) — 2 — 22% = — 122 + o(2?) ~py0 — 327

(Arctgz — zv/1 + 2)% ~yyo — 525

Arctgz—z+/1+x —%wﬁ _ 1
1—cos z3 ~z—0 I8 — 1

Quindi si ha

1.6
2.’E.

. Arctgr —zv1+1z 1
lim =—=.
0 1 — cosz3 4
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(f)

Si ha

log(1 + %) ~, 0 2°.

Si ha

sine =x — 613 +o(z%),

shz =z + §2° + o(z%),

sinzsha = £E + gext — doat + o(2t) = 2% + o(z?),
Arctgz =z — 12° 4 o(a?),
sina:sha:Arctgm =23 — L2 + o(®),

sinzshx Arctgz — 2% = —12° + o(2°) ~po — 227
Quindi si ha
sinzshz Arctgz—a® o LA |

log(1+x°) z—0 L5 — 3-

Quindi si ha

: sinzshx Arctgz—z®
limg 0 log(1+x5) -
Si ha:

log(1 + @?) ~yy0 2%

Vitz=1+1z+o(z);

V1—z=1- 1z + o(x); quindi
Vitz—VI—z=1+32—1+1z+o0(x) =2+ o(z)~y—02; quindi
(VTFE—yI=2)? 2

log(1+x2) ~ae—0 3z T

(V14+z—/1— z)2
log(1+xz2)

W=

Quindi si ha lim,_.q

Si ha:

1—cosxr~y o %xz; quindi
(1 —cosx)? ~y o ix‘*;

cosz =1— Za? + g;zt + o(x?);

VI—a? =1+ 3(—2?) + (é)(—xz)2 +o(z?) == 1 - 32? — La* + o(z?);

quindi

cosz —V1—a2 =1- 12>+ Lot — 14 12% + fat + o(a?) == L2t +
o(x*) ~g—0 g2*; quindi
cosz—v1—22 | %fl _ 2
(1—cos x)? z—0 Jzt T 37
. P . cosz—V1—x2 __ 2
Quindi si ha lim,_.q ocosa)z = 3
Si ha:
4. 4 4
(r —shax) smxwgc_> %) x = —iat; cosx—l—ix +24:c +0(33)

6
); qu1nd1 Arctg z? = 2% — L2°+0(2%) = 22 +o(a?);
quindl Arctga? = +o0 ( ) qu1nd1 cosx —1 + 1 Arctgm =1- %xQ +
St — 1 + 32 + o(z?) =
coszfl+% Arctga:2 %1
(x—shz)sinx ~z—0 T,

Arctgy = y*gy +o (y
1
§x

24:15 +o(z*) IHOM:B qumdl
1

1
cos z—l-&-% Arctgx

Si ha

1 — cos(22)x ~ys0 3(22)% = 222,



166 CAPITOLO 12. SVILUPPI IN SERIE

Si ha per y — 0

1 1
(L+y)s =1+ 35y + (3)y* +o(y®) =1+ 3y — 5547 +o(y?);
quindi si ha per z — 0
VI42z =1+ $(22) — £(22)% + o(z?) =1+ 2z — Z2? + o(2?).
Si ha per y — 0

1
(1+9)s =1+ gy +o(y);
quindi si ha per x — 0
V14322 =1+ ;(32%) + o(2?) = 1+ 2% + o(z?).
Si ha quindi
VI422V1+4322 = (14 22 — £a? +o( ))(1+1x2+0(x2)):
1+ 22? +o(z )—&—gx—%x —1—|— 2z + 2a% 4 o(a?).
Si ha per y — 0
e =1+y+3y° +o(y?);
quindi si ha per x — 0

2

e5* =1+ 22+ 5 (22)" +o(2?) =1+ 2z + Z2? + o(z?).
Si ha per y — 0
cosy =1— 3%+ o(y?);
quindi si ha per z — 0
cos(2z) =1 = 1(22)% + o(z?) =1 — 222 + o(2?).
Sl ha quindi
e3® cos(Qx) (1—|— ac—l—gsx +o(z?))(1 — 222 + o(2?)) =
1—-2z2 4+ o0(2?) + 2z + a2’ =1+ 2 — £a? +o(2?).
Si ha quindi
V1+2xv1+ 322 — 65ICOS(2£E)_].+ 2r4 Fat+o(a?)—1— 243822 =
21 2+0( ) 1H010 2.

Sl ha quindi

2.,
T2z V14322 —€5° COb(Q.L) féa:z _ 21
1—cos(2z) z—0 242 = 320°

Si ha quindi
\5/1+2m '\/1+3CE2765 cos(2z) __ _

lim,,_,

1—cos(2x) 20'
(k) Si ha:
1 — cos(3x) ~z—s0 3 (32)% = S22,
Si ha:

log(1 +y) =y — 5y +o(y?);

log(1 + 2z) = 2z — 7(2x)2 +o(2?) = 22 — 222 + o(2?);

VIFY =143y +(3)y> +o0(?) = 1+ 3y — Ly +o(y?);

V1 +1log(l +2x) = /1 + 22 — 222 +o(z2) =

1+ %(23: — 22 +o(x2)) — %(23: =222 + o(2?))?

1+xf:17 +o( )f%x2:1+:177%z2+0(z2),
*=1+az+ 322 +o(2?);

«/1—|—log(1+2x)—e‘"’3 =14z—-322+0(2?) —1-2— 122 = —227 +

o(2?) ~yyo —222.

+o(2?) =
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Quindi si ha
v/ 1+log(2z)—e® —2z2 4
T S W §~

1—cos(3z) ~r—0 Sx2 T o
Quindi si ha
v/ 1+log(2z)—e®

limx_m Ts(?)w) = —%.

Si ha

(1 — cossinz)? ~yyo(3 sin® )% ~y 0 22
Si ha

log(1+ ) = — $2° + 32° + o(2?),
zlog(l+z) = 2% — $a3 + L2t + o(a?),
cosz =1— 222 + Lat +o(a?),
1—cosz = %ﬁ - im‘l +o(z?),

2(1 —cosz) = 22 — ix‘l +o(z4),

zlog(14+x)—2 (l—cosx)—i—;x =218+ it —a?+ St + 1adto(x

5 .4 4 5 .4
150t +o(x?) ~po 152t
Quindi si ha
3

zlog(l+x)—2(1—cosz)+5a %93

(1—cossinx)? ~z—0
Quindi si ha
zlog(l4+x)—2(1—cosz)+1ia?®

(1—cossinz)?

1ima:—>0
Si ha
(22 — sin(22) ~p50 § (22)° = 32°.
Per x — 0 si ha

e =1+x+ 222+ 123 4+ o(a?),
e —1—x+% A ?x +0(a:3),
siny =y — ¢y° +0(y ) pery%O,
sin(e* — 1) = sm (z+ 32% + ¢= —|—0(x3))
v+ 122+ 123 4 o(n ) (ﬂc—l— 122+

)

O =

x—i-%x —i—?x 3 4+o(x?) — 2% 40 (x3

log(1 + )—x 122+ §m3+o( 3,

sin(e” — 1) —log(1 +2) —a? =z + 22 + o(a®) — 2 + 2% — 2% — 2

1.3 3 1.3
—52° +0(2°) ~pso —52°.
Quindi si ha
sin(e®+1)—log(1+xz)—a? —3T

~ 3 = —

2z —sin(2x) z—0 23

Quindi si ha

sin(e® + 1) — log(1 + z) — 22 1

li =——.
250 2x — sin(2z) 4
Si ha
1 —cosz? ~y g 5(2%)? = 222,

Per y — 0 si ha
siny =y — §3° + o(y®).

167
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Si ha quindi

sin(z — 2?) =z — 2% — Lz —2?)® + o(2®) = x — 2? — L% + o(2?).

Si ha quindi

sin(z + 227%) = x4 222 — § (2 4 222)3 + o(a®) = v + 222 — L2 + o(2?).

Si ha quindi

sin(x — 2?) sin(z + 22?) = (x —2? — t2® +o(z ))(x+2x — a3 +o(z?)) =

2? +22°% — Lot o(a?) — 2® — 2% — éx‘l =22 + a3 — Zat + o(z?).

Per y — 0 si ha

log(1+y) =y — 3% +o(y?).

Si ha quindi

log(1+2? +23) = 2%+ 2% — L(2? + 2%)2 + o(z?) = 22 + 2% — 2 + o(z?).

Si ha quindi

sin(x—x2)sm( +22%) —log(1 4+ 2% + 23) = 22 + 2° — Lot + o(2?) — 22 —
2 4 _ 11,4

+ ( ) ~r—0 61"

Z' + 1$4 1

Si ha qumdl

sin(z—z?) sin(z+222)—log(1+2>+2°3) - 1
1—cos z? ~z—0 %14 - 3

Si ha quindi

| sin(z — 22) sin(z + 222) — log(1 + 22 + 2?) 11
im -
=0 1 — cosz? 3

2. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

(a) limyy 1005 (3Y1+2— 292+ — /3+2).
(b) limg_yoo(Va2Z + 2 + 24 V22 — 22 + 3 — 2z€7).
(c) limgyoo 2® (Vat + 23 + 22 — Vot + 23 — 11).
(d)
)

d) limg_ oo V425 + 23 +3 (\/16x4 +3222+64 — v/16z* +1 —sin L )

322122 +3-3 Yz +3 + ¥z log( 1+2 )
Va2 r1- Yz

(e limx_>+oo
Risoluzione.
(a) Siha
3T+ —202+2—31a= %(vﬁ+ 2V1+%_@h+3)
Per y — 0 si ha

VIty=1+1iy+o(y).

Per x — 400 si ha quindi

Y1+ =1+353+0(3),

31+ =3+2140(1),
=1+35 +o(3),

),

(

5 2 _ 1 1
I+2=1+z22+o0(5
o

2
x
291+ 2=24+214

8= ~— 8|~
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Jl+2=1+1340L1)=1+2110(1),
3if1+1 20142 f1+2=
3+2Lq0(d)—2-2L 12l 4l -
Quindi si ha
b (35141 =28/1+ 2= {14 3) mp ot (-41) =
Quindi si ha
s s 5 5
25(3V1+2— 29240 — V34 T) ~opoo —3-
Qulndlslha
lim, oo 25 (3V1+ 2 — 292+ 2 — ¥/3+ 1) = 1.
Per x > 0 si ha
VaZ ¥ 2+ 2+ 22 — 20+ 3 — 2wer =
s(Jlet+d+1-1+3 —23),
Si ha
\/1+y:1+%y+0(y)peryﬁo.
Quindi si ha
Vbt E=1ed(ed) ro() =1+t to(d)
e
VI ErE =12 d) o) =1-tro(d)
eV =14 y+o(y) per y — 0.
Quindi si ha
=140 ()
qumdl
2er =2+ 2 —i—o(%)
Slhaqumdl
1+2+2+/1-2+3 -2t =1+3l+o(})+1-L-2-2=
—srto(3)~—33
Si ha quindi
WH +$2+\/1 1y %_ze%)wx(_g%>:_g.
Si ha quindi
llmm_>+oo(\/m2+x+2+\/x272x+372$e%) %
Per z > 0 si ha
2 (Vat+ a3+ 22— Vat+a3 - 121) =
B (Yreted-y1ei-14)
Si ha )
TFy=1+2y+ D)+ ()P +o®) =1+ 2y — 292+ Z® +o(y?)
per y — 0.

Quindi si ha:

JLrird =140+ 3) - H 02 + k(4
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11 11 31 3.1 7 1 1)
1""41;910""459021 8227 16x31"'128w3+0(m3)_
L+ 13+ 352 — 1955 T0(55)
s{L1_q,.11_ 31 , 71 a1
I+ =1+32 32x2+128z3+0(z3)
4 1 1 4 1 11
l+tz+ \/1+§*1P*
11 5 1 _ 17 1 1y_4q_-11, 31 7 1 11 _
1"'115"'@? 183§31+0(x3) l =32 T 3522 ~T82F " 122 =
16z3+0(73) 16 %%

Si ha quindi
B(1et+d-14l-id)ad(-3d) =-5.

Si ha quindi

limy s 4 oo 22 (\/304 + a3+ 22— Vot a3 — %%) = _1%‘

Si ha

\/mf"me%)o@: 2353.

Per z > 0 si ha

V16x% + 3222 + 64 = 22 /1 + & + L.

x

Per y — 0 si ha
VTFy=1+Ly+ D)y +0) =142y — L2 +0(s?).
Qqudl per x — +oo si ha:

201+ Z+ L =22(1+1 2 0
2z(1+§x—2+#—§g}4+o(%)): r+14+ 35 +0(k).

Per x > 0 si ha

V162t +1=22{/1+ 151

Per y — 0 si ha

VIFy=1+1iy+o(y).

Quindi per x — 400 si ha:

22 Jwi = 20 (14 dd) + ol ) = 20 (14 g +o()) = 20+

T+ 35 +olgh)-

Pery—>051 ha

siny =y — 5y° +o(y?).

Quindi per x — 400 si ha:

sin ;= 7 — 575 +o(59)-

Si ha quindi

\/16x4+32x2+64—\/16x4+1—sinl =204+ 142 4o(L) -2z -
Tt stsw =15 o) rﬁ+00&63zi3

Si ha quindi

VA2 + 23 + 3 (V162 + 3222 + 64 — V162" + 1 —sinl) ~pioo
93133 1 _ 133

96 x3 48
Si ha quindi

1
lim \/4x6+x3+3<\/16x4+321‘2—|—64—\/16x4—|—1—51n ):
X

r—+
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133
48
Si ha
YETHT - 45 = e+ 30— 5= 97 (Y17 B 1) i
Si ha

Va2 120+ 3= /a2(1+ 2+ 3)=yz/1+2+ 3.

Per y — 0 si ha

VIity=1+gy+ (3
Si ha quindi

Nol=
~—
Qd
+
Q
—~
<
]
~
I
—_
_l’_
=
<
|
fer
<
N
_|_
o
—~
<
[
~

Sl ha qumdl
Vet ol (e idrod) = ad+dodr 2 e
o(z~%).

Si ha quindi

3VrZ+ 25 +3=3 (a5 + %x*§ + %xf% +0(x*%)) _

325 + 278 + %x—% —l—o(a:_% /

Si ha

Ve+3=3{/z(1+2)=yzi/1+3

Per y — 0 si ha
VTHy=1+4+3y+(;

Si ha quindi

Nl
~
QQ
+
Q
/—\
\_/
I
—_
+
W=
<
|
Ol
QQ
+
o
—~~
Q@
\_/

Si ha quindi
Yri1+3 =25 (1+ 1
Si ha qu1nd1
3@—3(% +aF — a8 +0(x*%)) =

305 + 3275 — 3273 +o(;v_%).

Per y — 0 si ha

log(1+y) =y — 5y +o(y°).

Si ha quindi

log(142) =2 =5 (3)" +o() =2~ & +o(%).

Si ha quindi

Vilog(1+3) = a8 (3 — & + o)) = 2078 —207F +o(a™9).

x2

=
I
w""
_l’_
2
m"_‘
~—
~—
I
8
ol
_l’_
8I
v
|
H|
wlon
Jr
2
8I
ol
~—
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Si ha quindi

3Va? + 20 +3 -3y + 3+ Yalog(l+ 2) =

3w5 427 + %x_% +o(z73)—3x3 —3z7 3 +3z73 42273 — 2273 =
%x_% +o(x_g)~w_>+oo %x_%.
Si ha quindi

3 Va2 120433 Yz 13+ Yz log(1+2) .
\G/IQ_,’_I_ \3/5 €Uz — 40

folon
8
|
wjor

I
—
e

|
wolen|

o=
8

Si ha quindi

i 3Vr2+22+3—3Vx+3+ Yalog(l+ 2)
L—%I-ir-loo ‘6/$2+ _ \3/5

3. Esercizio. Sia a € R; calcolare in funzione di « il seguente limite:

lim (\/x2+ozx—x—|—2) .

r—r+00

=10.

Risoluzione. Per x > 0, si ha\/z2+ocx::c\/1+%.
Per y — 0. si ha

VIFy=1+1iy+o(y).

Per av # 0 si ha quindi
VTTE=1+ 2 o0(2) =1+ 42 +o(d)
Pera=0siha /T+2=y1=1=1+3240=1+
Per ogni o € R si ha quindi

e /T+2=z(1+3240(L)) =2+ % +0(1).

Si ha quindi
Vaztar—z+2=x+5+0(l)—2z+2=95 +2+0(1).

Si ha quindi

limg (oo (\/x2+a:r—x+2) =limy 400 (%4—2—&—0(1)) =2 +2.

)

Jro(‘

8=
SN—

N|—

4. Esercizio. Calcolare i seguenti limiti:

1
. Arcsin(3: 2 . N . o . . .
(a) limg_ (%M) (si puo utilizzare I’equivalenza asintotica: Arcsiny—
1,3y.
Yr~y—0gY )a

(b) lim,_ (% )

l—cosx

Risoluzione.
(a) Siha
1 L
. Arcsin(3z z2 . 1 1 Arcs‘ln(dm)
limg 0 (%(L)) = lim,_,ge=2 o8 3@ .
Si ha

lim,_,o 2 log 7Ams§;(3w) = lim,_,0 -5 log (1 + 7&“;2(31) - 1) =
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. 1 Arcsin(3z)—3x \ _ 7. 1 Arcsin(3z)—3z __
hmzﬁo 2 log (1 + T)) == llmm*)() ?T) ==
. Arcsin(3z)—3z . 1(32)® _ 271 _ 3
lim, o 3.5 = lim, o 6313 = %3~ 3
Si ha quindi
] 1 g Arcsin(3o) a
lim,_,ge=2 %%~ 8=  =e2,
(b) Siha
1
. 1—cosz . 1 Arctgx
hmw_>0 <%) — hmx_>0 eT—cosx log ) .

Si ha lim, 0 75 log 2952 — lim, o 2 log (1+ A&z 1) =
3

2 Arctgz—x 3 —

Arctgz—z \ _ 12 —1; 2
1+ f) =limg0 57 =0 = limao 57—+

limg o 2 log (

; 2 22 _ _ 2
llmzﬁo ?(—? =3

12.2 Asintoti

1. Esercizio. Dire se le seguenti funzioni ammettono sviluppo asintotico affine
per x — +00; in caso affermativo determinare 1’asintoto:

(a) f(z)=va*+z+1;
(b) f(z) = V162 + 323 + 222 + o + 1.

Risoluzione.
(a) Siha
7”’2?”“ ~z s 400 15 quindi si ha
Si ha

\/xz—i—x—i—l—x:x(,/l—l—%+%)~I%+wx%(i+#)wmﬂ+mxﬁ:%.

Quindi f ammette sviluppo asintotico affine per x — 400 e 'asintoto di f
per x — 400 ¢ la retta

B 1
Y=+ 5
(b) Si ha
V162% + 323 + 202 + 2 + 1~y oo V1624 = 22
Si ha
V16t +323 + 222+ 2+ 1—22 =

x
31, 1.1 11
2x(</1+EE+§?2+ET3
1(31 1.1 11 1
2ry grgz + 322+ 1655 T 1637) Vertos
2pi3l_ 3
i16z _ 32
Quindi f ammette sviluppo asintotico affine per x — 400 e 'asintoto di f
per x — 400 ¢ la retta

3
=2 — .
Y x+32
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2. Esercizio. Dire se le seguenti funzioni ammettono sviluppo asintotico affine
per x — —oo; in caso affermativo determinare 1’asintoto:

Risoluzione.
(a) Siha
z Vo) 1 . V2 .
limg s oo (z) = limg s oo % = limg; o Tx = lim; o l% =
limg ;o =F = —1
Si ha

lim, o (f(z )+x)—hmmﬁ OO(\/xz—i—x—i— +x) =

limy, s o (|ac| 1 + + =+ x) =limg,_ oo (—xﬂl + % + ?12 + ac) =

T

limy, o méi = —%.
Quindi f ammette asintoto per £ — —oo e ’asintoto di f per x — —oc &
la retta i equazione y = —x — 3.

(b) Si ha
limg, oo fT =lim, ,_ o x;“‘l =lim, , o ‘{6—27 =limy_,_o i—i =1le
lim, o f(z) —x = hmm_> o (7%—&-1 - x) =
limg,_,_ ( ) =lim, , o (33 14+ %4 — x) =

limxﬁ_wx(w/l—l———l) =lim, , o %% lim,_,_ OO%%:O.

Quindi f ammette asintoto per £ — —oo e ’asintoto di f per x — —oc &
la retta di equazione y = x.

(c) Siha
; f@) 1 1 [ad41 _ g 1 /a3 _
hmz%foo T hmzﬁfoo T Tz hmxﬂfoo T =
. 1 . x . —
limg oo V2?2 = limg o %‘ =limg o =5 = —1

limg—_ oo (, [x2 + % + x) =limgy_ oo (—x, /1+ m% + sc) =
lim,_ o —x (, /1+ I—IS — 1) =lim,_,_ f:véz—lg, =lim,_,_ f%z% =
T

Quindi f ammette asintoto per x — —oo e ’asintoto di f per
la retta di equazione y = —x.
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12.3 Serie

1. Esercizio. Studiare la convergenza delle seguenti serie

(a) >oory (\/g — Arctg \/%),
(b) Y y/ 2 — Arctg L.

Risoluzione.

(a) Siha

\/%_ ArCtg \/%Nn—wo %(\/2)3 = ni%

Quindi la serie assegnata & convergente.
(b) Siha

/1 1 /11 1 1
C

Essendo % > 1, la serie assegnata ¢ convergente.
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Capitolo 13

Integrali impropri

13.1 Integrali impropri

+oo
1. Esercizio. Dimostrare che / — dx e divergente positivamente.
1 X

Risoluzione. Sia y > 1; si ha
[Y Lde = [log 2] =logy —y— 400 +00.

1
2. Esercizio. Dimostrare che / — dz e divergente positivamente.
0 -’I/‘

Risoluzione. Sia y €]0,1]; si ha
f; L dz = [log x]; = —log(y) —ry—0 +oc.

13.2 Valore di un integrale improprio

1. Esercizio. Dire se i seguenti integrali impropri sono convergenti e in caso
affermativo determinarne il valore:

(a) f,ll \/wlﬁ dx;

1 X
M) f, %dm‘
Risoluzione.

(a) Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra

della funzione )

NS

fi1-1,1 —R,z—

Si ha

177
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Essendo % < 1 l'integrale improprio & convergente.
Si ha
1

1 s 1 1
I, — do = limy, 4 fy —
1

1
lim,_, [(1”)} =lim, 12 (V2 - VT Ty) =2v2.
2
Y
In particolare si ritrova che l'integrale improprio ¢ convergente.

dr =lim,, fyl(l +z) rde =

(b) Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra

della funzione
T+ 2

N3

f:0,1] — R,z —

Si ha
r+2 2

3 ~Nr—0 "1 -
NEA 3
Essendo £ < 1 I'integrale improprio & convergente.
3 g prop

Sl ha
fo L2 dr = hmyﬁof \/3 dx = hmyﬁof (7 7) dr —

4],

. 1 [
lim,_,o [%:ﬁ + 3;1:%] = lim,_,o (% +3 - gyE — 3y§) =%+3=1
y

w\m‘ it

lim,_,q (ac% + 296_%) ydr = limy_,o [

In particolare si ritrova che l'integrale improprio € convergente.

13.3 Convergenza di integrali impropri di funzioni
positive

Esercizio. Dire se i seguenti integrali impropri sono convergenti, esplicitando dap-
prima le funzioni che si considerano

L. f 2+a:+1

+oo
2. Jo 4+1 da;

+o0 z+1 .
3. e 4

4. f+°° s

0 2T 4x
oo 1
5. fO 1+x2)

(=)

oo 224
'fo 3w+z2+1 d;

7. fol TT—H7
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8_Q%%m;

sin z
9. fO l—cosx

10. fl log( 1+:c) d

11.

fol ﬁ9

1 Arcsinz+1
12. [} Arcsinetl gg.

Risoluzione.

1.

Si tratta dell’integrale improprio su di una semiretta positiva della funzione
f : [0, +OO[—> R,.’IJ — m

Siha %7 ~etoo 27 = %; quindi 'integrale improprio & divergente positi-
vamente.

Si tratta dell’integrale improprio su di una semiretta positiva della funzione
f:00,+00[— R,z — T

2 2
: €T x —
Stha 5 ~pm0 31 = xz, quindi l'integrale improprio ¢ convergente.

Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

z+1

: 10, — R, 2 — ———
f210,+o00] x P

1
: x+1 x2
si ha \ 22gagl Ye—too L T .

positivamente.

‘ Ll

; quindi l'integrale improprio e divergente

[N

Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva di

r—3

: [0 — R,z — .
f 10,400 - 2 4

Si ha
x+3 xr 1\z
24z ~r—oo 5z *x(§) .

Quindi 'integrale improprio assegnato & convergente.

Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

1

f[07+00[—> R7$—> m .

Si ha

_1 1.
T+z2 z—+o00 12
quindi I'integrale improprio € convergente.
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. Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva di

2
e +x
- 10 —R,z— — .
f [,+OO[ 7'T 3x+x2+1
Si }21a ,
St oo B2 = 2()"

Quindi l'integrale improprio assegnato € convergente.

Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra della

funzione
1
F0,1] — Ry —s 211
T

si ha ,/IT‘H ~z 0 \/g = i%; quindi l'integrale improprio & convergente.
xr

. Si tratta dell’integrale improprio su di un intervallo limitato aperto a sinistra

della funzione
f:0,1] — R,z — .

Nz
Si ha £t ~ < — L — L. guindi lintegrale improprio ¢ convergente.
N x—0 Vz vz x%7q g prop g

. Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra di

sin x
£10,1] — Ry —s —20%
1—cosx
Si ha
sinz L—Ql
T—cosz =032 = 45~

2
Quindi l'integrale improprio assegnato & divergente positivamente.

Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra di

log(1 4 x)
:0,1] — Rz — ———= .
£:10.1] - chz —1
Si ha
B a0 = 20

Quindi 'integrale improprio assegnato & divergente positivamente.

Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a destra della

funzione 1

1—a2"

f:0,1[— R,z —

Si ha
1 1 < 1.
T—22 = (I—2)(1+z) =121 —z)
quindi I'integrale improprio ¢ divergente positivamente.
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12. Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a sinistra della

funzione )
Arcsinz +1

f:0,1] — R,z —
T

Si ha
Arcsinz+1 ~ 1.
z—0 5>

quinfii I'integrale improprio & divergente positivamente.
13.4 Convergenza e valori di integrali impropri

Esercizio. Dire se i seguenti integrali impropri sono convergenti e, in caso afferma-
tivo, determinarne il valore:

1. f0+oo xPe 2% dzx,

+oo _x .
2. fo IQil dx;

3. eroo 2L .

1 3+

oo 41
4. [, g dw

oo q
5. s do.

Negli esercizi 4 e 5 si puo utilizzare la formula
az+b o P} 2b—pa 2x+p
fx2+m+qdzfalog x +pz+q+7mArctg7m+c,

dove p? —4q < 0.

Risoluzione.
1. Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

f:]0,400[— R,z — xe™2® .

Si ha

Essendo e% < 1, l'integrale improprio € convergente.

Per ogni y € [0, 400[ si ha

y 1 Y (|
/ oe 2 dy = {:1:5(62"”)} - / ——e 2"5pt da =
0 2 o Jo 2

1 Y v
|:—.135€2z:| + / 1'467293 d.I‘ _
2 0 0

N | Ot
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1 Y 5 1 Y vl
{—21‘56_21}0 + B ({x4(—26_51)}0 _/0 —56_2””4333 dgc) =

1 5 Y v
|:_2x56—2m _ x4€—2z:| T 5/ .1336_21 d$ —_
0

1 5 Y 1 Y Y1
[—2335629” - 41‘4€2m:| . +5 (l:l‘S(—2€2m):| . — /0 —5672I3x2 da:) =

1 ) y
— §x4 §x3 — 1—5x2 — Ex ' 15 e 2% —
2" T4t T2t T 1778 .

15 5, 54 16, 15 15) 5, 15
( 1 5 e+

7Y T YT 8

1. 5, 54 156, 15 15 15\ 15
i _Lp oA 0 19—y 19 19
yffoo« oV Y TV TV VTR ) Ty 8
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2. Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

N
-0 — R,z — .
f 10, oe] - 22 +1
Si ha )
N r2 1
x2+1~w—)+oo§—g

Essendo % > 1, lintegrale improprio & convergente.
Sia y > 0.
Si ha

+oo Y
/ VT dr = lim / VT dx
0 0

22 +1 y—otoo Jo 22 +1 7

Poniamo /z = t; si ha z = t?; quindi % =2t; perz =0,si hat =0; perx =y,
si ha t = ,/y.

Si ha quindi
Y VY ¢ VY 2
/ Ve dx:/ 2tdt:2/ _dt.
0 22+1 0 tr+1 o tr+1

Le radici dell’equazione complessa t* = —1 sono
to = § + z%,

= —¥2 42

tg = —¥2 2

Si ha quindi
B 1= (= to)(t — t))(t = t1)(t — t2)) =

(= (24— (L i )= (- +i D))t (-

e L iy 242

|
S

_|_

)t~
)2+%):(t2—\/§t+1)(t2+\/§t+1).

Esistono A, B,C, D € R tali che

2 At+B L _ct+D
1l 2241 24241

Sih
) t2=(At+B)(1®> = V2t + 1) + (Ct + D)(#> + V2t + 1) .
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Quindi

A+C=0
V2A+B—-V2C+D=1
A+V2B+C+V2D=0"

B+D=0
quindi

C=-A

D=-B

V2A+B+V2A—B=1"
A+V2B—A+V2B=0

quindi
B=0
D=0
A=2
0=
Si ha quindi
t2 _\/5( t B t )
1 4 \e2—V2ut+1 24+V2U+1)
Si ha quindi
VY2 2 [VY t t
[ a2 ] )
o trF1 2 Jo \£2—V2t+1 #24+2t+1
V2 2 V2 2t — /2
22 Nog(#? — V2t + 1) + ~= Arct
5 |los( )\/5 8%
Vi
V2 2t ++/2
—(log(t?> + V2t +1) + Arct =
(log( ) 7 &/ )0
ﬂ/f( t ¢ )dt_
2 Jo \£2—-V2t+1 2+V2+1
) Vi
V20 1. 22— V2t+1 2t — 2 2t +/2
— |z log ————— + Arctg ——=— — Arctg ———) =
2 12 "2+t +1 V2 V2 7,

+ Arctg

V2 I y—V2y+1
2 V2 V2

29— V2 2,/7+ V2
5 gy+ﬂ\/y+1 2Arctg2)>,

Si ha quindi
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lim —
y—+oo 2

2 (1 — V2 1 2 — V2 2 2
V2 ( g VAT 2TV W) _

2 By Va+1 V2 V2

Vin m 3
ER L

3. Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

z—1
: 1 — R,z — .
Fill o] v 3+
Si ha
rz—1 x
P

Quindi 'integrale improprio & convergente.

Si ha oo 1 -
/1 x?’—}—xdx:yg{poo 0 x?’—l—xdz

Sia y > 0.

Si ha

23+ x=x(2?+1).
Esistono A, B, C € R tali che
r—1 A Bx+C

»B+r =z 241

Si ha
r—1=A(x?>+1)+ (Bx+ C)z.
Per x =0 si ha —1 = A; quindi A = —1.

Si ha quindi

r—1=—22—1+ (Bx+ O)z; quindi
2? + x = (Bz + C)x; quindi

z(z+1) = (Bz + C)zx; quindi

z + 1= Bz + C; quindi
B=1,C=1.

Si ha quindi
rz—1 1 z+1

Brr oz 2241

Si ha quindi [ %=L do = [/ (—% + Ztl ) dr =

3+ x2+1

I (—% + %mgil + —ﬁlH) dr = [~ logz + % log(z? + 1) + Arctg x]zl’ =
= y
[— logx + logva2 + 1 + Arctg xﬁ = [log % + Arctg ac]
1
log Y41 + Arctg —log V2 — oA

Y
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34z y
0+ % —logv2—%=7—1log2.

Si ha quindi 1+°° e limy 4 oo (log Vit + Arctg —log v/2 — Z) =

. Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

z+1
f[O,"‘OO[%R,CC—)m .
Si ha
z+1 x
I S

Essendo 2 > 1, l'integrale improprio & convergente.

Si ha o .y
1 1
/ x3+ dr = lim / vt dr .
o T3+8 y—+oo Jo 3+ 8
Sia y > 0.
Calcoliamo foy 53118 dx
Si ha

248 =(x+2)(2? —22+4).
Esistono A, B,C € R tali che

r+1 A i Bx+C
3+8 x+2 22-2x+4°

Si ha

r4+1=A?+22+4)+ (Br+O)(z+2) .
Per x = —2 si ha —1 = 12A4; quindi 4 = —%2.
Si ha quindi
r+1= —%(mQ — 224 4) 4+ (Bx + C)(z + 2); quindi
120 4+ 12 = =22 4+ 22 — 4 + 12(Bz + C)(x + 2); quindi
2?2 + 10z + 16 = 12(Bx + C)(z + 2); quindi
(x4 2)(x +8) = 12(Bz + C)(x + 2); quindi
x + 8 = 12Bx + 12C; quindi
12B=1¢12C =8; quindi B= 15 ¢ C = 3.
Si ha quindi

z+1 1 1 1 z+38

B8 12z+2 1222 _ortd-

Si ha quindi

! i1 1 z+38
3 dr = —— = | dz =
o x3+8 0 12242 1222 -2z +4
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1 16 +2 2c—2 1Y
— |—log(z +2) + log Va2 — 2z + 4+ Arct =
12[ B@+2)+log V61 g\/mh
y
1 Va? -2z +4 x—1
— |log ————— +3V3A —| =
12 [og o + 33 Arctg \/gL
1 VY2 —2y+4 y—1 1
— [ log Y2 ——2 1~ 4 3V/3 Arctg = — 3V3 Arctg(——=) | =
12( & T2 &3 55
1 V2 —2y+4 y—1 /3
— [ log —F— + 3V3 Arctg =—+ — — .
12<0g E IR v s
Si ha quindi
+oo 1
/ LAy
0 3+ 8
1 Vy: =2y +4 y—1 3
1 — | log ¥—~—F— +3V3Arctg =—— — —
y—}r-s{loo12<0g y+2 +3V3 Arctg V3 2 "

1 T V3 1 3
— | 3v3= - = —92 = —7.
12<\f2+27r) 12\/§7r 677

5. Si tratta dell’integrale improprio su una semiretta positiva della funzione

1

f[O,+OO[‘)R7$—)m .

Si ha
1 1
3+ 92 ~r—+oo E .
Essendo 3 > 1, 'integrale improprio & convergente.
Si ha

+oo 1 Y 1
/ 3 dr = lim / dz
0 xs + 2 y—+oo Jo 3 4+ 2

Sia y > 0.
Calcoliamo foy ﬁ dz
Si ha

2® +2 = (z+ V2)(a® — V2r + V4) .
Esistono A, B,C € R tali che

1 __ A, BaiC
P42 o+ V2 22— Y2+ VA

187
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Si ha
1= A(z? + V2z + V4) + (Bz + O)(z + V2) .

Si ha quindi

A+B=0
—V2A+V2B+C=0 ;
Vi+ 20 =1

quindi
A=-B

{ 2B+ 2B+C=0 ;
—V/4AB+VC =1

quindi
A=-B

{ C=-22B ;
~Vi+320=1

quindi
A=-B

{ 2V2B+C =0 :
—Vi+ V2(-2v2)B=1

quindi
—2V/4B =1
A=-—-B :
C=-2V2B
quindi
_ 1
B = 713sqrt[3]4
_ 232
C=3
Si ha quindi

111 1 z—2V2
@3 +2 3YAr+ Y2 3Y4a2— V2u+ Y4

Si ha quindi

/\/ﬂ 1 " /\/ﬂ 1 1 1 x— 22 J
0 T3+2 0 3VAr+ /2 3V4a?— 20+ V4
L
3v/4

N e e R el CE

0

1 v+ 32 392 20 — 2"
= —~ |log . — + = Arctg —=—~=1| =
VA | T2 =2+ v4 V32 V3V2 |,
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L lo y+ V2 5 Arctg 2y—\/§ Arct (—i) =
sVA\ * VP —Vay+ B V3V2 f SRV

1 lo y+ V2 3Arct 2y—\@ 3 7

3V4 gy—fwff SV VB6)

Si ha quindi
+o0 1
[
o T>+2

o Y+ V2 3 rt2y—ﬁ 3w\
y-rioo 39/4 m V372 /36
1<37f+7f>_12 _ V2

3vA\v32 23 37Av3 3v3.

13.5 Integrali impropri su intervalli aperti

1. Esercizio. Studiare la convergenza dei seguenti integrali impropri:

(a) f0+oo log x dx;

2 1 .
®) Ji 3 (z—1)(2—=) dz;

() fy° =5ttt da

Risoluzione.

(a) Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo aperto della funzione

f:[0,400[— R,z — logx .
L’integrale improprio € convergente se e solo se sono convergenti gli integrali
. . 1 400
impropri [ logzdr e [ logx dz.
Consideriamo | 1+°° log z dz.
Sihalogz ;100 1.
Quindi 'integrale improprio f1+oo log x dx & divergente positivamente.
Quindi l'integrale improprio f0+oo log x dxr non € convergente.

(b) Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo aperto della funzione

1

fi12[— Roe — — CECEDE

L’integrale improprio & convergente se e solo e convergenti l’integrale im-

3
proprio su un intervallo limitato aperto a sinistra ff W dx di
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flIL,3] e se & convergente lintegrale improprio su un intervallo limitato

aperto a destra [3 W de di f|[3,2].
1

Consideriamo f1% ST dz
Si ha

1 N 1
Ye-nie—=2 7Y @-n1
3
Essendo £ < 1 I'integrale improprio [ m dz & convergente.

1
(@-1)5

1

L 2
Consideriamo |’ =) dx
Si ha

1 1 _ 1

Ye-De—= T2 re0 (-

- 1 5 : o [P 1
Essendo 3 < 1 I'integrale improprio fg (a—1)(2—2)

Quindi 'integrale improprio assegnato & convergente.

dx & convergente.

(c) Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo aperto della funzione

22 +zr+1
2%\ /x
L’integrale improprio € convergente se e solo e convergenti I'integrale impro-
prio su un intervallo limitato aperto a sinistra fo “’;I“ dz di f]]0,1] e se e
o0 g +az+1 de

f:0,4+00[— R,z —

convergente l'integrale improprio su una semiretta positiva fl

2‘L
di f|[1, 4+o0l.
Consideriamo fo “"2;“”1 dzx.
Si ha
1:2+x+1 _ 1
2@\ /x ~r—0 f N

Essendo 3 < 1 l'integrale improprio fo wzj\“;fl dx & convergente.

+
Consideriamo ;"™ 9”2;"\”3;1 d

Si ha
z?fa+1 2?2 _ .3 1\*
21f Na:~>+00 Qrf_xQ (2)
Essendo & < 1 I'integrale improprio [, +oo T/Qj\x/fl dzx. & convergente.

Quindi l’mtegrale improprio assegnato € convergente.

2. Esercizio. Dire se il seguente integrale improprio € convergente e, in caso

affermativo, determinarne il valore:

+oo
1
—dx .
/_oo 1T+ad ™

NB 1. Si puo utilizzare la formula fxa-r7+bd$ = alog\/z2 +pxr+q +

o ) 2+pztq
—PA_ Arctg —2E2_ 4 ¢ dove p? — 4q < 0.
Vaq—p? & Vag—p? b 1
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Risoluzione.

Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo aperto della funzione

1

f:]—oo,‘i'oo[—) R,.’L'—> m .

L’integrale improprio assegnato € convergente, se sono convergenti gli integrali
. . ptoo 1 0 1
impropri fo T dre f_oo 1757 de.
Si ha
1 1
1+z2 ~r—+oo p4-

1

1357 dx ¢ convergente.

Quindi integrale improprio f0+oo
Si ha

_1 1
1_;'_3:4 T——00 g4+

1

oo TTaT dx ¢ convergente.

Quindi 'integrale improprio f?
Quindi 'integrale improprio assegnato & convergente.

Determiniamo il valore dell’integrale improprio. Si ha

oo o1 tee
— dz = —d —dz.
/,oo 1122 /,001+x4 H/O 1120

Calcoliamo [ 1+%dﬂc.

Per fattorizzare il polinomio z*+1 determiniamo le radici complesse di z* = —1.
Siha|—1]=1ex € arg(—1).

A

Tenendo conto della posizione delle radici, si trova

x():?—i-%i,
$1=—§+§i’
mz—?—@i,
xgzg—gi.
Si ha

ot +1=((z - 20)(w — 23)) ((z — 21) (2 — 22)) =
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Yo+ Y2 4
g T T

((x—\/é)Q—l—;) <(I+\g§)2+;> =22 = V2 + 1?2+ V22 +1).

Esistono A, B,C, D € R tali che

- Az + B Cx+D
2 41 22— \Rr+1 22+V2x+1°

Per ogni z € R si ha

1= (Az+ B)(z?+V2zx + 1)+ (Cz+ D)(z®> = V2 + 1) .

Si ha quindi
A+C=0
V2A4+ B—-V2C0+ D=0
A+V2B+C—2D=0
B+D=1
cioe
C=-A
D=1-B
V2A4+V2A+1-B=0 ’
A+V2B+-A—-V2(1-B)=0
cioe
C=-A
D=1-B
2V/2A=—-1
2V2B =2

cioe

S

W~

QAQwa >
|
M‘W‘H”&‘E

Si ha quindi
11 —V2e+2 1 V242
e+l 422 -2 41 422+ V2u 41

Si ha quindi

/ 1 dm_}/‘ V2r+2 2z -2 e —
zt+1 4 22 4+vV2x+1 a2 —2zx+1
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i(\/ﬁog\/aﬁ?—i—\[m—f—l—i— \/72A ctg jS

[ = ., 442 20 — /2
21 2 -2 1 Arctg ——— C=
(vV2log\/ 22 — 2z + +m rcgm>+

1 22 +V22+1 2 2r+v2 2 2r — V2
— \/510 7+—Arct 7—7AI‘CJE _— +C=
4 & 22 —V2zx+1 V2 & V2 V2 & V2

2 2 2 1 2 2 2r — V2
V2 [ V2L V22V
4 22— V22 +1 NG} V2

Per ogni y € R si ha quindi
Yo
o z++1
V2 224+ V2z+1 20+ V2 2 — V2
— |log{/| ————=— + Arctg ——— — Arctg ———| =
4 & 2 — 2z +1 8 V2 8 V2
0
V2 Y2+ V2 +1
4 Y2 — 2y +1

2y + /2 2y — /2
Arctg ——— + Arctg ——— — Arctg 1 — Arctg(—1)
V2 V2

2 2 2 1 2 2 2y — /2
V2 PV LV 2 V2 f
4 ¥2—V2y+1 V2

Si ha quindi
+o0 1
[ e

2 2 2 1 2 2 2y — /2
lim Y2 (log UYL |y g Y2 p V2
yotoo 4 y2— 2y +1 V2 V2

V2 moomy V2
%(5%)272”

Per ogni y € R, y < 0 si ha

0
1
——dx =
/y 4+ 1
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0
V2 224+ V2z+1 2z + 2 2 — /2
X2 log | =22 4 Aretg T2 Arctg T2 | =
T 7 —Vort 1 rctg 7 rctg 7
2
@ Arctgl + Arctg(—1) — log L\/%H—
4 Vo2 —v2y +1

M_Amw _
V2 2 )T

V2 [ g JEEVYEL ) V222
4 Y2 — 2y +1 V2 V2

0
1
o ey =
/_Oox4+1 *

2 2 2 1 2 2 2y — /2
fm Y2 log [V AL V2 V2
y—-s0 4 ¥ — 2y —1 V2 V2

V2 moomy V2
72(§+5)272”-

Arctg

Si ha quindi

Si ha quindi

= dr == ye
N 0w4—|—1 x 47T+47T

= .
2

[0t Vi V2B

13.6 Integrali impropri su intervalli privati di punti

1.

Esercizio. Dire se il seguente integrali improprio & convergente e, in caso
affermativo, determinarne il valore:

1
1
/ —dx .
1z
Risoluzione. Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo privato di punti
della funzione

f:[-1,1]-{0} - R,z — é

L’integrale improprio € convergente se e solo se sono convergenti gli integrali
. . 0 1 17
impropri ‘Ll cdre fo 2 dz.
5. . . 11 T o
L’integrale improprio fo 2 dx ¢ divergente positivamente.

T S . 1 4 N
Quindi l'integrale improprio f71 2 dz non & convergente.
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2. Esercizio. Dire se il seguente integrali improprio & convergente e, in caso
affermativo, determinarne il valore:

|
. \/m dx
Risoluzione. Si tratta dell’integrale improprio su un intervallo privato di punti
della funzione
1

N

L’integrale improprio & convergente se e solo se sono convergenti gli integrali

f:[-1,1]-{0} - R,z —

. . (0 1
impropri f_l \/ﬁdﬂc e fo ﬁdaﬁ

Si ha
dm*/ —
/ vard rz

Essendo % < 1, lintegrale improprio fol ﬁ dx & convergente.
xr
Analogamente si vede che I'integrale improprio [ 31 \/% dx & convergente.
xr

Quindi l'integrale improprio fil —L_ dz & convergente.
RVAEd
Si ha

N|=

| b oy ek
/ dr = lim / — dz = lim r 2dr=1lm || =
0 A /|$| y—0 y X2 y—0 ¥ y—0 5

Y

Analogamente si vede che

Si ha quindi

/1ﬁ / \/de—%/ |x dr=2+2=4.

3. Esercizio. Dire se il seguente integrali improprio & convergente e, in caso
affermativo, determinarne il valore:

\ 1
Je—
0o T —95+6
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Risoluzione. Si ha 22 — 52 +6 = 0 se e solo se x —2 0 & = 3. Si tratta quindi
dell’integrale improprio su un intervallo privato di punti della funzione

1

1 10,4]—{2 R —_ .
f [07] {53}*> ’x*)$2—5$+6

L’integrale improprio € convergente se e solo se sono convergenti gli integrali
impropri

2 1 3 1 4 1
Jo m=ers 4, J5 rsre A, [ srmsas d
. . 2 1
Consideriamo [ zr—s-—5 d=.

Si tratta quindi dell’integrale improprio su un intervallo limitato aperto a destra
della funzione

1

. [0,2[— R, L
f [7 [_> x—>l‘2—5$+6

Si ha

1 _ 1 ~ __1
z2—bz+6  (z—2)(x—3) T2 12"

T . .2 R
Quindi l-integrale improprio fo m dx non e convergente.

T . .4 R
Quindi l-integrale improprio fo m dx non e convergente.



