Continuita delle funzioni reali

1. Riepilogo estremi — estremo superiore
+oo se I(f) non e sup. limitata

Sl;p sup se I(f) e sup. limitata
f

Se M =sup € (—o0,+00] = 3Fx, € D(f) t.c. flx,) > M
f

3y, € I(f) t.c. y,— ?8})) = 3x, € D(f) t.c. y,=f(x,)

2. Continuita in un punto

Definizione. Sia x, € D(f), si dice che fé continua in x,, se
VU(f(xo)) AU(x,) t.c.
se x€EU(xg) AN x€D = f(x) € U(f(x0))
Equivalentemente:
Ve>0 36 >0 t.c. sex€D(f) elx—xy] < = |f(x)—f(xy)| =¢

Traduzione della definizione:

1. Se x, ¢ isolato (per D(f)) allora fé continua in x,.

2. Se x, € un punto di accumulazione (per D(f)) allora fé continua in x,.

& lim £ = (o)

Teorema. Continuita successionale. f ¢ continua in x, € D(f)
&V successione a, t.c. a, € D(f) ea, > x, = f(a,) — f(x)

La successione deve essere uguale a x, definit.

Teorema. Permanenza del segno. Sia funa funzione continua in x, € D(f).

Se f(x,) > 0 allora 3U(x,) t.c.
se x€U(xy) exe€D(f) =f(x)>0 [Ulxy) = (xg—68;%x0+ 6)]

Teorema. Operazioni con le funzioni continue. Siano fe ¢ funzioni continue
in xg:
xo € D(f)
xo € D(g)
Allora:
1. La funzione f + g € continua in x,.
2. La funzione f - g € continua in x.

3. Seglx) #0= g ¢ continua in x,.

Dimostrazione della 3.: Sia a,, € 5 t.c. a, = x



f ) f
=) (xp) =7 (—)x
fla,)  f(x) (g 0 o
an Xo ) e el
- :— il loro rapporto tende al rapporto dei limiti.
9@y g0x) PP pp

Teorema. Continuita rispetto alla composizione. Sia f continua in x, (e

quindi x, € D(f)) e sia g continua in y, = f(x,) (e quindi y, € D(g)).
Allora la funzione g o f é continua in x,:

(g o f)(x) = g(f(xo))

Esempio. f(x) = Vx X, € punto di accumulazione

g ==y = g(fx)=|-Vx = D(gof)={0}

Dimostrazione: Sia a,, € D(g ° f) tale che a,, = x,.

Si deve dimostrare che

(gofay) = (geNxy) & g(fla) - g(f(x))
Sea, €D(gof)=

1. a, € D(f)
= 2. b, = f(a,) €D(g)
Poiché fé continua:
ap > x = b, >y, e dunque f(a,) - f(xo)
= g(by) = g(yo) e dunque g(f(an)) — g(f(xo))

3. Continuita globale
Definizione. Una funzione fsi dice continua in un intervallo I € D(f) se ¢ continua

in ogni punto x, € I.
Definizione. Una funzione fsi dice continua se ¢ continua in ogni punto x, € D(f).
Esempio. f(x) = %

D(f) = (x'* 0) A\ _ ot

= f e continua R I e

Sono continue le funzioni:
e Polinomi
e FEsponenziali, logaritmi, seno, coseno, ecc. (funzioni elementari)

E prodotto, somma, rapporto e composte di tali funzioni.

4. Punti di discontinuita
Definizione. Un punto x, € D(f) ¢ detto punto di discontinuita per una funzione f

se fnon é continua in x,.



Osservazione:

e Se x, ¢ punto di discontinuita = x, é di accumulazione per D(f).

e Se x, ¢ punto di discontinuita = x, ¢ falso che 3 lim f(x)
X—Xg

Definizione. Discontinuita eliminabile — III specie. x, € D(f) ¢ un punto di

discontinuita eliminabile se
Jlim f(x) =LeR ma L+ f(xy)

X—>Xg
Esempio.
sin x
f(x)={ x se x#0

0 se x=0

S A f(x) se x #x,
f(0) =0 :—> eliminabile :(—» f(x) = lim f(x) se x=x,
X—>X0
Esempio.
sin x

fe) === D(f)={x =0}

Non definita in x = 0, quindi esso non é punto di discontinuita.

Definizione. Discontinuita di tipo salto — I specie. Il punto x, € D(f) é punto

di discontinuita di tipo salto se
3 lim+f(x) e 3 lim f(x)
xX—Xg

xX-xg

ma essi non coincidono.

Esempio. Yoo
1 se x>0 .
f(x) =sign(x) =40 se x=0
-1 se x<0 X
lim f(x) =—-1 # 1= lim f(x) f
x—0~ x—-0t

Definizione. Discontinuita di II specie. Dato un punto x;, quando uno (o
entrambi) tra il limite destro e il limite sinistro (se ¢ definito) ¢ o indeterminato o
vale +00 0 —oo, si dice che esso ¢ un punto di discontinuita di II specie.

Esempio.

1
fF) =17 S¢ x+0 T
0 se x=0

(=]

x = 0 & punto di discontinuita di 2° specie.




Esempio.
1 se x=0

flx) =11
X

se x<0

Limite dx di x = 0 vale 1
Limite sx di x = 0 vale —o0

x = 1¢ un punto di d. IT specie.

|

Esempio.

flx) = sin% se x>0 s \

1 se x<0

Limite dx di x = 0 non esiste
Limite sxdi x = 0 vale 1

Esempio.

sin— se x>0
X

f(x)=! 3 se x=0
1
L— se x<0 | [
X ,

Limite dx di x = 0 non esiste
Limite sx di x = 0 vale —c0

5. Prolungamento per continuita
Sia f di dominio D(f) e sia x, punto di accumulazione per D(f), ma x € D(f).
Si vuole estendere la fin x,: si costruisce una nuova funzione f con D(f ) =D(f) U

{x,}. Dunque
Flx) = {f(x) se X # X,

a€ER se x=x,

E possibile trovare a t.c. la funzione f sia continua in x, se:
a = lim f(x)

X—=>Xo



Il limite deve, pero, esistere.
Si possono avere quattro situazioni:
1. f & continua
2. f ha un punto di discontinuita di I, II o III specie. (Se di III specie f ha
continuita eliminabile, dunque esiste il limite).

Esempio.
X

f(x) =+

|x|

Per qualsiasi valore di @ = f(0) la f

possiede un salto, quindi un punto di
discontinuita di II specie.

Esempio. Funzione di Dirichlet.

(1 se x€Q
D(x)_{o se x¢Q

0:5

Non ¢ continua. Tutti i punti sono punti di
discontinuita di II specie.

Esempio.
fx) =x-D(x) v _ 1

Si puo dimostrare che f(x) ¢ continua in x = 0.




6. Discontinuita delle funzioni monotone
Sia f:(a; b) - R monotona crescente [decrescente| (di interesse ¢ (a; b) € D(f));

e sia x5 € (a; b).
= 3n, sempre t.c. lim f(x) e lim f(x)
xX-xg x-xg

Inoltre
lim f(x) < f(x) < lim_f (%)
X—Xg XXy

Conclusione:
Se x, é punto di discontinuita = ¢ punto di discontinuita di tipo salto.
Si possono avere 3 tipi:

7. Teoremi fondamentali sulle funzioni continue definite in

un intervallo chiuso e limitato

Teorema degli zeri. Sia f:[a; b] = R una funzione continua e tale che

fl@)-f(b) <0

Allora 3x € (a;b) t.c. f(x) =0.



yl\
fla)- -
|
|
' b,
a & | xr
|
I
(0] M
. . . b- . .
Dimostrazione: Sia ¢ = Ta, e si calcoli
>0 sicalcolab; =c e a; = a, T3 I 2bf ]
f(c) = = 0 wverificato d, . 0
<0 sicalcolab, =b, e a; =c ,

Iterando la procedura, si ottengono pit punti c. Ad

esempio: a, bl
>0 sicalcolaa, =a; e b, =c¢,
f(cy) = { =0 verificato ? |
<0 sicalcolaa,=c; e b, = b, . - - i
| b,
Con questo metodo si ottengono le successioni a@ C
a, e b,
1. a, é crescente Cl
2. b, é decrescente
| aq b
Dacui: a,<by, e b,=aq,
3. Vnay<a,<b,<b I
4. 0<b,—a,=— dove L=b—a a, b

zn
. S oL L
(Per cui si avra L’E’Z’ ecc.)

Poiché a,, € crescente e limitata

a, - p € (a;b)
a, = p segue dal teorema delle successioni monotone limitate.
a, <b = p<bh

Per permanenza del se no{
p 9 a,=a = p=a

= {,

—a>
a,—a=0 — p—az0
n—a—>p—a

Analogamente
an =P

by qelab] = ("0




Si dimostra dunque p = g
lp—ql=Ilp—a,+a,—b,+b,—ql <

L
lp — ay| + lay, — byl + by, —ql = |P—an|+|bn—q|+ﬁ veraVn

Sen—-20
|p - anl -0
|bn - ql -0
L
770
= |p — q| < {di una quantita che puo essere resa piccola a piacere}
= Ilp—ql<e
= lp—ql=0 & p=gq
Conclusione: Si chiami x il punto p = ¢q
dx, € [a;b] t.c. a,—->x, € b, > xg
= Usando la continuita si ha
flay) = f(x0) e f(by) = f(xo) (continuitain x,)
f(an) = f(xo) ma flan) <0 = limf(a,) =f(x) <0
f(bn) = f(x0) fbp) 20 = limf(b,) = f(xe) =0
= 0<f(x) <0 = f(xp)=0

=

(permanenza del segno)

Teorema di Darboux (dei valori intermedi). Sia f:/ = R, con I intervallo in
R. Si dice che fsoddisfa la proprieta di Darbouz (o dei valori intermedi) su I se
presi x <y, con x,y € I, allora la f assume nell’intervallo [x; y] tutti i valori
compresi fra f(x) e f(y).

| | 1 ]

A A7
X Xo )Y

Conseguenza: Se I ¢ un intervallo e la funzione f:1 — R segue il teorema di

Darboux, allora f(I) ¢ un intervallo.

Teorema. Proprieta di Darboux. Sia f:[a; b] » R continua = f ¢ di Darboux.
Dimostrazione: Siano c¢,d tali chea <c<d <b.

Si supponga che f(c) < f(d). f(x)

Si sceglie un qualsiasi valore a

flo) <a<f(d) f(y)

dunque si vuole trovare x, € (c;d) t.c. [ |

f(xo) =a c Xo d




Successivamente si sceglie g(x) = f(x) — a, con
g:lc;d] » R (g continua in [c; d])
Inoltre
{9(6) =fle)—a<0
gd)=f(d)—a>0
Conclusione: la funzione g soddisfa il teorema degli zeri in [c; d], dunque
= 3Ax € (¢;d) t.c. glx) =0
= f(xo)—a=0 = f(x) =«

Teorema di Weierstrass. Sia la funzione f: [a; b] - R continua = allora la

funzione f ammette minimo e massimo.

1
lan - x

Controesempi:
e f(x)=arctanx I(f) = _z.z]

2’2
Essa non ha intervallo chiuso e limitato = non

1 o

L) =

ha min e max. = = ~ :
Non essendo limitata in R, non € applicabile il ¥
teorema di Weierstrass.

e f(x)= i, definita in (0; 1]
L’immagine di fé
I(f) = [1; +o0)
Non essendo un insieme essendo chiuso e limitato, la 15

funzione non ammette max.

Dimostrazione: (caso del massimo) N RN mEEmr mam SHERE RN

Sia M = sup € (—o0; +00]
f
dx, € [0;1] t.c. f(x,) > M

X, (successione) é limitata, poiché contenuta in [a; b].
Dal teorema di Bolzano-Weierstrass:

= 3Jx € R e un successione x,, = x
Poiche x,, <b = x <b (permanenza del segno)

= Xx€|a;b
Poiche x, =a = x =a (permanenza del segno) la; b]

Dunque:
o x, — x (continuitd) = f(xnk) - f(x)
e fx)) oM = f(xnk)*M
= (unicita del limite) M = f(x)



Teorema. Data f:[a;b] > R continua = f([a;b]) = [n; M].
Dove m = mfin e M= m}gx.

Corollario. Sia f:[a; b] » R una funzione monotona crescente/decrescente.

= allora f ¢ continua & f([a; b]) = [m; M]

Dimostrazione:

e = ¢ verificata
o &=
se fnon é continua = 3 almeno un punto di discontinuita.

= 3 almeno un salto (I'immagine non ha buchi).

Corollario. Sia f:[a; b] » [m; M] continua e invertibile. Allora la funzione inversa

f~L:[m; M] - [a; b] é continua.
Dimostrazione: f~*([m; M]) = [a; b]

Esempio. lim sinx = sin x, , . -
X—=>Xo

lim sin(x, + h) = sin x,
n-0

sin(x, + h) = sin x, cos h {— 0} + cos x, sin h {— 0}

f: [—g;g]*[—l;l]

f~1(x) = arcsinx & continua, perché sinx &

continua.

Teorema. La funzione f ¢ crescente e invertibile = f~1 & crescente.
Esempio. f(x) = x :> crescente

f1(x) =x :> crescente
Dimostrazione: y; <y, = [ 1(y) < f1(y,)

yi=f(x) e y,=f(x,) [perchef strett.cresc.]
= x; < X,

1) = f_l(f(x1)) = X1
f_l(Y2) = f_l(f(xz)) =X

Teorema. Sia la funzione f: [a; b] = [m; M] continua e biunivoca, e dunque

invertibile. Allora fé necessariamente monotona.
Esempio - controesempio. f:[0;1] - [0;1]
La funzione é non continua e non monotona.
(Non essendo monotona non é neppure continua)
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