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Funzioni reali in una variabile reale 
1. Funzione reale 

Una funzione reale in una variabile reale si indica: 
𝑓: ℝ → ℝ 

Il suo dominio: 
𝐷(𝑓) = 𝑑𝑜𝑚𝑖𝑛𝑖𝑜 

Esempio. 𝑓(𝑥) = ଵ
௫
 

𝐷(𝑓) = ℝ − {0}, (−∞; 0) ∪ (0; +∞) 
Si indica l’immagine della funzione come: 

𝐼(𝑓) = {𝑦 ∈ ℝ௔௥௥௜௩௢     𝑡. 𝑐.     ∃𝑥 ∈ 𝐷(𝑓)  𝑐𝑜𝑛    𝑓(𝑥) = 𝑦} 
Notazione: 𝐴 ⊂ 𝐷(𝑓) 

𝑓(𝐴) = {𝑦 ∈ ℝ௔௥௥௜௩௢    𝑡. 𝑐.      𝑦 = 𝑓(𝑥)    𝑐𝑜𝑛    𝑥 ∈ 𝐴} 
Dato 𝐵 ∈ ℝ௔௥௥௜௩௢, si chiama controimmagine di 𝐵 (attraverso la f) l’insieme 

𝑓ିଵ(𝐵)  [𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑖𝑚𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑒] = {𝑥 ∈ 𝐷(𝑓)   𝑡. 𝑐.    𝑓(𝑥) ∈ 𝐵} ⊂ 𝐷(𝑓) 
N.B.:  𝑓ିଵ(𝐵) può essere ∅. 
Esempio. 

𝑓(𝑥) = 𝑥ଶ      𝑓ିଵ([−1; 2]) = ∅ 
 

1.1. Funzione iniettiva, suriettiva, biunivoca 
Definizione. Data una funzione 

𝑓: 𝐴 → 𝐵 
Si dice che essa è iniettiva se: 

∀ 𝑎ଵ, 𝑎ଶ ∈ 𝐴    𝑡. 𝑐.     𝑎ଵ ≠ 𝑎ଶ   ⟹   𝑓(𝑎ଵ) ≠ 𝑓(𝑎ଶ) 
In modo del tutto equivalente: 

∀ 𝑎ଵ, 𝑎ଶ ∈ 𝐴    𝑡. 𝑐.    𝑓(𝑎ଵ) = 𝑓(𝑎ଶ)   ⟹    𝑎ଵ = 𝑎ଶ 
 
Definizione. Data una funzione 

𝑓: 𝐴 → 𝐵 
Si dice che essa è suriettiva se: 

∀ 𝑏 ∈ 𝐵    ∃ 𝑎 ∈ 𝐴   𝑡. 𝑐.   𝑓(𝑎) = 𝑏 
Cioè se l’immagine della funzione: 

𝐼(𝑓) = 𝐵 
 
Definizione. Data una funzione 

𝑓: 𝐴 → 𝐵 
Si dice che essa è biunivoca (o biettiva) se è suriettiva e iniettiva. 
In particolare una funzione biunivoca è invertibile: 

𝑓ିଵ: 𝐵 → 𝐴 
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1.2. Grafico di una funzione 
Definizione. Data una funzione f di dominio D, si dice grafico di f il sottoinsieme 

𝐺 ⊂ 𝑅×𝑅 
dato da 

𝑔 = {(𝑥, 𝑦) ∶    𝑥 ∈ 𝐷(𝑓)   e    𝑦 = 𝑓(𝑥)} 

1.3. Segno di una funzione 
Data una funzione f di dominio D, si può scrivere 

𝐷 = 𝐷ା⨃𝐷ି⨃𝐷଴ 
con  

𝐷଴ = {𝑥 ∈ 𝐷   𝑡. 𝑐.    𝑓(𝑥) = 0},   𝐷ା = {𝑥 ∈ 𝐷   𝑡. 𝑐.    𝑓(𝑥) > 0},
𝐷ି = {𝑥 ∈ 𝐷   𝑡. 𝑐.    𝑓(𝑥) < 0} 

2. Funzioni limitate, simmetriche, monotòne e periodiche 

2.1. Funzioni limitate 
Data una funzione 𝑓: 𝐷 → ℝ:  

Se ∃𝑀 ∈ ℝ  𝑡. 𝑐. 𝑓(𝑥) ≤ M, per ogni 𝑥 ∈ D ⟹ 𝑓 è 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑎𝑡𝑎 
Il grafico della 𝑓 è contenuto nel semipiano inferiore rispetto la retta 𝑦 = 𝑀. 
Analogamente  

Se ∃𝑚 ∈ ℝ  𝑡. 𝑐. 𝑓(𝑥) ≥ 𝑚, per ogni 𝑥 ∈ D ⟹ 𝑓 è 𝑖𝑛𝑓𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑎𝑡𝑎 
Il grafico della 𝑓 è contenuto nel semipiano superiore rispetto la retta 𝑦 = 𝑚. 
Una funzione di dice limitata se è sia superiormente sia inferiormente limitata. 

2.2. Funzioni simmetriche 
Una funzione 𝑓: 𝐷 → ℝ è simmetrica se 

𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) ⟺  −𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) 
ed inoltre: 

x 𝑓 è 𝑝𝑎𝑟𝑖 se (e solo se) 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) 
Il grafico di f è simmetrico rispetto all’asse delle ascisse. 

x 𝑓 è 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑎𝑟𝑖 se (e solo se) 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)   𝑜𝑝𝑝.   𝑓(𝑥) = −𝑓(−𝑥)  
Il grafico di f è simmetrico rispetto all’origine, quindi alla retta (bisettrice) 
𝑦 = 𝑥. 

2.3. Funzioni monotòne 
Una funzione f si dice  

𝑚𝑜𝑛𝑜𝑡ò𝑛𝑎 ൞

𝑐𝑟𝑒𝑠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒 
𝑠𝑡𝑟𝑒𝑡𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑟𝑒𝑠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒

𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒
𝑠𝑡𝑟𝑒𝑡𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒

se  

⎩
⎨

⎧
𝑓(𝑥ଵ) ≥ 𝑓(𝑥ଶ)
𝑓(𝑥ଵ) > 𝑓(𝑥ଶ)
𝑓(𝑥ଵ) ≤ 𝑓(𝑥ଶ)
𝑓(𝑥ଵ) < 𝑓(𝑥ଶ)

   ∀𝑥ଵ, 𝑥ଶ ∈ 𝐷 , 𝑥ଵ > 𝑥ଶ 
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2.4. Funzioni periodiche 
Sia una funzione 𝑓: 𝐷 → ℝ, essa è detta periodica di periodo 𝑇, 𝑇 > 0, se è il più 
piccolo numero reale tale che: 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑇)  ∀𝑥 ∈ 𝐷 
Ogni intervallo di lunghezza 𝑇 è detto intervallo di periodicità. 

3. Operazioni tra funzioni 
Date le funzioni 

𝑓, 𝐷(𝑓)     e      𝑔, 𝐷(𝑔) 
Vale 

ℎ = 𝑓 + 𝑔 ∶→    ℎ(𝑥) = [𝑑𝑒𝑓. ] 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 
Allo stesso modo valgono le altre operazioni, come 𝑓 ⋅ 𝑔 e 𝑓/𝑔. 
Il dominio della funzione h è dato da 

𝐷(ℎ) = 𝐷(𝑓) ∩ 𝐷(𝑔)    (𝑥 𝑐𝑜𝑚𝑢𝑛𝑖) 
Esempio. 𝑓(𝑥) = 𝑥 + log 𝑥     e      𝑔(𝑥) = − log 𝑥 

𝑓 + 𝑔 = 𝑥 + log 𝑥 − log 𝑥     →   𝐷ᇱ = (0; +∞) 
𝑓 + 𝑥    𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜 𝑑𝑎 𝑓(𝑥) = 𝑥  (𝐷 = ℝ) 

𝐷 ቀ௙
௚

ቁ = 𝐷(𝑓) ∩ 𝐷±(𝑔)     𝑛𝑜𝑛 𝐷଴(𝑔)  
𝐷(𝑔 ∘ 𝑓) = {𝑥 ∈ 𝐷(𝑓)   𝑡. 𝑐.    𝑓(𝑥) ∈ 𝐷(𝑔)}  𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑔൫𝑓(𝑥)൯ 

4. Estremi di una funzione 
Definizione. Si dice estremo superiore di f 

sup
௙

=  ൜
sup 𝑠𝑒 𝑒𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑜 

+∞ se 𝐼(𝑓) non è limitato   =  sup
ூ(௫)

 

 
Definizione. Si dice estremo inferiore di f 

inf
௙

=  ൜
inf 𝑠𝑒 𝑒𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑜 

−∞ se 𝐼(𝑓) non è limitato   =  inf
ூ(௫)

 

 
Definizione. Si dice massimo di f (se esiste) 

max
௙

= max
ூ(௫)

 

Un numero 𝑀 ∈ ℝ   𝑡. 𝑐.   ൜ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀      ∀𝑥 ∈ 𝐷(𝑓)
∃𝑥଴ ∈ 𝐷(𝑓)    𝑡. 𝑐.    𝑓(𝑥଴) = 𝑀 

𝑥଴ è detto punto di massimo. 
 
Definizione. Si dice minimo di f (se esiste) 

min
௙

= min
ூ(௫)

 

Un numero 𝑚 ∈ ℝ   𝑡. 𝑐.   ൜ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑚      ∀𝑥 ∈ 𝐷(𝑓)
∃𝑥଴ ∈ 𝐷(𝑓)    𝑡. 𝑐.    𝑓(𝑥଴) = 𝑚 

𝑥଴ è detto punto di minimo. 
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Esempio. 
𝑓(𝑥) = 𝑥      𝐼(𝑥) = ℝ 

𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥ଶ      𝐼(𝑥) = (−∞; 1] 
𝑓(𝑥) = arctan 𝑥     𝐼(𝑥) = ቀ−

𝜋
2

;
𝜋
2

ቁ 
Definizione. Una funzione f è limitata se 𝐼(𝑓) è un insieme limitato: 

∃𝑀 > 0    𝑡. 𝑐.   |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀    ∀𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) 

5. Esponenziali e Logaritmi 

5.1. Esponente reale 
Sia  

𝑟 =
𝑚
𝑛

, 𝑚 ∈ ℤ e 𝑛 intero;  𝑎 > 0; → 𝑎୰ ≔ (𝑎௠)
ଵ
௡ = √𝑎௠೙   

Le principali proprietà sono (si considera sempre 𝑎 > 0): 
x 𝑎଴ = 1, 𝑎 ≠ 0; 1௖ = 1 ∀𝑐 
x 𝑎௖ > 0 ∀𝑐; 𝑎௖ ≶ 1 se 𝑎 ≶ 1 e 𝑐 > 0 
x 𝑎௖ାௗ = 𝑎௖ ⋅ 𝑎ௗ 
x (𝑎𝑏)௖ = 𝑎௖𝑏௖ 
x (𝑎௕)௖ = 𝑎௕௖ 
x 𝑐 < 𝑑 ⟹ 𝑎௖ ≶ 𝑎ௗ se 𝑎 ≶ 1 
x 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 ⟹ 𝑎௖ ≥ 𝑏௖   ∀𝑐 > 0 

5.2. Logaritmo 
Data la funzione (nella variabile 𝑥) 𝑎௫ = 𝑦, si può dimostrare che: 

 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1, 𝑦 > 0 ⟹ ∃! 𝑥 ∈ ℝ  𝑡. 𝑐.  𝑎௫ = 𝑦  
Tale numero x prende il nome di logaritmo in base a di y: 

𝑦 = log௔(𝑥) 
Infatti 𝑎୪୭୥౗(୶) = 𝑥. Dati 𝑎, 𝑥, 𝑦 reale 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑖, a ≠ 1: 

x logୟ 𝑥𝑦 = log௔ 𝑥 + log௔ 𝑦 
x log௔

௫
௬

= log௔ 𝑥 − log௔ 𝑦 
x log௔ 𝑥ఈ = 𝛼 log௔ 𝑥 
x log௔ 𝑥 = ଵ

୪୭୥ೣ ௔
= − logభ

ೌ
𝑥 , 𝑥 ≠ 1 

x log௕ 𝑥 = ୪୭୥ೌ ௫
୪୭୥ೌ ௕

 

5.3. Funzioni esponenziali e logaritmiche 
Dato 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1, sono definite le funzioni 

𝑓: (0; +∞) → ℝ    𝑓(𝑥) = log௔ 𝑥 
e 

𝑔: ℝ → ℝ     𝑔(𝑥) = 𝑎௫;      𝐶(𝑔) = (0; +∞) 
Queste funzioni sono legati dalla relazione 

𝑥 = 𝑎୪୭୥ೌ ௫, 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1 
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Cioè: 
𝑦 = log௔ 𝑥  ⟺ 𝑥 = 𝑎௬ 

Esse sono decrescenti se 𝑥 < 1 e crescenti se 𝑥 > 1. 
 

5.4. Disuguaglianza di Bernulli 
∀ 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜 ≥ 0, 𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ≥ −1 ∶ (1 + 𝑥)௡ ≥ 1 + 𝑛𝑥  

6. Funzioni trigonometriche 

6.1. Funzione seno e coseno 
Le funzioni 

𝑦 = cos 𝑥  e 𝑦 = sin 𝑥 
sono definite per 𝑓: ℝ → [−1; +1] e sono periodiche di periodo 𝑇 = 2𝜋. 
La funzione sin 𝑥 è dispari, infatti sin(−𝑥) = −sin(𝑥). 
La funzione cos 𝑥 è pari, infatti cos(−𝑥) = cos 𝑥.  

6.2. Funzione tangente e cotangente 
La funzione 

𝑦 = tan 𝑥 
è definita per 𝑓: ℝ − ቄగ

ଶ
+ 𝑘𝜋ቅ → ℝ ed è periodica di periodo 𝑇 = 𝜋. Essa è dispari, 

infatti tan(−𝑥) = − tan 𝑥. 
La funzione  

𝑦 = cot 𝑥 
è definita per 𝑓: ℝ − {𝑘𝜋} → ℝ ed è periodica di periodo 𝑇 = 𝜋. Essa è dispari, 
infatti cot(−𝑥) = −cot 𝑥. 

6.3. Relazioni fondamentali 
I. sinଶ 𝑥 + cosଶ 𝑥 = 1 

II. tan 𝑥 = ୱ୧୬ ௫
ୡ୭ୱ ௫

 

III. cot 𝑥 = ଵ
୲ୟ୬ ௫

= ୡ୭ୱ ௫
ୱ୧୬ ௫

 

7. Funzioni iperboliche 

7.1. Definizione 
Sono definite le funzioni: 

Sh: 𝑠𝑒𝑛𝑜 𝑖𝑝𝑒𝑟𝑏𝑜𝑙𝑖𝑐𝑜 → Sh𝑥 ∶=
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
 

Sh𝑥: ℝ → ℝ 
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Ch: 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑛𝑜 𝑖𝑝𝑒𝑟𝑏𝑜𝑙𝑖𝑐𝑜 →  Ch𝑥 ∶=
𝑒௫ + 𝑒ି௫

2
 

Ch𝑥: ℝ → [1; +∞] 

Th: 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑖𝑝𝑒𝑟𝑏𝑜𝑙𝑖𝑐𝑎 →  Th𝑥 ∶=
Sh𝑥
Ch𝑥

=
𝑒௫ − 𝑒ି௫

𝑒௫ + 𝑒ି௫  

Th𝑥: ℝ → (−1; 1) 
La funzione Ch𝑥 è detta funzione catenaria. 

7.2. Proprietà 
1) Simmetria: 

a. Sh(−𝑥) = −Sh(𝑥), 𝑓𝑢𝑛𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑎𝑟𝑖 
b. Ch(−𝑥) = Ch(𝑥), 𝑓𝑢𝑛𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑖 
c. Th(−𝑥) = −Th(𝑥), 𝑓𝑢𝑛𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑎𝑟𝑖 

2) Relazione: 
a. Chଶ(𝑥) − Shଶ(𝑥) = 1 

3) Formule: 
a. Sh(𝑥 + 𝑦) = Sh(𝑥)Ch(𝑦) + Sh(𝑦)Ch(𝑥) 
b. Ch(𝑥 + 𝑦) = Ch(𝑥)Ch(𝑦) + Sh(𝑥)Sh(𝑦) 
c. Sh(2𝑥) = 2 ⋅ Sh(𝑥)Ch(𝑥) 
d. Ch(2𝑥) = Chଶ(𝑥) + Shଶ(𝑥) 

7.3. Funzioni iperboliche inverse 
x Arcoseno iperbolico: ArcSh𝑥 = ଵ

ଶ
log൫𝑥 + √𝑥ଶ + 1൯ 

x Arcocoseno iperbolico: ArcCh𝑥 = log൫𝑥 + √𝑥ଶ − 1൯    𝑐𝑜𝑛 𝑥 ≥ 1 
x Arcotangente iperbolica: ArcTh𝑥 = ଵ

ଶ
log ቀଵା௫

ଵି௫
ቁ 

7.4. Grafici 

 
Figura 1 Grafico delle principali funzioni iperboliche 


