Lezione 24/9

Calcolo dei limiti



Funzioni continue

Una volta data la nozione di limite possiamo
dare la definizione di continuita di una
funzione in un punto:

« Data una funzione di due variabili ..., . =

e un punto (x,, y)e 0 che e punto di
accumulazione di D diremo che F e

continua in (x, y,) s

lim F(x,y)=F (x4, Y0)

(x,y)—=(x,.>,)
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Funzioni continue in D

Diremoche ~.-»—-w= €econtinuainD se e

continua in ogni punto di accumulazione di
D.
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Esercizio difficile

 Dimostrare che la funzione - -r>—-r
definita ponendo F(x,y)=x € una funzione
continua.

 Dimostrare che la funzione ~: r>— =
definita ponendo F(x,y)=y € una funzione
continua.
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Aperti e chiusl

* Un sottoinsieme di =z si dice aperto se
tutti 1 suol punti sono interni.

 Un sottoinsieme di .- si dice chiuso se
contiene tutti i suoi punti di frontiera.

* Attenzione: non e vero che se D non e
aperto allora e chiuso. Ci sono insiemi che
non sono né aperti né chiusi.

* La chiusura di un insieme D e lI'insieme D
unito con tutti 1 suoi punti di frontiera.

24/09/19 3



Esempil

D=[(x,y)|x2—|—y2<l} é aperto-
® D=[(x. ) x2+12=1] e chiuso.

* H_l(x.0=x>+,7=1] NON € né aperto ne
chiuso.
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Insiemi limitati

* Un sottoinsieme D di rR* si dice limitato se
esiste un disco n,((0,0) che lo contiene.
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Insiemi connessi e convessi

* Un sottoinsieme D di R* si dice connesso
se per ogni coppiadi puntir, ,p, InD
esiste una curva continua che li congiunge
Il cui sostegno e contenuto in D.

* Un sottoinsieme D di R* si dice convesso
se per ogni coppia di punti p,, 2, In DIl
segmento che li congiunge € contenuto in
D.
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Algebra del limiti

Il limite rispetta le operazioni algebriche: se

lim  F(x,y)—z © lim  G(x,y)=M allora

(x,y)—=(x,.»,) (x,y)—=(x.»,)
o .
lim F(x,yv)xG(x,y)=L+M
(x.y)—=(x,.>,)
. -
lim F(x,yv)G(x,y)=LM
(x.3)—(xy. v,
o

lim F(x’y/ zL/ purché M #0
(x. )= (x. ) G(x,y) /M
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Operazioni algebriche e funzioni
continue

Dal fatto che il limite rispetta le operazioni
algebriche discende immediatamente
che

« Lasomma e la differenza di funzioni
continue e continua

* |l prodotto di funzioni continue e
continuo.

 Se aGix.ve=0 allora F(x,y)/G(x,y) e
continua in (Xo,Yo).
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Esempi

s r:rR*-RrR, F(x,y)=x+>» € continua.

* FiRT—>R, F(x.y)=(x+y)(x—1y»)
continua.

e Se P=l(x.y)Ix+ry=0] @ r:p -r @

definita ponendo

Xy
X+y

F(x,y)=

allora F e continua.
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Composizione con una funzione
continua.

e Teorema: Se »-7—=r e una funzione
continuain ,-, e

lim F(x,y)=L

(x,y)=(x,.2,)

allora

lim f(F(x,y)=r(L)

(x,v)—=(x,.»,)

ovvero

lim f(F(x,y))Zf(( lim F(x,y))

(x, )= (x.>»,) x, y)—=(x .y )
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Esempi

Calcolare
1_ Iim ln(1+x2+y2)
(x,y)—(0,0)
2- Iim e_(x2+y2)
(x,y)—(0,0) .
i sin(xy )
(x,y)—-(00) XV
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Composizione di funzioni continue

Dal teorema discende immediatamente |l
seguente fatto: se D e un sottoinsieme di -

e rr- -7 , Fr:7—-IR sono funzioni
continue allora

e F D —IR

e continua.
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Esempio

| afunzione - -rR>—>R
ponendo

2
F(x,y)=cos(x’+e)

e continua.
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Forme indeterminate

Per calcolare il limite di forme indeterminate
e utile restringere la funzione a curve che
avvicinano il punto in cui si vuole calcolare
il limite. Vale, infatti, il seguente teorema.

Teorema: Sia ~-» -~ una funzione di due
variabili, sia (Xo,yo) un punto di
accumulazione di D, e sia »:7— o\i(x,. 20}
—(~(t).ve)) » UNA cUrva tale che

lim y(7)=y, lim x (z)= x,
Se lim  F(x,y)=L allora lim 77 (x (7). y(1)=L

(x.y)—=(x,.»,)
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Restrizione a curve

* |l teorema pone una condizione piuttosto
forte sull’esistenza del limite di una
funzione di due variabili. Esso dice infatti
che se il limite di F(x,y) per (X,y) che tende
a (Xo,yo) € L allora il limite della funzione
ristretta ad una qualsiasi curva che si
avvicina a (Xo,Yo) deve essere L e quindi
non dipende dalla curva.
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Esempio

 Verifichiamo se esiste il limite  1im —2-
(x,y)-(0,0) X+ y

Per farlo restringiamo la funzione alle curve
7:(0,1) > R> #(£)=(z.,0) 7, :(0,1)— R? ri(t)=(z,1)

Entrambe le curve tendono a (0,0) per s —o"
. TNTE ) 1
Calcoliamo i limiti 1m #(z.0)=0  lim F(z,7)=>

+
t—0 t_‘>0+

Siccome i due limiti sono diversi il limite

lim il

L 24, hon esiste

2

24/09/19 18



Parametrizzazione di segment

 Come abbiamo visto nell'esempio
precedente, per verificare se il limite

im r(x.) egiste, e utile studiare la

(x.y)—=(x_.»,)

funzione su segmenti che hanno (xo,Yo)
come estremo.

Questi segmenti si parametrizzano come

rH:[O,a]—>R2 ro(t)=(x,+tcos@ ,y,+rsinb )

dove ¢ e I'angolo che il segmento forma con
I'asse x
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Test delle rette

Se = r.»  esiste allora deve essere
lo stesso su ogni curva e in particolare su
ogni segmento. Otteniamo in questo modo

Il seguente test di non esistenza del limite.

 Sia #:~»—w una funzione di due
variabili. Se . ~-,:)) dipende da o, allora

lim F(x,y)

(x,y)=(x,.»,)

non esiste.
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