Lezione 13/12

Convergenza puntuale delle serie di Fourier



Disuguaglianza di Bessel

 Se W e un sottospazio di uno spazio V allora

0<|v=p, (VIP=(v=p, (v),v=p, (v))
e quindi  =(v—p, (v),v)=[v[F=(p, (v),v)

Esplicitando IIvIFP=<. », (v)> e sostituendo
(v, w,)
pw(v)=2.

Azt |lw, )P e
troviamo che

vowp)f?
131219 v][*> Z

= w,P




Disuguaglianza di Bessel

* Applicando la disuguaglianza a f e pn(x) troviamo
che

21T 2 27T 2
(f,cos(—=hx)) f, sm(—hx)>
2] D) ( T
LAF=== +Z 772 + 772

e Sostituendo i coefficienti di Fourier si trova

jf 2dx>T a(2)+i(ah+b2)

che e detta dlsuguagllanza d| Bessel
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Osservazione

* Sinoti che la disuguaglianza di Bessel

2 n
%nLhZ::l (ai +bi)

T
J.f(x)za’xzZ
0 2

2

2y

~+ 00
implica che la serie —%+ 3 a;+b
h=1

2

/| converge.
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Non tutte le serie trigonometriche

sono serie di Fourier
 Esempio:

3,0, - cos(m)

non € una serie di Fourier
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Uguaglianza di Parseval

 Come abbiamo gia visto, se r=z>(7), |la serie di
Fourier di f converge a f in media quadratica, cioe

lim [/ —p,(/)=0
ovvero AN
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Uguaglianza di Parseval

* Abbiamo gia visto che

n

1%, 3 faten)

L =p, =171

e Siccome

tim ||/ —p,ll=0

71—+ oo

T 2 ~+00
17P=] 7 (xPde=2| 243 (a2 +52
0 h=1
Questa uguaglianza é detta uguaglianza di
Parseval.
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Energia di un segnale

* Se una funzione f(t), periodica di periodo T,
rappresenta la variazione nel tempo dell'altezza di
un segnale la sua energia e data da

E(f)== o /(1) d
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Energia delle armoniche che
compongono un segnale

« Se calcoliamo l'energia dell'armonica n-esima di f
troviamo che essa e

a’+ b*

E:n n
7 2

se =0, mentre I'energia dell'armonica zero e

2 2
Ey=—2=(7 [ f(0)dr)

13/12/19 9



Interpretazione fisica dell'uguaglianza
di Parseval
e | 'uguaglianza di Parseval

I
2| 2

171P=[ f(x) dx=
0

e equivalente all'equazione E(f)=2+j0 E

che esprime il fatto che I'energia del segnale ¢ la
somma delle energie delle armoniche che lo
compongono.
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Teorema di Riemann-Lebesgue

e Corollario: Se Fer(T)

2 2
lim ff ) cos TT(nx dx= lim ff )sin ( Tﬂnx)dx 0

n—+o n—+oo
2

] ] ] +<X)
Dimostrazione: La serie “2_°+ > [ar+b;]  converge
. . . . . h=1
e quindi il suo termine generico tende a zero.
Quindi 0= lim |a,|=< lim J&®+b>=0 g

71 — + oo 71 — + oo

0= lim |b |< lim &+ b>=0

71 — + oo 71 — + oo

13/12/19 11



Forme diverse della serie di Fourier

* Ci due altri modi per scrivere la serie di Fourier di
una funzione.

! Come serie di soli coseni
! Come serie trigonometrica complessa
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Serie di soli coseni

e Consideriamo il termine

2Tt . 2T
ahcos(Thx)anhsm(Thx)

Scriviamo (@, b,) come  \a?+5%(cos(d,), sin (e, ))

e Sostituendo troviamo

2 2
azhcos(T1T hx)+b, sin(Tﬂhx)z
=\/ai+b,2Z COS(CI)h)COS(z;,Thx)-FSiIl (¢, )sin (2]1,Thx)

13
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Serie di soli coseni

¢ Se chlamlamo 4, \/a,,+b per h#0 e
A, =5 ¢O allora la serie di Fourier di f si

puo rlscrlvere come

+ o0

S[f]:tho Ah

cos(zTTrhx c|>h))
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Spettro di ampiezza e spettro di fase

+ 00 21‘(
« Se S[f]zzh:() A, cos(Thx—cl)h))
allora la successione 4, 4,,4,,"*-, A,,"*-, &

chiamata spettro di ampiezza di f

* La successione ¢,, P, b, -, P, , -, € chiamata
spettro di fase di f.
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Funzioni periodiche complesse

» Consideriamo l'insieme L*(T,C) formato dalle
funzioni periodiche di periodo T a valori complessi
tali che

[ 1 (x)Pex
esiste finito.

» Come nel caso di L*(T)si verifica che L*(T,C)é
uno spazio vettoriale.

» |l prodotto scalare che si definisce su L*(T,C) &

13/12/19 <f,g>:f§f(x)mdx 16



Ortogonalita delle funzioni
esponenziali
* Abbiamo gia visto che se h, k sono interi allora

<e(21T/T)ihx 21T/lex> J’ (2c/T)i(h—k)x de 0 se h#k
’ T se h=k

2 .- .
2Tk s6no ortogonali in

e Quindile funzioni e
L*(T,C) e

||e(21T/T)ihx”2:T
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Polinomi trigonometrici complessi

* | polinomi trigonometrici in 2*(7,c) di ordine n
sono le funzioni del tipo

Z” g e(2Tr/T)ihx
h=—n h

* Applicando il principio di ortogonalita troviamo che,
datafin L*(T,C), il polinomio trigonometrico di
ordine n che minimizza lo scarto quadratico medio

é n ~ w/T)ihx
dove

—(27T/T)ihx
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Serie di Fourier per una funzione a
valori complessi

 Se f & una funzione in L*(T,C), la sua serie di
Fourier e

Too o~ (2T/T)ihx
2 f(h)e

» Se f & a valori reali (cioé feL*(T)), allora la serie

Too o~ (2T/T)ihx
Do f(h)e

viene chiamata forma esponenziale della serie di
Fourier di f.
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Passaggio da serie di Fourier a forma
esponenziale

* Valgono le seguenti relazioni: se h>0

- (W)= (a,~ib,)

- F(=h)=2(a,+ib,)

2

mentre
! A(@)_@
J 2
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Convergenza di serie di funzioni

 Come abbiamo visto vi sono vari tipi di
convergenza di serie c1i funzioni: quando scriviamo
f(x)=2, a,(x—x,)

n=0
intendiamo dire che per ogni x abbiamo che la

successione delle ridotte parziali converge a f(x): la
serie converge puntualmente a f(x).
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Convergenza di serie di funzioni

e Quando invece scriviamo

f~%+i (a,cos(hx)+b,sin(hx))

h=1

Intendiamo dire che la successione delle ridotte
parziali converge a f in media quadratica.
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Convergenza assoluta

+©
 Sidice che una serie 2/, converge
n=_
assolutamente se la serie

SIr)
n=0

converge puntualmente.

Per il criterio di Cauchy, se una serie converge
assolutamente, allora converge puntualmente.
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Esempio
* Le serie di potenze convergono assolutamente

all'interno del raggio di convergenza:

 Teorema: Se R e il raggio di convergenza della
serie di potenze

~+ 00 .
ano an(x_x())
e r<R allora la serie converge assolutamente in
[x,—r,x,+r] - In particolare

+ 00 7
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Convergenza totale

e C'e un terzo tipo di convergenza di serie di
funzioni, detta convergenza totale: date f,:[a.b]—R
diremo che la serie X 7,

converge totalmente se
! |/ (x)|<a, perognixin[a,b]
> .a, converge
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Convergenza puntuale e convergenza

totale
 Teorema: Se >, r, converge totalmente allora

! La serie converge puntualmente ad una funzione f(x)
definita su [a,b].

' Laserie >, _ f,(x) converge assolutamente e

F (=2 1f, (0= a,

I Se le fn sono continue allora f & continua
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Derivabilita e integrazione

e |noltre,

! Se le fn sono integrabili e continue allora f € integrabile

€ b b b
I rax=] (2 f.(x)dx=2 [ f,(x)dx

' Se le fn sono derivabilie ~f ', converge totalmente
allora f e derivabile e

F(x)=(2 fo(x) =2 f(x)
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