Lezione 3/12

Successioni di funzioni



Successioni di funzioni

* Una successione di funzioni € una sequenza

| cui termini sono funzioni f.:/—R definite sul
dominio /<R indipendente dal.



Esempi

* La successione f,(x)=x"¢& la sequenza

n

l,x,xz,x3,...,x
In questo caso /=R

* La successione fn(x)=Ln

X
1 1 1 1

’ ,...,

K
X X X X

In questo caso /=R\{0}

(n=1) e la sequenza




Limite puntuale di successioni di
funzioni

* Si dice che il imite puntuale della successione di
funzioni £, f......1f,. ... con f.:/I-R ela
funzione f:7-R se per ogni xe/ si ha che

lim, ... f,(x)=f(x)

* |n simboli si scrive

linln—H—oo fn :f



Successioni di funzioni complesse

* Una successione di funzioni complesse € una
sequenza

| cui termini sono funzioni f.:D—C definite sul
dominio DcC indipendente dal.



Esempio

* La successione f.(z)=z" & la sequenza

2,2 2,2,

In questo caso D=C



Limite di una successione complessa

* Diremo che una successione a,,a,,:-,a,, - di
numeri complessi ha limite LeC se perogni €>0
esiste NeNN tale che |a,—L|<e perogni n>N

* |n simboli si scrive

1
~

lIim a

n——+oo Tn



Limite puntuale di successioni di
funzioni complesse

* Si dice che il imite puntuale della successione di
funzioni £, f......1f,. ... con f.:D—C ¢éla
funzione f:D-C se per ogni zeD si ha che

lim, .., f,(z)=f(2)

* |n simboli si scrive

linln—H—oo fn :f



Esempi

* lllimitedi 7 :c—C , 7 (z)=z" non esiste.
* Sia D={zeC|z|<l]le f,:D—C f (z)=z"

llor .
a O a hmn—>—|—oofn:0



Serie di funzioni

 Sia | unintervallo reale e sia f  una successione
di funzioni (reali o complesse). Con il simbolo

2. f,
n=0

indichiamo la successmne di funzioni s, dove

Zf

Questa successione e c"hlamata serie di funzioni di
termine generico fn
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Esempl

* Una serie di potenze Z a,(x—x,)" & una serie
di funzioni il cui termirie genericoe a, (x—x,)" €
la cui k-esima ridotta parziale ¢ il pollnomlo

k
= Z a (x—x,)"
n=>0

* Una serie trlgonometrlca

70+h§1 (¢ hcos(hx)+dh8in(hx))

e una serie di funzioni la cui ridotta parziale e un
os1219 nolinomio trigonometrico. :



Esempio

¢ Se (I, € una successione complessa la serie

~+ 00
Z an(Z_ZO)n
n=>0

e detta serie di potenze complessa di centro zo e
coefficienti a..



Esempio

* La serie geometrica =ix,x" € una serie di potenze
reale di centro 0. La successione dei coefficienti e
1,1,1,1,...,1, ...

. 00 N . .
* Laserie >, _ z" € una serie di potenze complessa:
la differenza con la serie geometrica consiste nel
fatto che z varia nei numeri complessi.



Convergenza di una serie di

funzioni
e Sidice che la serie di funzioni reali o
complesse o
2.

converge a f Iin D se sia s che tutte lef,
sono definite su D e

z f (2)=f(2)

per ogni zeD . In altre parole la successione delle
05/d2

ridotte parziali converge puntualmente af(z) in D"



Raggio di convergenza

* Teorema: Data una successione a, esiste R con
0<R=+c0 tale che la serie

+ 0
Z an<Z_ZO)n
n=0

converge se |z—z,/<R € non converge se

z—z,|>R _ In particolare se la successione

L %néreale allora la serie di potenze reale
Z Cl,,,(x—xo)n converge nellintervallo (x,—R,x,+R)

= ‘ .
"e'non converge se |x-xo|>R. R & detto raggio di
convergenza della serie.



Calcolo del raggio di convergenza

* Se il limite 1m, . 4] €esiste allora, posto

L=um, . 3a|, sIha che il raggio di convergenza
della serie o

Xz

\ 1 1
& R=- (qui si mtende o= tx © —=0).

* Se a,#/0 per ognin e esiste L=lim,_,, 'T”*f' S

ha che il raggio di convergenza della serie
1

Zazz" e R=-



Serie di Taylor

e Sia f:la,b)~R una funzione derivabile infinite
volte.

La serie di Taylor di f di centro xo € la serie di

potenze (n)
51
n=0

Se il centro e xo=0 allora la serie e detta di
McLaurin.

(xo)

r (x—xo)"



Funzioni analitiche

* Una funzione f:(a,b)—R derivabile infinite
volte si dice analitica (o sviluppabile in serie) in un
punto xo in (a, b) se esiste 6>0 tale che

per ogni  xe(x,— 6 X +6)




Controesempio

 Una funzione derivabile infinite volte non &
necessariamente analitica. Ad esempio la
funzione

—l/x2
se x#0

—le
0 se x=0

f(x)

& derivabile infinite volte in 0, ma #“(0)=0 per ogni
K. Se f fosse analitica allora avremmo f(x)=0 in un
intorno di 0.



Criterio di analiticita

* Teorema: Sia f:7/—R una funzione derivabile
infinite volte in xo. Se esistono reali positivi 0, M, L

tali che
£ (x)| < ML

se |x—x,/<o allora f e analitica. Piu precisamente

v ()
a3 L

/
n=0 1

(x—xo)”

per ogni x tale che |x—x <9 .



Dimostrazione del criterio di analiticita

La ridotta k-esima della serie di Taylor e

precisamente il polinomio di
grado k della funzione f.

aylor di centro xo e

Utilizzando il resto di Lagrange abbiamo che

kel
fix)-3, L5

- n=0 n!
e quindi, se |x—x,|<d

)

(x—xo)”z

(k+1)!

f(k_l'l)(c) k+1 M(Lé)k—l_l

k (n)x
Fx-Y L <°)<

x_xo)n‘ﬁ‘

= n! (k+1)!

|lx—x, <



Dimostrazione del criterio di analiticita

n

* Sappiamo che la serie z converge e quindi

= n!
im . A
Ne segue che I
limk%w\f(x)—nz_:o / n(!xo) (x—x,)"|=0
e quindi <n>(x ) 3 f(n)(x )
Fla)=timg 3 P ey = 3 L (e



Esempi

 Usando il criterio di analiticita si verifica che
sin(x), cos(x), e’

sono analitiche in O e sono uguali alla loro serie di
McLaurin per ogni valore di x. Quindi

2n—+1 2n

sin(x) =21, (-1 75 cos(x)=3 ") (~1)' =

2n+1)! (2n)!

X +o0 xn
=35

n=0p/

per ogni X.



Esponenziale, seno e coseno
complessi

* L'esponenziale complesso:

z +o00 Zn
=32

n=0p/
* Seno e coseno complessi:

Yoo Z2n—|—1 Yoo ZZn

=2 gy =R

Queste sono funzionida Cin C




Formula di Eulero

* |In particolare

ez‘z:Z+oo <iZ>n:ZZZ)(_1>n (Z)2n _I_iZ:jO(_l)n (Z)2n+1

=0 nf (2n)! (2n+1)!
e quindi e“=cos(z)+isin(z)
In modo analogo si calcola che
e “=cos(z)—isin(z)
da cui si ottengono le formule di Eulero

iZ iZ

cos(z)=C"LE—  sin(z)=¢S ¢




Proprieta dell’esponenziale

* Una proprieta importante dell’esponenziale
complesso e il fatto che

da cui segue che, se a e b sono numeri reali allora

e’ "=ee'"=e"(cos(b)+isin(b))



