Lezione 1/10

Derivate parziali



Esempio di applicazione del
delle rette

¢ S|a D={(x,y)|x=y} | S|a F:D—>R+
funzione definita ponendo F(x,y>=fc_§

Verifichiamo che 1w #x.») NON esis

(x,y)—(0,0)

Abbiamo che r, ha il sostegno nel dor
di F se -2+ . Intal caso

cos @ +sin @
cos @ —sin @

lim F(tcos@ ,tsinf )=

z‘—>OJr

che dipende da ¢, quindi il imite non e
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l| test delle rette non e sufficie

* Puo capitare che per ogni &

lim F(x,+tcos@, y,+tsinf@)=1L
t—>0+

ma il limite

non esiste.
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Esempio

¢ Sla D=[(x,y)|(x,y)==(0,0)] eSIa F -7 —
la funzione definita ponendo

x
F(x,y)=——2
x+y

In questo caso tim F(x,+rcoso .yt rsino)=o0
indipendente da ¢, ma _1m 7Gxy n
esiste. Infatti sulla Curva r(2)=(z,?)
abbiamo che 1imr (s, :*)=~=0. Siccome i
limite su ~ & diverso dal limite sui

segmenti, m ~.») NON esiste.

(x,»)—(0,0)

24/09/19



24/09/19



Test delle coordinate pola

» Se il test delle rette fallisce si puo
utilizzare il seguente teorema.

e Teorema: Sia -~ — = yna funzione
due variabili. Se esiste 6 tale che

lim F (x5 +ztcos@ , yo+rsin@ )=L

+
t—O0

allora _ 1m rix-z se e solo se

(x.3) > (x . v,

lim |sup|F (x,+tcosé ,y,+tsin@ )— L||=0
0

t—>0+
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Applicazione pratica

* || test delle coordinate polari in pratic:
applica come segue: per prima cosa
applica il test delle rette. Se il test fall
allora  tim #(xo+icos0. yoresino)=z  cON |
indipendente da @. A questo punto si
una funzione f(t) tale che

| F(x,+tcosO ,y,+rsin@ )—L|=< f (1)

e tale che 1m -0 | Se siriesce a trov
f(t) allora

24/09/19

lim F(x,y)=L "
(x.»)—(0,0)



Esercizio

* Verificare che

2
lim f y2=o
(x,3)=(0,0) X2+ y
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Definizione delle derivate

parziali
e Sla .. r una funzione di due

variabili e (Xo,yo) un punto interno di |
—La derivata parziale di F rispetto a

(Xo,yo) €
OF - Flxgth yo)—Flxy, )
E”O’yo):}fﬁ, P
—La derivata parziale di F rispetto a
(Xo,yo) €
OF F(x,, yot+h)—F(x,,»,

—(x,,y,)=lim
ay ’ ! h— 0 h
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Le derivate parziali in prati

» La derivata parziale di F rispetto
a X in (Xo,yo) non e altro che la
derivata della funzione
f(x)=F(x,yo) nel punto Xo.

» La derivata parziale di F rispetto
ay in (Xo,yo) non € altro che la
derivata della funzione

g(y)=F(xo,y) nel punto vyo.
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Esempi
* In pratica, nel calcolare |la derivata
parziale rispetto a x, si applicano le
consuete regole di derivazione,
considerando x la variabile e y una
costante. Analogamente per la deriv
rispetto a y, scambiando i ruoli di x €

 Ad esempio, se r-r>—=r e defi
ponendo F(x,y)zex2+y2+sin(xy)
allora OF 24y

a—x(xo,y0)=2xoe " "+ y,cos(x, )
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Notazioni

* La funzione F si dice derivabile in (Xo,yo) ¢
esistono le derivate parziali in (Xo,Yo).

* Le derivate parziali si indicano in diversi r

S xg )= F (5 7g)=F (5,7, %—i%,yo):F

« SeildominioD diFeunapertoe F e
derivabile in ogni punto di D allora si indic

con

xgyy)=!

oF  OF
0x 0y
le derivate parziali viste come funzioni su
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Approssimazione lineare in u
variabile

* Nel caso di una variabile sappiamo che se
funzione e derivabile allora I'equazione del
retta tangente €  »=r () + 77 (xo)(x—x)

e Sia to=r)+rx)x—x)  |a funzione ct
per grafico la retta tangente. L(x) e chiama
approssimazione lineare di f in Xo.

£ (x)=L(x) _,

* Sinotiche lm™ =5 cioe
'approssimazione lineare approssima la

funzione meglio della distanza tra x e xo.
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Approssimazione lineare In
due variabili

 Sia ~:»—w~ UNa funzione di du
variabili e (Xo,Yyo) un punto internc
di D. Se F e derivabile in (Xo,Yo),
I'approssimazione lineare di F in

(Xo,Yo) €

L(x’y):F<xo)yo)+_
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Funzioni differenziabili

Sia ~:»—w una funzione di due
variabili e (Xo,yo) un punto interno di
Se F e derivabile in (Xo,Yo), diremo ¢
F e differenziabile in (Xo,yo) se
I'approssimazione lineare L(X,y)
approssima la funzione meglio dell:
distanza tra (x,y) € (Xo,Yo), Ccio€ se

(x,y)—»(xo,yo) ||<x’y)_(x()’y0)||




Differenziabilita e continui

« Teorema: Se F e differenziabile ir
(Xo0,yo0) allora € continua in (Xo,Yo)

* Dimostrazione: Se , [Floy)-Lix..
a”Ora (., y)=(x,.5,) ||(X,y)—<x0,y0

lim  |F(x,y)—L(x,»)[=0

(x,3)=(x,.,)

quindi

lim  |F(x,y)=F(xq, yo)—2—(x,,
(x, )= (x,,2,) 0x oy

li F —F _or __,\_ OF B _
(x,y)lr(r)lco’yo)( (X,y) (X()’y0> O x (Xo’yo)(x XO) @y (xo,yo)(y yo)

lim (F(x,y)—F(xO,yO))zoc) lim F(x,y)=F(xy, y,)
(x, y)=(x . »,) (x, ¥)=(x,, 5,)
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Esempio di funzione derivabile
ma non differenziabile

e Consideriamo la funzione r:r*—r

t

definita ponendo 2y

F(x,y)=) x4+y2
0 se (x,y)=(0,0

* Le derivate parziali di F in (0,0) sono
F (0,0)=0 ¢ F (0,0)=0

ma la funzione non e continua in (0,0) e
non puo essere differenziabile in (0,0).

se (x,y)#(0,0)
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Come si verifica se una

funzione e differenziabile

» Teorema del differenziale totale:Sia
una funzione di due variabili e sia (x
punto interno di D. Se le derivate pa
F esistono in un intorno di (Xo,yo) € S
continue in (Xo,Yyo) allora F € differen:

in (Xo,Yo).
* Dimostrazione:

F(x,y)=F(x,y,)=F(x,y)=F(x,y)+F(x,y)-F(x

0
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 Per il teorema del valor medio
0F

Flx,y)=Flx, yJ=o—{d plle-x)
Qumdimo,y>—F<x0,yO>:§—j<xo,;m(y—m
Pl -l Pl s =l
el a-s o)
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Per la disuguaglianza di Cauchy-

Schwarz,
I(Z—I;F(éx,y)—z—iF(xo,yo) (x=x,)+ g—iFuo,ny)—f;—iF(xo,yO))(y
s J o el 2L Pl -5 s s e
quindi
e L LT |
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e Siccome % £ sono continue

. 0 0
in (xo,yo)
abbiamo che
0F 0F 2 oF OF 2_
( y>lllﬁ0,yo)\/ PR )‘E(xo’yo)) +(5—y(xo,ﬂy)—5(xo,yo) =0
e quindi

lim |F<X,y>—L(X,y)|:O
(x,y)—>(x0,y0) ||(x’ y)_(xo’y()>||
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Esercizio

e Sia p~=l(x.»Ix*+r*=6] e
sila ~-»—~ la funzione definitz
ponendo

F(x,y)z\/6—x2—y2

* Verificare che F e differenziabi
nel punto (1,1).
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Esercizio

e Sila r:p—=r la funzione
definita ponendo

F(x,y)=e 7

» Calcolare un valore
approssimato di F(0.9,1.1).
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Derivate di funzioni compo:

e Se sir-segu—x  SONO fUuNzi
una variabile allora sappiamo che

(fog) (x)=s"(g(x))g (x)

» Ci sono regole analoghe per calcola
derivate parziali di funzioni compost
Siccome ci sono vari modi per comg
le funzioni, dobbiamo distinguere va
casi.
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| caso: G(x,y)=f(F(x,y))

 Sia ~:»—-- una funzione di due var
e sia (Xo,yo) un punto interno di D. Si

r-7—. una funzione di una variabi

Se F e derivabile in (xo,yo) e f € deriv
In to=F(xo,yo) allora -_,-,~ € deriv

In (Xo,yo) €
g_f(xo,yo):f'<f0)aa_i<xo’yO) , %(xo,yo)=f'<fo)g_l;<xo’
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Il Caso: g(t)=F(x(t),y(t))

» Sila ~:-»—- una funzione di due va
e sia (Xo,yo) un punto interno di D. Si:

rol—D, r(r)=(x(z).y(zr))

una curva tale che ., )—~,. .. .

Supponiamo inoltre che r sia differenz
in to. Se F e differenziabile in (xo,yo

la funzione ._s-., e derivabile
. OF . OF ,
g (%)ZE(XO’)/())X (t())-l_a(xo)yo)y (t())
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Esempio
« Sia - =*—= definita ponendo .=

« Sia ..z~ lacurva definita
ponendo  r()=(e.e )

\

e Allorala funzione +—+-- € g(r)=e>+

« Si verifica facilmente che, calcoland
la derivata di g(t) usando questa
espressione e usando la formula pel
la derivata di una funzione compostzs
si ottiene lo stesso risultato.
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Controesempio

* Diamo ora un esempio in cui la regc
differenziazione di funzione compos
vale percheé F non e differenziabile.

Consideriamo ~.x>— r definita por

(

2
Xy

se (x,y)#(0,0)
F(x,y)=1 x*+)°

0 se (x,y)=(0,0)

\

esla ,.... Jlacurva .. _..,

RiSUlta Che Z_I;(O’()):g_];(o’o):() ma (For)
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Il Caso:
G(u,v)=F(x(u,v),y(u,v))

Sia ~:»~—w= una funzione di due variak
differenziabile in (Xo,Yo).

Sia s -o-» una funzione di due varia
valori vettoriali, quindi = a7 . v)=(x(uv) v

Supponiamo Che  (x(u. ve). (1. vo)) = (x4, ¥o)
che sia x che y siano differenziabili in (uo
Allora,se o_, -,

0G oF 0x oF 0y

2O =2 e 2 2
0G 0F 0 0F 0
E(”o"’o) 8x( )a—:(uo,v0)+$(x0yo)a—3:(u0,vo)
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Il Caso:
G(u,v)=F(x(u,v),y(u,v))

* |n modo meno preciso ma piu espre
In questo caso la regola di derivazio
funzione composta si scrive

0G OF ox

0F 0y

ou Ox Ou
0G OF Ox

_|_
0y ou

OF 0y

= +
ov 0x 0v
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Esercizio

« Sia r:r*—r |afunzione definita
ponendo F(x.»)=""", Sia n—i,.0)p
sia ».p—= definita ponendo

M (p ,0)=(p cosO ,p sinb )

e« Calcolare dF°mM e olF°M
Op 06
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Derivate seconde

 Come per una funzione di una varia
anche una funzione di due variabilli |
essere derivata piu volte. Data una
funzione di due variabili F definita st
iInsieme aperto D e derivabile in ogn
punto di D possiamo considerare le
derivate parziali % ZF come funz
su D e calcolarne Fe loro derivate

parziali.
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Derivate seconde

* Si ottengono quattro derivate secon

F:
0

ox

oF
0x

0
)ay

0F
0x

0
"0x

0F\ 0 [0F
0yl 0y\oy

_ 0 |OF o
La notazione 3|5 e piuttosto

pesante e si preferisce scrivere

0 |OF

5; 0x

LIS
ox’ 0y

Fr o fur)os
0xdy 0y

Jor
ax

oF
Oyox’

0 [oF
0x |0y
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Esercizio

e Sia »-=2—~= la funzione definita

ponendo
F(x,v)=cos(xy)+3x"y°

O'F 0'F O'F O°F
ox} 0y0x 0x0y g,

Calcolare
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Teorema di Schwartz

. 2
» Teorema: Se le derivate ZF,%F,jg
esistono vor ey

. . . OF .

in un intorno di (Xo,Yo) € vor © contir
IN (Xo,Yyo) allora la derivata

0*F

0x0y

esiste ed e uguale a

(X, o)

0'F
0yox
 Naturalmente Il teorema continua a

valere se si scambiano i ruoli di ¢F
0y0)

(Xg, 7p)
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Corollario

« Se D e un apertoe F:0~R e una
funzione di due variabili tale che le s
derivate seconde esistono e sono
continue in D allora

0°F 0°F
dxdy 0yox
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Derivate successive

* Naturalmente si possono definire le
derivate terze, quarte, n-esime: le
derivate terze sono le derivate parzi
delle derivate seconde e quindi sonc

O°F OF &F OF
0x> 8x28y 8x8y2 0y0x0y
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Definizione

* Una funzione F:Dk—>IR con D ape
sidice diclasse ¢ se tutte le sue
derivate fino all'ordine k sono contin
D.

e Sidicediclasse ¢* se le sue deri
di qualsiasi ordine sono continue in |
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Teorema

e Se F e di classe ¢~ allora nelle deriv
I'ordine di derivazione non conta.
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Esempio

e SeFediclasse ¢” alloracisono
quattro derivate terze:

O°F &F OF OF
0x° 8x28y 8x@y2 8)/3
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Equazione del piano tange

» SeFeécC & possibile calcolare
'equazione cartesiana del piano
tangente al grafico della funzione.
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Vettori tangenti al graficc

* Sia (Xo,yo) un punto del dominio D di
funzione di due variabili F di classe

* Un vettore tangente al graficodi F n
punto (Xo,Yo) € Il vettore tangente r'(1
una curva r(t) derivabile avente
sostegno sul grafico di F e tale che 1

(Xo,Yo, F(Xo,Yyo0)).

24/09/19



Piano tangente al graficc

* || piano tangente al grafico di F nel
punto (Xo,Yo) € il piano passante per
(Xo,Yo0,F(Xo,y0)) e parallelo a tutti i vett
tangenti al grafico di F in (Xo,Yo).
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Calcolo dell'equazione de

piano tangente al grafico
 Sia v=ai+bj+ck  un vettore tangen
grafico di F nel punto (xo,yo0). Sia r(t)
curva sul grafico di F tale che
r(to)=(Xo,Yo,F(Xo,y0)) € r'(to)=v. Siccom
r(t) e sul grafico di F abbiamo che

() =x(0)T+y(e)j+F(x(t), (1) k
 Allora

= (0T 4y (0T HZ 2 0+ 5y
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Calcolo dell'equazione de

piano tangente al graficc

* In particolare, siccome F e di classe

a_zr-l—b_j-l—cl;:r’(t0)=a7+b}+(2—F(x0,yo)a-l——(x
X

da cul ricaviamo che

OF
C:Ebc()’yo)a_l_E(x()’yo)b

Quindi i vettori tangenti al grafico
soddisfano lI'equazione

0F

_oF
0X

OF

(x()’y())x—l_E(xo)yo)y

Z
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Calcolo dell'equazione de

piano tangente al graficc

* |l piano parallelo al piano di equazio
OF OF

== P (x() y())x_l'w(xo yo)y
e passante per (Xo,Yo,F(Xo,yo0)) ha
equazionea

oOF
z—F(xy,y,)=

a@c()’yo)( )_I_E( O’y0)<y_;

e quindi il piano tangente al grafico di
(Xo0,Yo) € il piano di equazione
OF OF

z=F(x,, y0>+a_< 00 Vo) (X o)‘l'ﬁ(xo’yo)(y_
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Approssimazione lineare

piano tangente al graficc

« Come abbiamo visto il piano tangen
ha equazione

z=L(x,y)

dove L(x,y) e l'approssimazione lineal
F in (Xo,Yo).

Quindi l'approssimazione lineare di ur
funzione di classe ¢' e la funzione i
grafico € il piano tangente.
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Esercizio

° Sla Dzi(x,y)|x2—l—y2<6} e
sila ~.»-= lafunzione definita
ponendo

F(x,y)Z\/6—xz—y2

Calcolare I'equazione del piano
tangente al grafico in (1,1).
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