Lezione 6/12

Serie di Fourier



Esercizio (formule di Werner)

* Verificare che

cos((x)cos(B)=%(cos(u+ﬁ)+cos((x—l3))

(sin(a+p)—sin(a—p))

cos(a)sin (P) %
1
2

sin(o)sin(B)==(cos(x—B)—cos(x+p))
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Esercizio

* Verificare che

cos (
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Funzioni a valori complessi

e Sia f:[a,b]—C una funzione. Allora possiamo
scrivere

f(x)=fglx)+if(x)

dove fy:la.b]>R e f_:[a,b]>R sono funzioni
a valori reali.

Diremo che f € continua se f e flosono.
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Integrale di funzioni a valori complessi

e Se f:|la,b|—C & una funzione a valori complessi
continua allora possiamo definire l'integrale di f
come

b

b b
ff(x)dxzffm(x)dx—kiffs(x)dx

a
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Primitiva di una funzione a valori
complessi

* Sef(x)=/f,(x)+if.(x) €unafunzione a valori
complessi, allora una primitiva di f € una funzione
F(x)=F(x)+iF,(x) tale che

F'o(x)=fgx(x) e F' (x)=f5(x)
 Chiaramente, se F € una primitiva di f, allora

b
J f(x)dx=F(b)=F (a)
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Esercizio

e Sia kecC. Calcolare

b

f ™ dx
« Siano k e h interi. Calcolare

2Tt 2Tt

o e ih
f e™dx e f e’ e dx
0 0
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Esercizio

e Siano k,h interi Calcolare

f cos (kx)cos(hx)dx

f cos (kx)sin (/x)dx

f sin (kx)sin (hx) dx
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Funzioni periodiche

Una funzione :r — r si dice periodica di
periodo T se f(x+T)=f(x) per ogni X.
E' chiaro che una funzione periodica di periodo T

e determinata dai suoi valori in un qualsiasi
intervallo [Xo, Xo+T).

Ad esempio le funzioni cos(x) € sin(x) SONO
periodiche di periodo ==

: : : 2 .2
Ad esempio le funzioni cos(%x) e sm(%x) SONO
periodiche di periodo 7.



Prolungamento periodico

« Data una qualsiasi funzione z:[x,.x,+7)—IR
esiste un'unica funzione ~ : IR — IR periodica di
periodo T che, ristretta a [xo, Xo+T), coincide con
g.

* Questa funzione f si ottiene replicando il grafico di
g in ogni intervallo [xo+kT, xo+(k+1)T) con k
intero.

* Questa funzione e detta prolungamento periodico
di g.
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Esempi

* =z - [Oo.1)—IR g(X)=X ha come
prolungamento periodico la funzione il cui
grafico e

AN

¢ =l —1.1) —IR a(x)=|x| ha come
prolungamento periodico la funzione il cui
grafico e
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Disuguaglianza di Schwarz

« Sia z2(7) l'insieme delle funzioni f
periodiche di periodo T e tali che esiste finito
T
f f(x)2 dx
0

Se rez<=r~(7) alloravale la seguente
disuguaglianza di Schwarz

T

{\f(x)g(x“dxﬁ(]jf(x)zdx) Z’g(x)zdx)
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Lo spazio vettoriale ~z(7)

 Dalla disuguaglianza di Schwarz segue che se
re=r?(7) alloraanche r+gez?(7) . Infatti

J (7 1x) +e 2] P ff a2 sl vlder [ gl
<ff dx+2|ff dx|+fg

<ff dx+2f|f x|g(x |dx+fg dx

j’ dx+2(ff dx) ( (x)? x) —I—j‘g(x)zdx

(Ef(x)zdx) (O ) ) 13
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Lo spazio vettoriale -,

* Ne segue che z=*(7) e chiuso rispetto alla
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somma. Ovviamente e anche chiuso
rispetto al prodotto per una scalare e quindi
e un sottospazio dello spazio vettoriale di
tutte le funzioni da R in R. Quindiz*i7) &
uno spazio vettoriale.
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Esempi di vettori In 227

. . 2 L2 . .
e Le funzioni cos(%‘x) e sm(%‘x) sono elementi di 227

* Piu in generale, se h € un intero, le funzioni
cos(z—nhx) sin(z—nhx)
T T

sono in z2(7)
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Polinomi trigonometrici

e Siccome ~2(7°) € uno spazio vettoriale, le
combinazioni lineari di queste funzioni sono ancora
iIn 22(7). Quindi le funzioni del tipo

aq,+ Z (azhcos(z?7t hx) —I—bhsin(% hx))
h=1

sono in £3(7)

* Queste funzioni sono dette polinomi
trigonometrici di periodo T e ordine n.
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Prodotto scalare su =27

* Date due funzioni f,gin 2°(7) si definisce il loro
prodotto scalare <rg> come

rgy=f 7 el glx)ds

* Siusa la notazione <rz> Iinvece che la
tradizionale notazione . -= perche quest'ultima si

potrebbe confondere con il prodotto di funzioni.
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Proprieta del prodotto scalare

» Valgono le seguenti proprieta: se a.bp<IR
e fghsL®(T) allora

mastbgs ma iSO s ilinearita)

Caf+bg. h)=al fih) +b{g. i)

(rey=<(=zs>  (SIMmMetria)

(Sff>=0 (positivita)
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Norma

e Definlamo la normadi r=2*(7) come

A=~
» Dalla disuguaglianza di Schwarz ricaviamo che

I<7 . >|I=Il.71lll=Il

e, come abbiamo gia visto, che

Lr+gll=llrl+l gl
Quest’ultima & la disuguaglianza triangolare.
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Distanza e ortogonalita

 Usando la norma possiamo definire la distanza
tra due funzioni f e g come

d( f.g)=llr—gl
Questa distanza viene chiamata “scarto quadratico
medio”.
* Diremo inoltre che due funzioni f e g sono
ortogonali se

S .,.g,=0
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