
DIE f : la ; b) → IR e Xo E la; b)

Si assuma lvvn f( 7 finito . Dirà allora che f è derivabile un Xo e un tal caso il limite di cui sopra
+→ Xo

viene indicato con f-
'

l Xo)
,
o con d (Xo)

OSSERVAZIONI

lmfcxt-f.lvmflxotht-flxd-dc.ve/=Xoxh ×→Xo ⇐) h→ 0
×→Xo ×-h h→0 h

^

FLX)
. . - - - - - - - -

,

e
} metà

RAPPORTO INCREMENTALE

/ DX '

l l

l l

÷

DEF sia fila;b) → IR derivabile un Xo E ( a.b)

La retta y = fcxo) + f-
'

Cxo) (X -Xo) viene detta netta tangente al grafico di F nel punto ( Xo, FCXOI)

X2 f è derivabile un X = 0
^

ESEMPIO
.

e / fÈ= = xsimf 0

=) f-
'

(a) = 0

"" l :
"

:: ¥ '

÷:::::c:S:c:

poichè seno compreso tra -1 e 1 .
xz

la funzione è compresa tra Me - X
?

F derivabile un Xo <=)h f-
'

Cxo) EIR <=) f(N-f = fica +011) per ×→Xo ⇒
X-Xo

FCX) = FCXO) + FCXICX-Xo) + (X- Xo) 011) per ×→ Xo (=) FCXI = fcxo) + f-
'

CXOICX-Xo) +0 (X -Xo) per X→Xo

In particolare =) hmm fcx) = FCXO)
+→Xo



teorema

sia f derivabile un Xo .

① Allora f è continua un Xo ( non vale il contrario) .

② F è derivabile un Xo ⇐) f è differenziabile un Xo cioè se ZAEIR t.c.FI/I=flXdxAlX-XoI-oCX-Xo) per X- Xo

/

FCX) -FCXO)
-

= A + 011) per X
→ Xo =) f è derivabile un Xo e f-

'

che A

X - Xo

DERIVATE di FUNZIONI ELEMENTARI

-
FIN = c ttx =) f

'

IN = o tu

a X-1
-
FIN = X per × > o ⇒ f- ' cx) = XX

↳ 'xhI = axa"

-
FIN = È =) f

'
CX) = a

"

logo

↳ anti = a.× ate _ a
"

logo
4- ha 0

logo per h→o

-
FIN = logax XJO ⇒ ficxi = 1-

xloga
-
FCXI = SIMX =) f

'

CX) = COSX

↳ sin (Xxh) + SIMCX)
=
simxcosch) + cosxsvnch) - Sims Cash - 1
--

= SIMX
-+ COSX SIMI = cosa

h h h h
- -

Oper h→o 1 per tuo

-
flx) = Cosa =) f-

'

CX) = - Sims

TEOREmalat.GE/3RaDELLEDERivaTEf

Siamo F , g :(a.b) → R derivabile in Xo E la:b) . Allora sono derivabile in Xo la funzione hf-iyg.fg.ge
( quest'ultima se gcxo) #0) e vale

① (tf +µg)
'
(Xo) = If

'
lxo) -1µg

' ( Xo)

② (Fg)
'

( Xo) = f
'

(Xo) glxo) + f (Xo) g
' ( Xo) FORMULA DI LEIBNIZ)

③ (f)
"

( Xo) =

fikolgcxoi-fcxoigicxdglxdzdimgcxothi.gl/o
) flxoth) tflxo)

② flxothtglxothf-flxds.IN/fCxo+hIgCxo+hI-flXo+hIgCxoI-fCXo-b)gcxdtflxolgCXOD-flxo-N-n-xglxd-ggcxothi.gl/o) flxoth) tflxo)FCXoi-N-n-i.gl/d---fCxdg'Cxd+glXoIfIXc) → dove si è usata l' ipotesi di deducibilità e il- h h→ o
h→o FCXO)

perche KXI continua fatto che f. essendo derivabile in Xo , è continua



1 gcxoxh) - glxo)③ calcolo (f)
'

= f- [go.io#-g)--9kd-sko-m-=-gcgot-- - feat . 9""'hglxothglxd h

dove si è usata l' ipotesi de dlrevabilrtà e il fatto che g , essendo derivabile in Xo , è continua

f-
'

Cxlglx) - f-Hold' (Xo)Dunque (f)
'

koi-ff.gl/lxoi=fgY&-+ftxd./fg)'lxoi=f'gYf--fkdg&-Y=g,-

TEOREMA ( DERIVAZIONE DELLE FUNZIONI COMPOSTE )

siamo f : (a , b) → IR e g : ( c.d) → IR I. c . gof sia ben definita KXE (a.b) . Si assuma che F sia derivabile un Xo E (a.b) ,

g derivabile un filo) . Allora Fog è derivabile un Xo e vale ( go f)
'

( Xo) = g
' lflxoi) f

'
( Xo)

( y = FIN ,
2- = glyi → LÌ = dj . GI

Dingè differenziabile un yo flxo)
,
cioè g. ( yo + k) - 91yd = g

' lxolk + 01k) per K→ 0 York yo
- -

Pongo K : = flxoxh) x fcxo) . Allora K 0 e ¥ _ f- ' lxo) . Si noti che yo + K = flxoxh) . Allora9lfkotmt-9lfkdl-o.lytuo h

= 1h . g
' lflxo)) K +01k) - g

' lflxoitf
'

lxo) dato che ha f- ' cxo) e quindi OY-eoffd.kz ÷ O

h→ 0

TEOREMA

sia f : (a.b) → IR strettamente monotona e derivabile un Xo E (a.b)

Allora la funzione inversa F
'

è derivabile un flxo) se fixo) # 0, e vale lf
- 'Il flxo)) =

DERIVATE di FUNZIONI ELEMENTARI

f- (×) = tanti = Sint f
'

(×) = Cosetta = 1- = 1 + tanti X # Ii kit con KEZCOSX COSZX COSZX

-X

Flx) = simhx =e FIN = ètf = costi X2

FCXI = COSHX = l-× f-
'

(×) = e×[ = SIMHX2 1 a 1

I 1

| I

/ 1

I 1

f :p. ; ) → ma e = fan× → è una funzione invertibile :&,

' 1
L' inversa di flx) è indicata con arctanX '

,
/

,

f-
'

IN = 1 + tanaX to the f-È : I)
si ha larctanyl

'

= = = ÷

Cioè usando la variabile X
→
arctamx = -1 THEIR

1 -1×2



1
. . . . . . It

. . . . . i

2 ,

F :( . i. E)→ 1-1:11 FIN = simx sin × ",12

FCX) è invertibile e la sua inversa . . . . .
- 1

. . . . -E

si indica con cercsimx

(simx)
'

= cosi = o ttxef ; ) . Dunque arcsimy è derivabile per y E I-1 ; 1)

pongo y : = SIMX → f
'
cxi = Cosa FINI

↳
per costruzione il segno + è scelto dato che XE [E ; ) e dunque COSXZO

1
Dunque arcsimy = 1- =_ = 1-

FIN NÉ TE

1
(arcccsy)

'

= .- Hye ti ;D
-1- yz

Dunque . ARCSIMX + grecoX = costante = I

2.arcion×
+
arcion; = costante = per ×, } sono costante perchè le loro derivate sono sempre o

= - E per × co

TEOREMADIFERMATS
la f : la ,b) → IR derivabile un Xo E (a.b) . Si assuma che F abbia un Xo un punto di massimo o de minimo relativo .

Allora f
'

(Xo) = 0

Dire

studio Xo punto di minimo

sia Il×) : = f(N-f(
.
Allora ICXIZ O se × > Xo

,
X sufficientemente vicino a Xo .

Inoltre Icx) E 0 se X a Xo , X

X- Xo

sufficientemente vicino a Xo
.
Ma allora per la permanenza del segno, vale FÌIXOIZ 0 . D' altronde È lxo) E 0

Ma f è derivabile un Xo dunque ft CXOI = FI (Xo) e dunque entrambe valgono 0 . Quindi f
'
( Xoi = O

i:÷÷÷÷i

TEOREMADIROLLES
la f :[a.b)→ IR e si assuma F continua un [ a.b) e derivabile un (a.b) . Si supponga inoltre che flat =flb) .

Allora 7C E (a.b) t.co. f-
'

(c) = O



Dire

Per il teorema di Weierstrass f ha massimo e minimo assolute in [a.b) cioè 7×1, Xa E [a:b] E. c. fini = M :{fcx) , XE [a.b)}

e f- (X2) = m := min { FIN , XE [a.b)}
Se nn = M allora flx) = costante tx ( teorema verificato perchè derivata di una costante è zero)

se nn # M almeno uno tra Xi , Xz e la , b) . Sia c un tale punto . Per il teorema di Fermat vale f- ' (c) = O

TEOREMADICAUCHYSI
amo f. g :[a.b)

→ IR continue su [a.b) e derivabile su la ,b)

allora 7 cela,b) t - c . [flb) - flat) g
' (c) = [ gcb) - gia)) f-

' ici

Dim

sia W := (Hb) - flat]gcx) - [ gia) - gcb)JFCX) ttxe [a.b)

Allora w è continua un [a.b) e derivabile un (a.b)

si vede immediatamente w (b) =Wta) . Per il teorema di Rolle 7 c t.cn
'
(c) = 0 cioè f.c .

[ f-(b) - hai]g
' ( c) - [gcb) - g (a)Jf

'
lei = O

TEOREMA DI LAGRANGE
-

(o del valore medio)

Sia f:[a.b) → IR continua su [a.b) e derivabile su (a.b)

Allora 7 ce la ,b) t.c.fi (c) = flbtflab
-a

Dire

Dal teorema di Cauchy con gcxi = X

[f- (b) - flat] 1 = [ a -b) f ' (c) → f- ' (c) = fcat.fi#
a-b

SIGNIFICATO GEOMETRICO

^

Flb)
. . . . . . . . . .

. Dy = f- ( b) - Fca) Dm= DI
' DXe

i.§ . .

ix. b-a

"
\

a b



APPLICAZIONI

•
Sia F :(a.b) →IR derivabile un (a.b) . Allora f è costante ⇐) f-

'
Cx) = O V'XE (a.b)

Infatti siamo Xn
,Xz E la ,b) con Xi C Xz . Uso Lagrange su [Xi ; Xz] → 7C E ( Xi ,Xz) t.ch/2l-fcx# cioè flxz) - fcxn) = O tu,xz

Xz -X ,

•
Se f-

'
CXI = g

'
Cx) ttxe (a.b) allora gcx) = fcxixc ttx E la , b) per un

opportuno CEIR

Infatti ( g- f)
'
( X) = g

' Cx) - f ' Cx) = O ttx

g.
' CXI e f

'
Cx) differiscono per una costante additiva

• Sia F:(a.b) → IR derivabile un la , b) . Allora F è crescente su (a.b)⇐s f- ' (XII 0 su (a.b) ( f è decrescente ⇐sficx , co)

( analogo enunciato per funzioni decrescenti)

Infatti siamo Xn <X2 con Xi , Xz E la ,b) . Applico Lagrange su [Xn ; XD . Allora f- (X2)- fixD = f
'
(c)[X2- Xi) per un opportuno
-20X2)Xi

C E I Xn , X2) . Dunque f- ( X2) I f- (Xii

•
Sia f :(a.b) → IR derivabile un (a.b) . Siamo Xncxa con Xi, Xz E Ca , b) . Allora f

'
assume tutti i valori compresi tra

f-
'

(Xi) e f- ' (X2) ( PROPRIETÀ DEI VALORI INTERMEDI DELLE DERIVATE)

↳
Dunque una funzione derivata non ha discontinuità a salto

Infatti supponiamo , ad esempio, f
'
(Xi) e f ' ( X2)

si ponga , dato de ff
'
( Xi) , f

' ( Xz)) e W = FCX) - DX

Allora w' cx) = fix) - X .
Quindi W ' Cxn) = f-

'

lxn) - d co e W (X2) = FÌXZI - d) 0

Dunque W non è monotona → allora 7 due numeri t.BE (a.b) t -c . wla) = WCB) . Dunque per Rolle 7J e la:B) t.co

W
'

(f) = 0 , cioè t.c.fi (f) = )

Dtf INSIEME CONVESSO

A CIRM si dice convesso se te ; I EA il segmento S { ZEIRM , E = ty + li - ti ± } è contenuto ma ,

ttx.yea.DE
Sia F : ICIR→ IR ( I intervallo)

.
Si definisce l' EPIGRAFICO di f come segue epi ( f) := { (x;y) EIR , XEI , yzfcx) }

Dico che f è CONVESSA di I se epilf) è un insieme convesso

↳ convessità non definita in un punto ma su un intervallo

Dico che f è concava se - F è convessa un I

^ . . N .

' l| ⇒ioramma / concava

' CONVESSA '
i 1

' l
1

,
i

|
,

' l l

'
i, l

'

,

- -



CONDIZIONI NECESSARIE E 10 SUFFICIENTI per CONCAVITÀ o CONVESSITÀ DI UNA FUNZIONE

① si mostra che f è convessa ( ruspeHnvarmernte concava) su I se ttxnxa E I il segmento che

congiunge ( Xi
, fini) e ( Xz , flxzi) sta sopra ( ruspetuonante sotto) nel senso di maggiore uguale

(rispettivamente minore uguale) al grafico di F

TEOREMA

sia f :(a.b) → IR e sia convessa o convoca in Ca ,b) . Allora

① f è continua in ( a.b)

② ttxe (a.b) 7 fi cx) , FI Ix)

③ sia f :( a.b) → IR derivabile in Ca,b) . Allora f è convessa Impetuosamente concava) un ( a.b) <⇒ ttxo E la ,b) e

la netta tangente al grafico di F un Xo sta sotto ( rispettivamente sopra) il grafico di f

^ a

1 :
/ , i

'

i i :
<

, l i

a b a b

concava concava

TEOREMASIA
F : (a.b)→IR

① se f è derivabile un (a.b) allora f è convessa ( rispettivamente concava) un (a.b) ⇐) f è crescente

( rispettivamente decrescente) un laib)

③ se f è due volte derivabile su la,b) allora F è convessa ( nnspeltivavnemte concava) su la ,
b)⇒ f

"

cx) 70

Impetuosamente FÉO ) the Ca ,b)

f-
"

lxszo ttx # xo
^

f- non è convessa su tutto IR| i

f è convessa su c- oo , xo] e su [xo ; + oo)

Xo

DEF sia FE (a.b) → IR e Xo E (a.b) . Si assuma f derivabile in Xo oppure
"
f
'
cxoi = Io

"

.
Dico che Xo è punto di flesso

per F se 7 E > o t.co
. f è convessa su [ Xo ; Xo + E ] e concava su [ Xo- E ; Xo] o viceversa



TEOREMADIDEL.to#aL

Siamo f. g E (a.b)
→ IR ( a , b finiti o infinite) e t.c.hn flx) = lunghi = 0 oppure a ± 00 .

Inoltre F e g deriva
+→a
'

+→a
'

bile un Iaib) e lvmf=L EIR uftoo} . Allora fagli =L
+→a
'

g
' CX)

Analogo risultato vale per +→b-

↳ non vale il contrario

ESEMPIOFCX) = ZX + SIMX

gcx) =ZX- SimX

lim = 2XtS = 1
+→+00 9cm 2×- SIMX

III. =È→
7

2- cosa

Dim
-

Caso aEIR , forma di indecisione E
0

③ Caso in cui LE IR

Per ipotesi vale che TE>o 7 to t- c. se te la.to) L - E E f e la E .
D' altronde fissate y e × t.cacycx c to

9
' It)

vale il teorema di Cauchy nell' intervallo [ y ; ×) . Allora 7 ce [ ×; y) t.c.FI/t-flY)- = .
Per costruzione

glxt-g.ly) g
' (c)

CE la.to) e dunque L- E E E L + E e dunque l - E E r×tf E Lx E tty , × t.cacxcyc.to
g.
' Cci gcx)-gcyi

Per y →a , si ha che , usando il fatto che him Fly) = lung(y) = O L - E E = La E ttxe la.to)
y→ai y→at gcx)

Dunque per definizione di limite III =L

② Caso in cui l = +00 ( per l = - 00 è analogo)

f- ' Lt)Per definizione vale che ttm 3-to t . c. _ 2M se te la .to)

g.' ltt

Procedendo esattamente come prima si ottiene che se acycx c to vale FINÌ ZM .
Per y→ ci si ha che

gcx) - gcy)

ZM se acxc.to
. Dunque per definizione di limite FIA = +00

gcx)

ESEMPIO

lvm lost = farIo 7=0+→+00 X

derivata logX = ¥
derivata X = 1



DERNABILITÀ : f derivabile un Xo =) FCXI = f- ( Xo) + f-
'

( Xo) (X- Xo) + a- ( X -Xd per +→Xo
-

Prix)

PROBLEMA 1 Trovare condizione su f t .c . 7 pm polinomio di grado m con la proprietà-

FCXI= Pnlxo) + OLCX- Xotn] per X→ Xo

f-
'"
f
'

→ derivata K volte

f-
'°'

:= f

M

Pnlxi = fcxd-ifixdlx.to)
.

ix.xd!
. . . + ÌÌ (x-xoim = E f

'"
Hot ix.xd

keo

"

PROBLEMA 2 Trovare condizione su f t . c . 7 un polinomio Pn degrado mt .c f '
" (Xd =P (Xo) ttk = 0, . . . . M-

si mostra con un calcolo diretto che il polinomio Pm esplicitamente scritto un precedenza ha le

proprietà enunciate nel problema 2

TEOREMA ( FORMULA DI TAYLOR CON RESTO DI PEANO E DI LAGRANGE)

-

Sia F:(a.b) →IR e Xo E (a.b) . Sia f derivabile m volte in Xo e si ponga Pm
(x) : = E F

'"
Kol

Kao

( X -Xo)
"

.

Allora

① vale flx) = Pm (×) + O [ ( X- Xolm) per ×→ Xo (resto di Peano)

M+ I

② se F è derivabile n+1 volte un (a.b) allora tx 7C compreso tra Xo e X t.c.FI/l=PnCxi+fcm+cx-Xo)
(mi 1) !

( resto di Lagrange)

APPLICAZIONI

"

te
→ FIN = e

"
→ FII) =

"
te

e! È f +È.

¥

Rm =E- ce lo:L )
Inti) ! 4Mt

'

1Rna
-

(mai) ! anti

Rm E
(MN) ! 4Mt

'



M
K @

C
mxi

È
=
E

+-
X con occcx =) è compreso tra 0 e l

"

"e. o K ! (mail !

Si ha Rn ' 0 ttx finito

ma allora III. È è

-
+00 K

÷ E ¥ → serie

K= 0

+ 00

Quindi l' = T
<

k!
K= O

si dimostra che
, se ZEE , converge cioè fuffa

o

7in E 1 parte reale e immaginaria hanno un limite)

Pongo allora e
'
: ttzec

2Mt I

costi I - il
"

a
' cosi ' / in"

X= C

¥
m→+00

cosa ' - "" IÌ
. } her

+00

(-1)
" ×

2k+1

Analogamente s'MX = E -
4=0

124+1)!

con Z = il

2h +00

è ÷?
"

= t.iq . i.ne e
4=0 1=0 (2L -11) !
-

parte reale quando parte immaginaria quando
K è pari ( k = 2h) K è dispari ( k = Zl -11)
t t
coseno seno


