
Det sia [ a. b) un intervallo .
Siamo { X, } ,>o. . .. .in punti t.c.ae/ocXncXac...cXn-iCXn=b .

L' insieme di tali punti viene detto

PARTIZIONE de [a.b)

Dt Sia f :[ a.b) → IR limitata , cioè 7mm t.c.ms f- CHE M ttx

Sia Prima partizione di [ a.b) . Siamo poi me := vnffflx) , XE [Xn- i:X )} e Mi :-. sup { FCX) , xe [Xi-n; XD}
m n

Si definiscono infine s ( P; f ) : = [ me (Xe- Xe- si e SIP, f) i. = [ Mr (Xe - Xe- s ) . Esse si definiscono rispettivamente somma
1=1

1=1

INFERIORE e SOMMA SUPERIORE relative alla partizione de f
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si vede che se Poi , Pa sono due partizione di [ a.b) e Poi cpz allora

• s ( Pi , f) E s ( Pa, f)

} dunque s ( Pi , f) E slpz.FI E colpa , f) E Slpnif)

.
51Pa, f) I S ( Pz , f)

Dunque supi-fslp.FI , P partizione di [a.b)} E vnf { s (pif) , P partizione di [a.b) }



Esempio

1 XE [ 0,1] noi

fin = { Funzione di dir,Chet

0 X E [ 0,1)
, XEIR'Q

Su P partizione di [ 0,1) . Allora si P, f) = 0 e SIP, f) = 1 TP

e

sup := { s ( P, f) , P partizione di [a.b)} E vnf { s (pif) , P partizione di [a.b) } → non è detto che ci sia sempre E, a volte c'è

solo il minore

DEI : sia f : [ a.b) → IR limitata .

Dico che f è integrabile secondo Riemann su [a.b) se sup := {si f) ,Ppartizione di [a.b)} = vnf {SIP,f) ,Ppartizione di [a,b) }

In tal caso il comune valore si indica con [fcxidx

teorema

sia F :[a.b) → IR continua un [a.b) . Allora F è integrabile su [a.b)

Dire

sappiamo che F è uniformemente continua un [a.b) , cioè TE>o 75 = S (E) t -c . lflxi) - fcxail E E se 1 Xi - Xzl E S

Sia P una partizione e si assuma che max { Xe - Xe- n e , 1 . . . . .n } E 8

siamo Xi e XI
'

punti di massimo e de minimo per F su [ Xe -n ; Xe] ( tali punti esistono per il teorema di Weierstrass

Vale allora per tali partizioni 0 e s (P, f) - s ( P. f) È.mn ( Xe- Xe- si me ( Xe- Xe-s) È flxillxe - Xe- n) - FIX:) (Xe- Xe-il =

m

=

,

( flxi) - flx:)) (Xe - Xe-e) E E [ (Xe- Xe- n) = E (b- a)
- 1=1

7,0

Abbiamo dimostrato che se l' ampiezza di P cioè il numero max { Xe- Xe. , e = 1. . . . .n } è ES allora 0 E s (P, f) - s ( P, f) E E (b-a)

Ma allora non è passifile che vnf { SI f) , P partizione} csupfslp.FI ,Ppartizione di [a.b)} perchè se ciò fosse

5 (P, f) - s (P, f)I vnf { SI f) , P partizione} - sup {si f) ,Ppartizione di [a.b)} ) o



TEOREMA1-

Sia f [a.b) →R monotona . Allora f è integrabile su [a.b)

Dire

sia ad esempio F crescente
.
Allora V'ESO

, presa una partizione P di ampiezza A (f) E E vale 0 E SCP, f) - s (P, f) =

=

,

(Mn- mailXe - Xe- i I [Hai - fcxe-d) lxr-X E AIP) (fini - fcxe-d) = A (D)[flb) - flat) E E [f-Cb)- flat]

< ACP)

Si conclude come un precedenza

sono integrabile anche funzioni che presentano un numero finito di discontinuità eliminabile o a salto

^
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'
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' l
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a c b

teorema

siamo f. g :[a.b)
→IR integrabile su [a.b) . Allora

① tl, µ e IR ilflx) + rpgcx) è integrabile e vale a)[ tflxixoygcxtdx = flxidx + {gcxidx → integrale è un campo vettoriale
b b

② se Flxtzgcx) ttx e [a.b) allora / fcxidx I fgcxidx → proprietà di ordinamentoa
a

③ 1ft è integrabile su [a.b) e vale ↳lxidx / E [IFCXYDX
④ TEOREMA DELLA MEDIA INTEGRALE

sia F continua un [ a.b)
.
Allora 7 ce la .b) t . c . ⇐{fcxldx = Fcc)

③ se ce [a.b] allora fabfcxidx Cxidx +[fcxtdx
⑥ Inoltre , siamo Xn , Xz , X3 punti comunque ordinate tra loro e , se ad esempio Xz c Xe si ponga / (HdX := - § xldx

Allora vale [
'

Flxidx =/
,

xidxx ! xidx

Dei ④

"""" "÷
A rettangolo

siamo M , m il Max e il min rispettivamente di f un [a.b) . Allora m (b-a) = [nndx E xldx E [Mdx = Mlb - a)
Allora nn E ¥ fabflxidx E M .

Per il teorema dei valori intermedi , valido essendo F continua
,
7 CE [ a.b) t.co. feci =¥ Cxidx



M

DEF Dico che una somma integrale del tipo E f- ( In) ( Xe- Xe - n) dove In E (Xi-si Xe) tende al EIR se a (D)→ O se V'E> o
- 1=1

|
,

f- ( In) ( Xe- Xe - n) - L / E E se AIP) e 8 opportuno

TEOREMASE
F:[a.b) → IR è integrabile secondo Riemann , allora le somme integrale relative a F tendono a Cxidx comunque

siamo scelti i punti Xn

TEOREMA ( PRIMO TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE O TEOREMA DI VALUTAZIONE )
-

Siaf:[a.b)→ IR integrabile su [a.b) secondo Riemann . Sia 6 una sua primitiva vn (a.b) cioè si abbia 6
'
CX) = fcx)

the ( a.b) . Si assuma che Gia') : = fagioli) e 6lb
') : = fagotti 7 finiti . Allora % cxidx = 6lb-) - Gia' )

Dim

Pongo 6cal : = Gia
')
,
6lb) := 6lb- )

.
Con tale definizione 6 è continua un [a.b) e derivabile un Ca,b) . Sia prima partizione de

[a.b) . Allora 6lb) - Ola) = È
,

[ Gcxe) - Gian-a){È,

6
'

( Ic) ( Xe - Xe- a) =
,
È f- Cfc) (Xe - Xe- i) per opportuni In E (Xe-i. xe)

✓

per teorema di Lagrange

su [ Xe ; Xe - i] per 6

Ma il membro di destra è una somma vntegrale di f e sappiamo che essa tende a {fcxidx ( essendo per ipotesi F

integrabile ) se AIP) → 0 .
Ma allora 6lb) - 6cal =

,

fiIm)( Xe - Xe-il =Alfeo È, Flxìtlxe - Xe-il = cxidx

(6lb) - 6cal non dipende dall' ampiezza della partizione quindi se AIP)→ 0 esso non modifica 6lb) -6cal)

TEOREMA ( SECONDO TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE )
-

×

Sia F :[a. b) → IR integrabile secondo Riemann un [a.b) . Sia C E [a.b) e si ponga Fcx) i.=/ fcttdt
C

Allora F è continua un [ a.b) . Inoltre se f è continua un Xo E [a.b) allora F è derivabile un Xo e vale F
'

cxoi = fcxo)

Dime

f è per ipotesi limitata ( essendo integrabile) , dunque 7M E.c. lflx) le m the [a.b) . allora supponendo ad esempio ×> Xo vale

IFCXI - Fcxoil =/ Chat - ttdt / =/ fcttdtf E lflttdtl E)
"

Mdt = Mix- xo)- 0 . Analogamente per ×- Xo
-

X→ Xot
Xo

Dunque FCX)
,

FCXO) cioè F è continua un Xo E [a.b) e Xo è arbitrario

Xoth
Sia ora F continua un Xo . Allora dato h> O si ha ¥ [ Flxoxh) - FCXO)) = f) fctldt . La tesi sarà dimostrata se mostriamo che
- Xo

Ètdt
-
flxo) o rapporto incrementale



vale [/
,

at - fcxoi = I ti - Ddt

✓

fcxoi è una costante → = [ flxdlxoxh-Xd = # fcxoih = flxo)

Quindi , senso, vale / [ {È dt + fcxoif =/ ÈÈÌ- hxotdt / e f) ti - fcxoildt

So che V'E> o 7 s t.ci/fltI-flxoilE E se It - Xd ES ( f è continua un Xo)
.

Ma allora
,
se h >o è sufficientemente piccola si ha / { {È dt + fcxoi ) e 1h

ÈIH
- fcxoildt E I

It
= { Eh = E

Analogamente per h co
Xoxh

Ne segue che GII f) Flttdt = flxo) cioè la tesi
XO

Primitive di una stessa funzione differiscono per delle costanti

Film:= lhdt Fa IN Chdt

FZ (N- Fi ( x) = f- (ca) - f ( x) - ( Fcc .) - fix)) = fica) - feci) = Chat e IR

} f- (ttdt : = { insieme delle primitive di F }

INTEGRAZIONE

(Fg)
'
= f
'

g
+ fg
'

Flxiglxi =/ [ f ' cxigcx) + flxig' Cx) ] DX

| flxig' Cxi = FCXIGCXI - ff ' Cxigcxidx

ESEMPIO

{Xe" DX = Xe
× a) 1e

'
DX = Xe

"
- è + e

[(fcxigcx)) dx = flb) g (b) - f (a)gia = : [

flxigcxit.ba/abflxig'CxIdx
= [fcxigcxi )! - ↳'

CNGCN dx



F :[ a.b) → IR continua

f : [ x. B) → [ a. b) t - c . f. f
'

continue

supponiamo f ( [ ×, B)) = [ a.b) cioè f surieltiva . Dunque preci e a d , c. de [ a.b ] 78,0 E [×, B) t - c . f (f) = C ,

flo) = d. Sia F primitiva de f . allora {fcxidx = Fld) - Fic)
D' altronde ( Fo f)

'

ltt = f-
'

1pct)) l' it) = flfltt) l' It)

Dunque Fof è una primitiva di f ( Pitt) fitti , te [a. B)

Ma allora lflttfilttdt = Flflo)) - Fifth = Fidi - Feci

Ma {flxidx = Fld) - Fcc) → Dunque Cxidx =#Pitt) l' lttdt doveftp.ceflol-dx-fltt
dà = l' Itt → da l' lttdt

Se inoltre f è umettava , dunque invertibile , allora j = f-
"
( c) e • = f-

'

(d)

{ Fifth) l' CH dt e) ""d' /
+ = peti

Flflt)) + C FIN + C

INTEGRALI ALL' INFINITO

È
%

%tÉ*
.:p

a+E
a

b

DEF sia F :(a.b) f. c. sia integrabile in [ a+ E , b) TESO e sufficientemente piccolo . Dico che f è vntegrabile un senso

improprio , o generalizzato , se 7 finito III. %!{DX

FIN = ¥ XE Io, i] e × so

[ fine % = se a # e

E

ma {¥
"e '""

Inoltre [ fax = [logx); = log (E)÷.
+oo

+ 00 ×> 1

Dunque FIN = ¥ con ×>O è integrabile un senso generalizzato in ( 0,1 ] ⇐s X e 1

×
è integrabile un senso generalizzato in un intorno destro di Xo ⇐s a c 1



DEF sia f :[ Xo, +00) → IR integrabile su [Xo, MI ttmsxo . Dico che f è integrabile un senso vrnprorio o generalizzato

in [Xo ; +00) se il figo % fcxidx 7 finito
a

| i\..1/11/11""
Xo M

FCX) =L Xz 1

xa

1
- 431
X- I[ ⇐a.÷ e- È of .. a. e

se a = 1 [ f- = flogx)? = login - +oo

M→+00

Dunque % è integrabile in senso improprio in [ 1 ; +00) ⇐s X = 1

1
FIN =
-

Xaclogxytt
XZ 2

•
è integrabile un senso improprio in [ 2 , +Oo) <=) a > 1 , be IR oppure se ce =L e b) 1

TEOREMADELCONFRONTOSI
amo f. g : (a.b)

→ IR integrabile un [aiE. b) TESO sufficientemente piccolo . Si assuma 0 E fcx) E gcx) V'XE (a.b)

Allora se g è integrabile un senso unproprio un [a.b] , anche f lo è .

Se invece F non è vntegrabile un senso improprio in Ca,b) neppure g lo è.

Analoghi risultati valgono per funzioni definite su [a.b) , [a. +00) , C-00 ; b)

TEOREMA DEL CONFRONTO ASINTOMCO

Siamo fig : la
,
b) → IR positive e integrabile [ a+ E , b ] TE> o .

Si assume poi
f CH gcx) . Allora F è integrabile in

senso improprio m ( a.b) ⇒ g lo è

Analogo risultato vale per funzioni definite su [ a, +00)

F 9 '⇒ 1 =) E a ,

e 2 ⇒ SÌ cfcxiczgcxi
-

definitivamente per ×→ at



ESEMPIO

f.Èd¥/
logaritmo non ha singolarità quando è ocx ce

la funzione integrando può avere singolarità nell' intervallo di integrazione solo se ×→ 0

Fossi = [ 1. + olxr ))
"
'
= 1. { ×
'

+
ocxa)

log ( 2- Fosti = log ( 2- 1+7×2+0 (x2) ) = { ×
'
+0 (x2)

fine fÈfÌ )
"
e afa per x → è

+00

gN://loslr.jo)
g è integrabile per +→ ot

° E gcx) e il
×
312

/ ↳ integrabile per ×- +00

per il teorema del confronto

glxi è integrabile

TEOREMADELLACCNVERGENZAASSOLUTASiafi.la
,
b) → IR positiva e integrabile un [ a+ E , b ] . Si assuma 1ft sia vntegrabill un senso improprio su (a.b)

Allora anche F è integrabile e vale / #xldx ) E /!flxidx
Analogo risultato vale per funzioni definite su [ a, +00)

ESEMPIO

FIN = SIMXX
Area lfixil è infinita FIN integrabile anche se Ifcxi non lo è IIII dx è integrabile ⇐s è integrabile

,

] da

%? = cosa . come

"

⇐ da } Ma coffe-mtegrabieemtii-iod.Imr-aalcosfle.fr-1 "
1

integrabile in [ 1 ; + Oo)


