
LIMITI NOTEVOLI

TEOREMI

Iff FIN =L⇐i lvmflxnl = l se Xn #I e per ogni successione { Xn} t - c. Xm → Fm→+00
m→ -100

TEOREMA

lvm

x.ro/1-iff=eTEOREMa-
Valgono le seguenti formule

① feed (1+7)! e
'
cio]

②lyIonl1aayI5aet-iooI@hmlnY.i
LEI

y→ o y

④ fa Ff = logo LEI

⑤ hm '⇒f = a LEI
y→ O

DINI

① t È =) ( 1 + f)È? ( (la f)
t

)
"

è ( ho sottointeso che funziona potenza è continua , cioè

+→I
,
e
"
- e
' )

② Nella ① pongo y :<¥
Quindi µ + f)

"
= 11 + ay)}
- -
→e
'
_ la

+→±00 y→IO

③ sia da 2 che GIA 11 +yte = e
Passando ai logaritmi ho § [ logli +y)) = log ( 1 -19¥ ⇒ loge = 1 ( ho sottointeso che il logaritmo è una

funzione continua cioè X→I, logx→logli )

④ Pongo Z = a
"
- 1

. Allora Z → O se y→ 0 .

Vale a
'
= z -1 ⇒ y = logaiz-h-lnefza.ee . Dunque off =È_ logo logo

¥
y→o



⑤ Pongo Z i.= (1 +YI- 1 cioè (1+9)%2-+1 cioe lnlog (ity) = logcz -11)

si ha Z → o se y→ 0 .
Allora h+§ = . l9§t =#④lost _ a

logli +ZI y y→o

- -

' 1

SII 1 ⇒ SIMX X ⇐ SIMX = Xtolx) per X→ o

si mostra che SIMX = X
- ¥ + OH

") per ×→ 0 e più un generale simx = X. ¥ + . . . + t.hn, +
olxrm") per ×→ o

\
, formula di Taylor e resto di Peano

cos X = 1 - ¥ + . . . + I-In +
OIXZM") per × →O

È
= 1 + X -1 . . . +

XM er X→0

!
mi

+
olxnl p

off ⇒ logo quindi e¥ 1 quindi e
'

9+1

logli + ×) = X.È + . . . +
I-1in
"

Io + olxn) per ×→ 0

ESEMPIO

simlsimxi-s.im/X-I+olx
")) = Sint = t - ¥+0 ltut = X. ¥ + ott

")
- IIX -¥+044)! OIX

") =

- -
ti considero solo X perchè altri

termini avendo grado maggiore di 3
= X - ¥+0 (X ") - ¥ = X - Xj + OIX

") sono racchiusi in OIX")
6

In ogni punto gli sviluppi diTaylor cambiano



•
Successione CONVERGE se ha un limite finito

• Successione DIVERGE se ha come limite ± 00

DEF sia { an} una successione .
Sia dunque {nn} KEN una successione strettamente i

- me IN

crescente di interi non negativi . La successione {ok} KEITI viene detta SUCCESSIONE Estratta da

{ an}metti e corrispondente agli interi { nn} KEIN .

Si dice che le IRU ± {±00} è un VALORE LIMITE di { an} metti se 7 una successione estratta { ama} KEN

t.c.hn an
"
=L

.
La classe limite di {an} è definita come l' insieme dei valori limite de {an} metti

K→ +00

ESEMPIO
- A

an = t.hn/1-f ) ma 1
-

•
si

⑧

•« = i. ÷ , ✓024- 1 = 1- . 1 --1
2k- I K→+00

•

-

TEOREMI

sia {an}metti una successione . Allora

① an
-
leMusica} ⇐ la classe limite di {an} è data dal solo valore l

m→+00

② la classe limite di fan}metti non è vuota ( conseguenza del teorema Bolzano - Weierstrass)

③ la classe limite è chiusa

DEI sia {an)metti una successione . Allora il massimo ( rispettivamente minimo) elemento della classe

limite ( eventualmente +00 a -00) viene detto limite superiore ( rispettivamente inferiore) e

indicato con lvmsup am ( mspattivamente lvmvnf an)
n→+00 m→ +00

DEF sia {an) metti una successione.

Dico che essa è di Cauchy se TE > o 7in t.co
.

1 am - amie E se n,ma in



CONTROESEMPIOOLO
= 1 Che = 1 . 4 da = 1. 41 a3 = 1. 414

nsm o can - am E 10
-m

⇒ {an} è di Cauchy in ma non converge in ④ ( converge a t €④
)

teorema

sia { an} una successione .
Allora essa è convergente ⇐) è di Cauchy

Dim

① se è convergente ⇒ è di Cauchy

si assuma an- l allora V'E>o 7in t.ci . 1am - ll E E ttnsn .
Allora ttn.ms rt vale

n→+00

1am - anni = 1 am- l -il- anni e 1am- ll + Il- anni e 2 E
- -
/ E E

DISUGUAGLIANZA

TRIANGOLARE

② se è di Cauchy =, è convergente

se { an} è di Cauchy allora è limitata . Infatti , posto E = 1 si ha 1 am - art 1 E 1 Kmart cioè art - 1 E ame art +1

Kmart ( an è compreso tra due valori)

Mostro che ZLEIR t.c.am-l
m→+00

se a := { ammetti } può accadere che A sia finito .
Allora 7 le IR e {nn} ke IN successione strettamente crescente di

interi t.c.am
" = l ttk , un particolare anti-l

m→+00

se invece a è illimitato
,
allora essendo A anche limitato è applicabile il teorema di Bolzano - Weierstrass e dunque

A ha un punto di accumulazione . Sia LEIR tale punto .
Allora per costruzione 7 una sottosuccessione {anni}metti t -c .

ann-l.
V.→+00

Mostro che an-l
m→+00

Sia E)0 , siano NTNT t - c. 1 am
"
- ll E E V' ha rt, e 1am - am I E E ttnznz .

Ma allora

1am - ll = 1 am - Ann + anti -l / E 1am- anni I anti - ll E E + E = 2 E se n è abbastanza grande . Dunque an-l
- n→+00

E E

SPAZIO METRICO = spazio in cui è definito il concetto di costanza

X insieme

d X x X → IR t.c.dlx.gl = dly; ×) txyEX

dlxiy) e dlxizt + dlziy) ttxiy ,z EX

dlx;y) zo txiy e X e dlxiyi =O ⇒ X=y

Se sono definite queste proprietà X è uno spazio metrico



ESEMPIOV
campo vettoriale con prodotto scalare

ivi :-. iv.È

dlrt ; I i.= I rt- I → soddisfa proprietà sopra elencate

SPAZIO METRICO COMPLETA

{ Xm}neri e X

Dico che tale successione è di Cauchy se 7 E> 0 Int dlxn, Xm) E E se n.ms, rt

si mostra che se {Xn} metti CX converge ( cioè se 7 XEX t.c.VE>o Art com d (Xn ,×) E E tram) allora è di Cauchy

DEF Dico che X è completo se ogni successione de Cauchy un X converge un X

(uno spazio metrico completo è uno spazio in cui tutte le successioni de Cauchy convergono)

TEOREMAIR
è uno spazio metrico completo ( Q non lo è )

IR
"
d IÌ;]) := IÌ-51

Si mostra analogamente che IR
"
è completo

DEI sia f : XCIR→ IR .
Sia Xo un punto di accumulazione di X che appartenga a X .

Dico che f è continua un Xo se

hmm flxo) = fcxo)
+→ Xo

t.VE
>0 Is t.ci/fCXI-flXoI/EEse1X-XolES.XEXlseX=Xo condizione IFCXI - FIXOIIEE è sempre vera )

.
F continua un I ⇒ T successione {Xn} metti t- c . Xn-I XMEX definitivamente vale film) -f- CI)

m→+ce n→+00

( se X =E la condizione continua a valere)

Esempio

logaritmo continuo un Xo

log X-loglio
+→Xo

I log X - log Xol E E <⇒ / log# / E E ① Xsxo log# E E ⇒ ¥ E e
'
⇒ XE Xo e

'

② Xcxo log E E ⇒ ¥ E e
'

⇒ xz Xoe
-E

llogx - log Xol E E se Xoè
' EXEXOÉ ( intorno centrato un Xo)



Sono definite , dove definite, le seguenti funzioni

•
Xd

, logo X, b
"

, SIMX , COSX

TEOREMI

siano fig :X→ IR continue in Xo EX
.
Allora sono continue in Xo

① hf + Mg 11,1 EIR)

② Fg

③ § se ghiotto

teorema

siamo fg funzioni t .c f è continua un Xo , g è continua un filo) e , ad esempio, go f è ben definita in un intorno di Xo

Allora gof , è continua in Xo

ESEMPIOFCX)
×

F :[ 0; i] u (2; 3) → [ 0; 2 )

µ ] funzione è invertibile perché è brava nel suo dominio

^
• × funzione è continuo in ogni punto del suo dominio

←̂
2 3

^ f-' IN

}
•

f-
^
[0; 2] → [0; 1] u ( 2 ; 3]

µ ¥ funzione discontinua in A- 1

^ tale → Inversa di una funzione continua è continuo

←
2 3

teorema

sia f : I CIR→ IR continua un I e invertibile , con I invertibile .
Allora f-

'
è continua dove definita

Allora funzioni inverse delle funzioni trigonometriche e iperboliche sono continue

due particolari tipi di discontinuità sono . salto fuffa FIN I ftp.flx)

-
ELIMINABILE bum fcx) = bum fcx) # Flxo)

+→Xo
' ×→Xo-



TEOREMI

sia f :[a:b] → IR monotona

Allora f ha al più una infinità numerabile di punti di discontinuità . Ciascuno di tali punti ( se esistono) è un punto

di discontinuità a salto cioè 7 finiti ftp.fcx) , faggi flx) ( Xo punto di discontinuità )

( fuffa, flx) =L se V'E> o I s t .c. lfcxi - ll E E se Xocx e Xo +8 )

TEOREMADEGLIZERIS
io f :[a;b) →IR continua su [a ; b) . Si supponga che hai f- (b) CO

Allora Il C- [a:b] t.ci fili = 0

Dire

^
Divido [a:b] un due parti di uguale ampiezza , fa;b) , fatte ; b)

Se Ff = O la tesi è vera . Altrimenti un esattamente uno di tali intervalli la funzione

ne cambia segno agli estremi . sia [a. :b.] tale intervallo.

Iterando il procedimento ottengo una successione di intervalli [ an; bn) t .c .
•

① bn - an = bj time IN

① { an} è crescente , { bm} è decrescente

③ f ( an) f (bn) co ( a meno che si trovi a un passo finito uno zero di f)

Da ② segue che {an} , {bm} ammettono limiti li .la .
Ma [an ; bn) c [a; b) ttn , dunque le due successioni sono

limitate dunque li , la EIR

D' altronde an e bn , ttn quindi li Elz

Inoltre da ⑦ abbiamo la- la = III. Ibm - an) = fuffa b÷ = 0

Dunque la-la = 0 . Indico con l tale numero

si ha per la continuità di f un l , flantflbm)-Filt
m→+00

D' altronde
,
da ③ hmm flamlflbn) E 0 cioè f- Il 12 E 0 , cioè fili =0

ma+00

Corollario (TEOREMA DEI VALORI INTERMEDI)

sia f : I→IR una funzione continua su un intervallo I . Allora F assume tutti i valori compresi tra vnf { FCX) , XEI} e

sup {fcx) , XE I}



DINI

sia A uno dei valori compresi tra vnf e sup. Allora 7 Xi , Xz t . c . vnff E fcxni Ed E FCXa) E supf . Sia ad esempio

Xn CXZ e sia gcx) = FCX) - t con XE [Xi ; Xz]

Allora g è continua su [ Xn ; XD e vale gcxn) E 0 , gcxaizo .
Per il teorema precedente 7 CE [Xii XD t.c.glciao

cioè t.co
. FCC) = t

f continua un Xo (=) KE>o 7 SCE) t.co/fCxI-fCXoIlE E se I X- Xol E 8 (DEFINIZIONE DI CONTINUITÀ )

^

FCXI = 1 SCE ; Xo)
,

0

× t
""l'E

.. .. ...

S dipende sia da Xo che da E

%; ÷
;

a. e. e. stesso • questo → → nonostante ⇐ se .am.. ×. cambia ananas
"

iii.i
FIN)- E . . . ii.! . . . . . : . . - -.
- ii. ! ! !

.i.
Xi Xo

DEI sia f :X CIR→IR . Dico che f è UNIFORMEMENTE CONTINUA un X se TE so 78 = 8 (E) t . c . IFCX) - FCXOII E E se V'X. Xo tic.

X , Xo EX e IX- Xol E S

SUCCESSIONE IN IRM

{ In}" eme È reale
-

Dico che In _IEIRM se 1 In - Il _ o ( tutte le componenti di tendono alle rispettive componenti di ±)
V.→ +00 k→+00

DIF Dico che a CIRM è compatto per successione se ti {In} KEN CA ammette una soltcsuccessione { Inn}neµ

convergente a un opportuno elemento IEA

TEOREMAACIR" è compatto (=) A è compatto per successioni

teorema

sia f : KCIRM→ IR continua un K con K compatto . Allora FCK) è compatto

F- ( K) := { YEIR E.c. 7 IEK con flat = y}



DINI

Mostro che FCK) è compatto per successioni , cioè che da ogni successione in FCK) si può estrarre una sdtosuccessicne convergente

a un elemento di FCK).

Sia allora {yn}h cflk) . Allora 7 In EK t.ci . f- ( Im) = yn .

Essendo 4 compatto , dunque compatto per successioni 7 una sdtosuccessionl { Xh,} LEN c k t. c Xh
, ÷,

± E K

Ma f è continua un X e dunque FC In) FCI) . D' altronde f ( Im) = yn, per costruzione . Dunque yn, FCIICHK)

Quindi 7 una sottcsuccessione di { yn) che converge a un elemento YEFCK)

Quindi FCK) è compatto per successione , dunque FCK) è compatto

TEOREMA DI WEIERSTRASS

Sia F : KCIRM → IR continua un K , con K compatto . Allora F ammette massimo e minimo assoluti

Dire

Per il precedente teorema FIK) è compatto dunque esso è chiuso e limitato

Essendo limitato i numeri m:= vnf {F con IEK} e M: = sup {FC con ±E K} sono finiti ( EIR) . D' altronde FCK) è

chiuso .

Mostro
,
ad esempio , usando tale fatto , che 7T E k t -c FII) = M .

Si noti che se XEIR è un insieme limitato allora o SUPX ( E IR) è un punto isolato ( cioè non di accumulazione)

di X e un tal caso esso appartiene X oppure SUPX è unpunto di accumulazione di X. Ma se X è chiuso allora

egualmente SUPXEX ( un insieme è chiuso ⇐ esso contiene i suoi punti di accumulazione)

sia ora X= FCK) . Per quanto detto MEFCK) cioè 7 IEK t.ci FCI) = M

Procedimento analogo per dimostrare che nn= f #a)

COROLLARIO

sia f [a ;b) →IR continua .
Allora f ammette massimo e minimo assolute

( IPOTESI : intervallo limitato
,
chiuso

,
continuo )

TEOREMA di Heine - Cantor)

sia f : KEIR→ IR continua su K con K compatto . Allora F è uniformemente continua su k

Dim ( X ASSURDO)

Per assurdo suppongo F non uniformante continua su K . Allora 7 E>o tic tts I punti Xs , ys E K con I Xg -Ys I ES ma

Iflxs ) -Flyg)1) E



Scelgo S = Su = ¥ , KEN e indichiamo Xu
, yn e corrispondente Xs , ys

Essendo K compatto 7 una sottosuccessione { Xkn} netti che converge , per h→ +oo , a × e K ( k essendo compatto, è compatto

per successione)

D'altronde 1 Yun - X I = I Ykn- Xkn + Xkn - X / E lykh - Xkn I + I Xkn - XI E ¥; I Xkn
- N o

-

= t t
K Xkh- X

h→+oo

Quindi ykin - × . Ma allora IFCXKN) - fcyr.nl/=lFlXknI-fCykni-fCXI-fCxllelfCXknI-flxil-lfCyxnI-fCx) I _ O per la
h→toc h→+00

continuità di F un XEK

Ma per l' ipotesi di assurdo , si aveva I f (Xkn) - Flynn) 12 E the lN , assurdo perche IFCXKN) - Flynn) 1 tende a 0 per K→+00


