
Esem
pio.4 

C
riteri di convergenza per le serie a term

ini non negativi 

Criterio del confronto 
C

onsideriam
o la serie arm

onica generalizzata di esponente
2 

Siano 
b 

due serie a term
ini n

o
n

 negativi tali che 

a 
b

a
 definitivam

ente. A
llora valgono le seguenti im

plicazioni: 

A
bbiam

o detto che essa converge. Per dim
ostrarlo

basta 
b comvergente

, 
convergente 

n
=

i 
considerare la serie di M

engoli 
che sappiam

o essere 
n

n
 +1) 

n
=

l 

a 
divergente positivam

ente b
,
 divergente

convergente,
ed ossenvare

che 

n
=

1
 

2 
2nn+1) 

positivam
ente. 

V
n E N

. 

E
sem

p
io

 2 

Consideriam
o

la serie num
erica 

Criterio del confronto asintotico
+

oc 
+

0
 

Date due serie a term
ini positivi 

b 
se

 

n
=

l 
n

=
l 

LEJ0. 
+of, 

lim ba 
n

+
o

 b
, 

essa diverge positivam
ente poicheE 

per ogni n
>

2
e
la

 
allora le due serie hanno lo stesso carattere. 

serie 
divergepositivam

ente. 
n

l
 



Esempio 
Esem

pio. 

C
o

n
sid

eriam
o

 la serie n
u

m
erica 

Consideriam
o

la serie num
erica 

S
in

 
5n+coS n 

23+2n 
n

=
1

 

Poiché 
Poiche 

S
in 

lim
 

1 
5ntcosn 

5 
lim

 
3

+
2

n
 

n
+

 
n 

n
t
 

n 

+01 
diverge positivam

ente, allora la serie di 
e la serie a

rm
o

n
ic

a
 

n 
1 

e 
la serie 

C
onverge, allora la serie di partenza converge 

partenza diverge positivam
ente. 



calc 

Lezione del 30 M
arzo 2020 

Esempio 
Criterno degli m

tnitesim
i 

Consideriam
o la serie num

erica 
D

ata una serie a term
ini non n

e
g

a
tiv

id
n

. se esiste un a 
e 

R
 

n 4+ 3 
n 

tale che 
2n+

3n 
1 

lim
 

n
'a,lim

 
L 

E0, +0o[ 
Poiche 

allora 

(n +3)/(2 +3n-1)1 
lim

 
2 

n 
Converge se a >

1
 

l
a
 serie converge. 

an diverge positivam
ente se a 

1. 
n

1
 

Criterio della radice 
Esempio. 

D
ata la serie a term

ini non negativi 
an se esiste il lim

ite 
n=

1 
Consideriam

o la serie num
erica 

lim
 a

n
=

a
, valgonole seguentiimplicazioni:

n 
o 

E
-) 

a
l
 

)
a
n

 C
onvergente;

n
=

1
 

Poichè 
1 

cos n 
a
>

1
 

n divergente positivamente. 
lim

 
s
e
 a
=

 1, 
n

=
I
 

Osservazione
Se a 

1 non si può dire nulla circa il carattere della serie; occorre 

n 

la serie diverge positivamente 
usare un altro criterio. 



D
IH

 
Sia o

ra
 a

>
1

. Fissato e>
 0 tale che 

k 
= a -E

>
 1, 

p
er la 

definizione di lim
ite esiste 

u
n

 indice 
v tale ehe 

Esem
pio. 

C
onsideriam

o la serie num
erica 

V
a
n

k
 

per n > 
a
n

 > 
k 

p
e
r n 

u 
1 

2
n

 
n2 

n
=

l 
P

ertanto la serie 
an risultá definitivam

ente
m

inorata dalla serie 
n

=
1

 
Poichè 

+
o

0
 

geom
etrica divergenté

positivam
ente 

k
. P

er il criterio del 
lim

 
l
i
m

n
 

n 
O

 

2n1 
) 

-
n

=
l 

contronto 
3

n
d

iv
erg

e positivam
ente. 

la serie converge. 

Jedi 
A

ede 
o

3
 p

R
 

Esempio. 
C

riterio del rapporto 
C

onsideriam
o la serie num

erica

D
ata la serie a term

in
i

positivi
a 

Se esiste il iim
ite 

dntl 
=

a
, valgono le seguenti im

plicazioni: 
n

=
1

 

lim 
n

+
 

dn 
n

=
l 

Poiche 
a
<

1
 

an C
onvergente; 

n
" 

n=
1 

lim
 

3 
i
m

 
=

+
0

o
>

T
 

n
+

o
o

 3 
n

+
o

o
 

la serie diverge positivam
ente.

a
1

 
a
n

 divergente positivamente. 
n

=
l
 

Osservazione
N

on potrebbe 
e
s
s
e
re

 diversam
ente,

visto che il term
ine generale 

della serie non è infinitesim
o! 

Osservazione
Se 

a 
= 

1 
n

o
n

 si può dire nulla circa il carattere
della serie; occorree 

usare un altro criterio.



Esempio. 
Esem

pio. 
Consideriam

o
la serie num

erica 
C

onsideriam
o la serie num

erica 

Poiche 
Poiche 

n! 
lim

 
+

1
)
 

(n+1)+1 
lim

 
+

o
 (n

 +
1

)
!
 

(n+
1)! 

lim
 

lim 
= e>1 

n
+

o
o

 
1 

2 
n 

n
+

o
 

Iim
 

n
+

o
o

 1 2
.
 n (n

 +
1) 

la serie diverge positivam
ente. 

O
sservazione 

D
el resto il term

ine generale non è infinitesim
o! 

1 
lim 

=0<1 
n

+
o

 n
+

T
 

la serie converge. 

Esem
pio. 

Consideriam
o la serie num

erica 
O

sservazione 5.2 
A

bbiam
o visto che, 

s
e
 il term

ine generale di 
u

n
a
 serie n

o
n

 è 
infinitesim

o, la serie non converge. Se la serie con term
ine generale 

n
o

n
 infinitesim

o è a term
ini positivi, 

e
s
s
a
 è sicuram

ente divergente 
positivam

ente. 
O

sservazione 5.3 

n 
2

+
1

 
n

=
l 

Poichè 

n+
 

(n+1)3+1 
Q

uanto detto per le serie a term
ini non negativi vale, con le 

opportune m
odifiche,

per le serie a term
ini non positivi.

B
asta 

osservare
che, se a

,0
, allora possiam

o scrivere 

im
 

=
1

 

il criterio del rapporto 
n

o
n

 è applicabile.
Risulta però 

=
1

 
2-an) 

lim
 

con 
a
n

2
0

. 
n

+
o

o
 

n 
n

=
1

 
n

=
l 

sicchè, per il criterio degli infinitesim
i,

la serie ha lo stesso 
carattere della serie arm

onica generalizzata di esponente 2 
e 

dunque converge.



Osservazione 5.4 
A

b
b

ia
m

o
 già 

o
s
s
e
r
v

a
to

 c
h

e
 il 

c
a
r
a
t
t
e
r
e
 d

i 
u

n
a
 serie 

n
o

n
 
c
a
m

b
ia

 
s
e
 

n
e
 a

lte
ria

m
o

 
u

n
 
n

u
m

e
r
o

 fin
ito

 d
i term

in
i. 

P
e
rta

n
to

 i criteri v
isti p

e
r 

le
 
s
e
r
ie

 
a 

te
rm

in
i 

n
o

n
 negativi 

p
o

s
s
o

n
o

 
e
s
s
e
r
e
 applicati 

a
n

c
h

e
 alle 

serie 
a 

term
in

i d
e
fin

itiv
a
m

e
n

te
 
n

o
n

 negativi. 



Lezione del 03 Aprile 2020 
Dimostrazione 

Sia a
<

 1. 
Fissato e>

0
 tale che h

=
 a +E<1, per la definizione 

di lim
ite esiste un indice v tale che 

Criterio della radice 
+

o
0

 
D

ata la serie 
a term

ini 
n

o
n

 negativi 
a 

se
 esiste il lim

ite 
a,<

h
 

per n>
v 

an h 
per n>

 v 
n=

1 
lim

 V3n 3
,
 valgono le seguenti implicazioni: 

n 
+

oo 

Pertanto la serie 
an risulta definitivam

ente m
aggiorata dalla 

a
<

l
 

a
n

 convergente; 
n

-1
 

n
=

i 
+

o
o

 

serie geom
etrica

convergente 
. 

Per il criterio del confronto 
a
>

1
 

a, divergentepositivamente. 
n

=
1

 
n

=
l 

Osservazione
Se a 

= 
1 non si può dire nulla circa il carattere della serie; 

occorre 

a
n

 Converge. 
n

=
l 

u
sare u

n
 altro criterio.

C
riterio del rapporto 

Sia 
o

ra
 

a >
1. Fissato a>0 tale che k 

= 
a
-
e
>

 1, per la 
definizione

di lim
ite esiste 

u
n

 indice 
v tale che 

D
ata la serie 

a term
ini positivi 

an, se esiste il lim
ite 

n
=

1
 

a
n

k
 

per n
>

v
 

an > k" 
p

e
r n 

v. 
lim

 
n

t
o

 
dn 
=

a
,
 valgono le seguenti implicazioni: 

an+1 

Pertanto la serie 
an risulta definitivamenteminorata dalla serie 

a
<

1
 

an Convergente;
n=1 

n
=

1
 

+o0 
geom

etrica
divergente positivam

ente 
k". 

Per il criterio del 
a
>

 l
>

 
an divergente positivam

ente. 
n

-l 
too 

n
=

i
 

Osservazione 
Se a

=
1

 
n

o
n

 si può dire nulla circa il carattere della serie; occorre 
usare un-altro.criterio 

confronto
diverge positivam

ente. 
n=1 



Serie a segni alterni 
Criterio di Leibnitz 
S

ia d
ata la serie 

-1) 
3n 

S
ia 

a
n

 
0 

p
e
r ogni 

n 
e 

N
: d

ire
m

o
 serie 

a 
segni altern

i 
u

n
a
 
s
e
rie

 

del tip
o

 
S

e la successione ian} è 
n

o
n

 negativa, decrescente
e infinitesim

a, 
-1

 
allora la serie converge. 
Inoltre, d

etta S
, la successione d

elle s
o

m
m

e
 parziali ed S la s

o
m

m
a
 

n
=

1
 

della serie, risulta 

Esempio 
L

a serie 
S2n 

S2n+2 
S2n-1 

S2n+1 

S
,-S

|<
 an+1 

è 
n

o
ta

 c
o

m
e
 se

rie
 a

rm
o

n
ic

a
 a 

seg
n

i altern
i. 

Serie asolutam
ente convergenti 

Esem
pi. 

L
a
 serie a

rm
o

n
ic

a
 

a 
segni alterni è convergente, poichè 

s
o

n
o

 

b
a
n

a
lm

e
n

te
v

e
rific

a
te

 le ipotesi d
el c

rite
rio

 di 
L

eib
n

iz. 
Introduciam

o
la nozione di assoluta convergenza. 

L
a
 serie 

-
1

)
+

1
-
1

 

n(n +1) 
D

efinizione 
La serie 

è detta assolutam
ente convergente se è convergente 

n
=

3
 

converge. 
Infatti, 

la su
c
c
e
ssio

n
e
 

è 
positiva, 

in
fin

itesim
a,

e 

decrescente
poichè 

la serie 
an 

n
=

l 

n 
n 

n 
n

+
 n 

- 2 
n

>
2

. 
n(n +1) 

(n+ 1)(n +2) 



Sussite la seguente 
Proposizione 

kone 
Osserviamo esplicitam

ente 
c
h

e
 tu

tte
 

le serie 
a term

ini 
n

o
n

 negativi 
(positivi), convergenti, 

s
o

n
o

 a
n

c
h

e
 assolutam

ente convergenti. 
Infatti, 

s
e
 a

n
0

 (an 
0), allora |a

,a
n

 (tan 
-an) 

S
e la serie 

è 
asso

lu
tam

en
te convergente, essa è an

ch
e 

O
Ssenvaione2 

Lcriteri di convergenza per le
 serie a terin

in
o

n
 negativi analizzati 

in-precedenza possono essere usati 
c
o

m
e
 criteri di assoluta 

convergenza per 
u

n
a
 serie c

o
n

 term
ine generale di segno 

qratunque, 
s
e
 applicati-alBlaserie dei valori assoluti 

convergente. 

v
ic

e
v

e
rs

a
 in

 g
e
n

e
ra

le
 n

o
n

 è 
v

ero
. 

A
d

 e
se

m
p

io
, 

la se
rie

 a
rm

o
n

ic
a
 a 

segni altern
i 

2-1 
n 

n 
co

n
v

erg
e, m

a n
o

n
 è asso

lu
tam

en
te co

n
v

erg
en

te. 

C
riterio

 
di 

D
inichlet 

Esem
pio. 

C
o

n
sid

eriam
o

la serie n
u

m
erica 

C
a
m

o
 
t
a
l
 

C
A

e
. 

S
in

 
n 

M
 

~
|s

 M
 

Y
m

E
N

 

E
ssa h

a term
ine generale 

c
o

n
 segno variabile,

p
er cui tu

tti i criteri che 
a
b

b
ia

m
o

 v
isto

 n
ei p

arag
rafi p

reced
en

ti n
o

n
 si p

o
sso

n
o

 ap
p

licare. 
P

u
ò

 
essere u

tile allo
ra v

erificare se essa co
n

v
erg

e asso
lu

tam
en

te. 
C

onsideriam
o la serie dei valori assoluti 

d
eU

o
cau

 
te

d
o

u
a
 

a 
b, 

b 
m

 
O

 
i 

b 

poichè 
sin n 

1l 
p

e
r ogni 

n 
e 

N
, risu

lta 
n sin

 n 
Allora, 

essendo 
AR2 T

o
 

a
n

b
m

2
 

m
raeu

ta 
m

aggiorata
d

a
 
u

n
a
 serie co

n
v

erg
en

te,
la serie dei valori asso

lu
ti co

n
v

erg
e.

D
unque la 

n
o

s
tra

 serie co
n

v
erg

e a
sso

lu
ta

m
e
n

te
 

e 
quindi co

n
v

erg
e. 

C
A

S
 

PA
R

T
 CO

LA
RE 

-
>

G
u

 re
e
 d 

b
u

h
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Lezione del 06 Aprile 2020 
1. 

Integrale indefinit0 

ll problem
a che affrontiam

o
in questa sezione è il seguente: 

Iniziam
o trattando la teoria dell 'integrazione secondo Riem

ann 

N
ella prim

a parte è esposta la teoria dell 'integrale indefinito. 
Successivam

ente viene definito l'integrale secondo R
iem

ann. 
D

ata una funzione f(x) definita in un intervallo 
R

, esiste una 
funzione F(x) derivabile

in 
tale che 

l legam
e tra l'integrale secondo R

iem
ann e l'integrale indefinito è 

dato dal teorem
a

fondam
entale

del calcolo integrale. 
FX

)= f( 

Definizione
Sia f: 1C

R
 R

 
E facile verificare che, se F(x) è una prim

itiva
di f(«), allora, 

ogni costante c e R
 

F
(x) +

C
,è ancora una prim

itiva di f. 

Si dice che una funzione F(x), derivabile in I, è una prim
itiva di f 

V
iceversa, se Fi(x) e Fa(x) sono prim

itive
di f nell'intervallo I. 

se 

Fx)=f(x) 
x

E
I. 

risulta: F
)=

 Filx)= f(x) 
= (F-Fz) (x)=o 

Esempi. 
F

(x)=
 x è una prim

itiva di f(x) =
1 in R. 

Infatti F'(x) 
= («Y 

= 
1 per ogni x eR. 

(F
i -

F
2)(*) = 

costante 
(
)
 

F
ilx

)=
 Fz(x) + costante 

in . 

F
(x)=

 sin x è una prim
itiva di f(x) = cos x in R. 

Infatti F(x) 
= (sin x) 

= 
cos x per ogni 

x 
¬ R. 

D
unque, se f è dotata di prim

itiva F nell'intervallo
1, tutte e sole 

le prim
itive

di f in I sono del tipo F
+

c
 conc arbitrario num

ero 
reale 



Definizione. 
L'insiem

e delle prim
itive della funzione f nell'intervallo

è detto 
integrale indefinito di f ed è denotato con il sim

bolo 
Osservazione 
La (*) è una conseguenza del teorem

a di caratterizzazione delle 
funzioni con derivata nulla negli intervalli. 
Ricordiam

o che l'ipotesi che I sia un intervallo è essenziale. Infatti, 
se consideriam

o la funzione g(x) = arctan x + arctan 
nell'insiem

e 

R
 

{0}. otteniam
o che g'(x) = 0 in R

\ {0}, 
m

a
 g 

n
o

n
 è costante. 

Per quanto detto prim
a, se F è una prim

itiva
di f nell'intervallo , 

allora 
Precisam

ente 
f(x) dx 

= F(x)+ 
c
, 

c E R. 

t-{ 
s
e
 x
>

 0 

s
e
x

 
0. 

Osservazione
Tutte le funzioni possiedono primitive? N

on tutte; si 

può dim
ostrare ad esempio che, 

s
e
 u

n
a
 funzione presenta punti di 

discontinuità a salto in un intervallo , 
allora essa non possiede 

prim
itive. 

Integrali immediati 
Funzione 

Prim
itiva 

Funzione 
Primitiva 

Esempi. 

k 
x 

xa 
a+T 

(
a
-
1

)
 

kX 
d

-
+

c
, 

cER 
log x 

sinx 
-

c
o

s
 x 

2/R
+o 

cE
R

 
C

O
S

X
 

S
in

x
tan

 x 

3 3 dxog 3 tc 
cER 

3 
a
rc

sin
 x 

arctanx 
1+x2 

e 
e 

ig
 

(a>0, a #1) 
log a 



&
E

roL
E

 
D

 
INTEGRALiONE 

Integrali "quasi immediati" 
D

alla definizione di integrale indefinito e dala regola di derivazione 
delle funzioni com

poste si deduce che (c e R): 
Linearitàdell'integrale indefinito 
D

alla definizione di integrale indefinito e dalla proprietà di linearità 
L

. F(°r(x)dx = fN
*1 +c

 ( #-1) 
della derivata si deduce che: 

a+
1

 
C

(
a
 #
-1

) 

(a fl)+Bg() dx =afd+9 stx)dk, 
a
, 

E
R

. 
(d

x
 =log |f(x)] +c 

fx) 
2 sinff()f(x]dk 

= -cos|f(x)] +
c
 

m
t
O

e
 

n 
a
e
 e

d
o

 
przdodo 

p
e
 3

h
e
 ck o

n
e
 

acos|f(:)r()dk = sin( (x)+c 
P(x) 

cos2f(x] dx = tan|f(x)] +
c
 

Esempio 

;dx 
= arcsin[f(x)]

+ 
c 

. 

V
1

-f 
f'(x) 

1+
If 

d
k

=
 arctan[f(x)]+ c 

D
alla definizione

di integrale
indefinito

e dalla regola di derivazione
delle funzioni com

poste si deduce che: 
Esempi. 

.e
(*

d
k

 = ef) +c 
+1de=(+132

+c 
af) 

.0r(x)dk=
-+

C
 

(a> 0,a 4 1) 
log a 

tan
 xdx = 

d
x

 = -
log

| cos x
+

c
 

C
O

SX
 

Sin d
x

 
= 

-2
 cos x 

+
C

 

arctan() 
+ c 



Capitolo XIV 
-Integrali 

Esempi. 

sin(ax)dx 
sin

x
d

 
cos{x) c(f0

) 
Integrale 

indefinito 
M

etodi 
di integrazione 

Integrale 
definito. A

rea delrettangoloide 
Teorem

a 
della media integrale 

dx 
aN

dx=
log lax +b + c(a/ 0) 

d
x

 
1+ ( 

T
eorem

a fondam
entale del calcolo integrale 

a
3

+
b

2
a
 d 

Som
m

abilità 

= 

arctan (
)
 +

c
 (a,b> 0) 

o
tn

o
 

Esempi. 
Esempl. 

sin(ax) cos(Bx)dk 
= 

sin(a+B
)x+ sin(a- 8)x]dx 

sin(ax) cos{ax)dx 
= sin(20x)dx 

sin(a + B)x dx + 
sin(a- Bxdx = 

1 
C

o
s
(2

x
) + c 

4
a
 

a1) 
s 2x dk 

sin
 sin 2x + 

c 

a7 



Esem
pi. 

2. M
etodi di integrazione 

xe dx= x
e
 

-

edx (x -
1)e +

c
 

Integrazione per parti 
Siano f 

e g 
due funzioni derivabili. A

llora 
log x dx 

= xlog x 
-d 

-

x(logx -1) +
c
 

rs)d=
f(0st)- 

FO 
d 

arcsin x dx 
= 

x
arcsin

x
- 

fè detto fattore differenziale: g è detto fattore finito. 
= 

x arcsin
 x 

+ 
V

1
 -

x
2

 + 
c 

P
er verificare la form

ula di integrazione per parti basta 
o

s
s
e
rv

a
re

 

che 
e cos xdx 

= 
e cos x +

e
 sin xdx 

r'etxdx 
= P'l)stx) + f(«

)e')- f(x)e'l)N
d 

= 
e cos x + ex sin x

-
e
 cos xdx 

= (F
M

a
t)Y

 dx -
| 

(*)s'C
)d*

= 
fx

s
lx

)-flx
)e

x
)d

. 
e cos xdx 

= (e
 c

o
s
x

 + 
e 

sin x) +
c
 

In
te

g
ra

z
io

n
e
 p

er so
stitu

z
io

n
e
 

E
sem

pio. 
C

alcoliam
o 

D
ata 

u
n

a
 funzione f definita in 

u
n

 intervallo I denotiam
o c

o
n

 F 
una sua prim

itiva. Sia p
: J->

I una funzione derivabile 

nell'intervallo J e dotata di funzione inversa :
1

J
.
 R

isulta 

F
C

Y
=

F
(e

t))d
¢

)=
 f(elt))e(o)%

 

Poniam
o 

e
=

t 
x= logt 

da cui 

foltdt)dt= F(o(t) +a 
Risulta 

d
J
a
 1 

Pertanto 

FCx)+e-| f(ale)Ne(erae| 
(1

+
 t) 

Jt=p-(x) 

log I
t-

 log |1
 + t+

c
 

x
- log (1 +

e
) +

c. 

t=p-(x) 



E
sem

pio. C
alcoliam

o 

dx. 
P

o
ic

h
e
 

Poniam
no 

ta
n

 2 
t
>

 
X

 
= 

2 arctan t 
3 3

t2
 + 2

t +
3

 
2

/5 1 
a
r
c
t
a
n

 

) 
de 

+
d

t 
2 oucanmt) = 

2 

d
e
d

u
c
ia

m
o

 c
h

e
 

R
isulta 

rctan2an )+« 
1 

3sindk 
3+ 
3 

2tan(e/2) d
x

 
+tan2(x/2) 

3
+

s
in

 x d
x

 

2 
2

t1
+

t2
 dt 

3+1+t 
-

1 

2/3R
 

d
t 

J 
3t2+2t +3 

Integrazione d
i funzioni razionali 

D
iam

o o
ra

 un'idea schem
atica di com

e si calcoli l'integrale 
indefinito di 

u
n

a
 funzione razionale 

d
o

v
e P

, 
e 

Q
m

 
s
o

n
o

 
S

e
 m

 
= 

1
: 

Qm
(x) 

d
u

e
polinom

i di grado 
n

, 
m

, rispettivam
ente). 

1
d

-
 

log lax + 
b| 

+ C
 

a
x

 +
b

 
C

E
 R

. 
a 

O
sservazione 

Esem
pio 

A
nzitutto: 

se n
>

m
, per prim

a cosa eseg
u

iam
o

 la d
iv

isio
n

e tra
 

polinom
i. 

C
iò p

o
rta 

a 
riscrivere-la

funzione integrandacome 
som

m
a di un polinomio (che sappiam

o integrare!) 
e 

di 
u

n
a
 

funzione razionale c
o

n
 lo ste

sso
 d

en
o

m
in

ato
re di quella di p

arten
za 

m
a
 
c
o

n
 n

u
m

e
ra

to
re

 di grado inferiore ad
 

m
. 

2 
=log 3x +7|+c 

c
E

R
. 

Q
uindi d

'o
ra in poi supporrem

o n
<

 m
 



Se 
m

 
2, distinguiamotre casi 

a seconda del discrim
inante

A
 del 

denom
inatore Q2(x): a) A

>0: b) A
 = 0; c) A

 <
0

. 

Per determ
inarli eseguiamo la so

m
m

a 
a secondo m

em
bro ed 

eguagliam
o le frazioni 

a) Se A
 

0, Q
 

ha due radici reali distinte e la frazione si 
decom

pone in fratti sem
plici. 

2 
x+

2 
(A+B)x + (3A 2B

) 
x2+X -6

x
 -2)(x+3)X

2x+3 
x-2)(x+ 3) 

A
 

B
 

Per il principio di identità dei polinomi otteniam
o 

Esempio 
2 

A
+B

 
1 

3A
-2B

 
=2 

Calcoliam
o 

6
(x

-2
(s 3) 

da cui A
=e B

 = ! 5 
Scriviam

o 
Pertanto 

-1
(
)
 

x
+

2
 

x
+

2
 

x
+

x
6

X
 

2 
B

 

+
x-6 

-2)(x+
3)-2 x+3 

4 
c
o

n
 A, B

 opportuni coefficienti da determ
inarsi. 

logx-21+logx+3+c. 
cER. 

b) Se A
=

0
, Q2 ha una radice reale doppia. In tal caso 

l'integrale è facilm
ente ricondotto

ad integrali quasi im
m

ediati. 
c) Se A

<
0

, Q2 non am
m

ette radici reali. V
ediam

o un paio di 
esem

pi per capire com
e si procede in questo caso. 

Esempio. 
2x41 (xa 

Esem
pio1.

x
+

1
-1

 
+

1
 1) 

dx 
1 
a
r
c
ta

n
+

. 
ceR

1 
dx 

+
1

 
(x+1 

= 
lo

g
 |x

 +
1

|+
 

+ 
C, 

cE
 R

. 



E
sem

pio 2 

2
x

+
2

 
1 1 

log(+2x +4) 
-+ 

?+3 
log(+2x+4)arctan

+ 
C

 E
R

. 
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Esem
pio1 

C
alcoliano 

2
+

3
-1

d
e 

J
+

 2)(2 1) 
R

d
 

p
tsa

 Jests 

Scriviam
o 

integrazione di funzioni razionali V
ogliam

o calcolare l'integrale 
indefnito di 

u
n

a
 funzione razionale 

dove Pa 
e Qm 

s
o

n
o

 d
u

e 

polinom
i di grado 

n
. 

m
 rispettivam

ente c
o

n
 

n 
< 

m
. 

Se m
>

 2 è sem
pre possibile scom

porre Q
m

 in un prodotto di 
(potenze di) fattori di prim

o grado oppure di secondo grado 

irriducibil
(cioe 

c
o

n
 A

 
< 0). 

Fatto questo possiam
o scrivere la 

frazione com
e som

m
a di frazioni a cui è possibile applicare i 

discorsi fatti in precedenza. V
ediam

o alcuni sem
plici esem

pi. 

2x2 +
3

x
1

 
(x+2)(x2+1) 

1
)
+

2
 

+
1

 
A

 
B

x
+

C
 

x) 

con A
, B

, C
 opportuni coefficienti da determ

inarsi. E
seguendo la 

som
m

a ed uguagliando
le frazioni otteniam

o 

2x2+
3x-1 

A
 

Bx +
C

 
x+

2(2+
1) 

+2 
x2+1 

(A
+B

)x2 + (2B
 + C)x + (A

 +
2C

) 
(x+2)(x2 +1) 

da cui 

A
- 

E
sem

pio 2. 

Calcoliam
no

(A
+

 B =
2 

2B
+C

 =3 
A

+
2

C
 = 

-1
 

x
+

1
 

9 
B

-
 5 

x2(x +3) dx. 
Scriviam

o 

C
-- 

x
+

1
 

Pertanto 
c
o

n
 4, B, C

 opportuni coefficienti da determ
inarsi.

Eseguendo
la 

som
m

a ed uguagliando
le frazioni otteniam

o 
f 

2
x

+
3

x
 

1 

x
+

1
 

9 
3 

log x +2+ 1 log(x+1)arctan x + c 
r
+

3
 

+
+

 
=

4
+

C
)x

+
(3

4
 + B)x + 38 

x(x+3)) 
c
E

R
. 

da cui 



In
teg

rale d
efin

ito
 

S
ia f

: a
. b] 

R
 

u
n

a
 funzione lim

itata nell'intervallo compattoo 
a
. b

j. a 
<

b
.

C
o

n
sid

e
ria

m
o

u
n

a
p

artizio
n

e d
ell'in

terv
ailo

 fa. b}. cio
e 

u
n

 in
sie

m
e
 o

rd
in

a
to

 D
 
d

i
n

+
1

 p
u

n
ti 

A
 

C
=

 0 
3

A
B

 
= 1 

3
8

 
= 1 

B
 

3 1 
a
=

 x
o

 < 
X

1 
<

x
2

<
 

X
n

 
b

. 

o
v

v
e
ro

 D
 

= 
{xo. X1 

Xn 
In

d
ic

h
ia

m
o

 c
o

n
 l 

= 
k

.
 X

k+
1] il g

en
erico

 in
terv

allin
o

 c
o

n
 estrem

i 

a
p

p
a
rte

n
e
n

ti a 
D

; risu
lta o

v
v

ia
m

e
n

te
 

Pertanto 
n

- 
lo. b-U

 
-

i
/
 

log 
lo

g
x

+
3

+
 C, 

c
e
R

. 

k
=

o
 

Indichiam
o poi m

 
inf f(x). 

M
 

= 
su

p
 f(x

). 
X

E
 

O
sserviam

o che m
k

. M
k E R

 poichè fè
 lim

itata! 

C
hiam

iam
o so

m
m

a integrale inferiore della funzione f 
corrispondente alla partizione

D
 

la q
u

an
tità 

F
acendo variare la partizione D

 dell'intervallo [a. b]. consideriam
no 

d
u

e insiem
i num

erici, A
 

e B
, co

n
ten

en
ti,

risp
ettiv

am
en

te, tu
tte

 le 
so

m
m

e integrali inferiori e tu
tte le so

m
m

e integrali superiori: 

f.D
)E

m
a 

) 
A

 
{s(f, D

): D
 partizione del'intervallo [a, b}} 

B
 {

S
(f., D

): 
D

 partizione dell'intervallo [a, b]} 
C

h
iam

iam
o

 so
m

m
a

integrale superiore della funzione
f 

co
rrisp

o
n

d
en

te alla partizione D
 

la q
u

an
tità 

Si può d
im

o
strare ch

e A
 

e B
 so

n
o

 d
u

e insiem
i separati, cioè 

V
u E A

, V
v e 

B
 

u 
v 

S
f.D

) 
M

il 
-x

 
k

=
0

 
cioè 

L
e so

m
m

e s(f. D
) e S

(f. D
) so

n
o

 o
v

v
iam

en
te q

u
an

tità finite, visto 
ch

e f 
è 

u
n

a
 funzione

lim
itata. Inoltre, s(f. D) s 

S
(f. D

). 
V

D
1. D

 
decom

posizioni di la. b} 
s(f, D

i) 
S

(f. D
:) 



D
etnzone 

Diciamo che la funzione f:(a.b -R
. lim

itata nell'intervallo 
com

patto ja. b}. è integrabile secondo R
iem

ann in (a. bj se i due 
insiem

i num
erici 4 

e
B

 sono contigui, cioe se 

Osservazione 
N

ella definizione di integrale abbiam
o supposto che gli estrem

i di 
integrazione fossero ordinati n 

m
aniera naturaler a

<
b

 L
e 

som
m

e integrali hanno però senso anche nel caso in cui a >
b

 
Porrem

o quind 
Sup A

 = inf B
 

In tal caso l'unico elem
ento di separazione di 4 

e B
 è detto 

integrale di R
iem

ann di f relativo all'intervalo ja. bj e si indica 
frd

 
s
e
 

b. 
-
-
 

D
i conseguenza 

sup A=inf 
flx)d 

f(x)dx = 0 

a.b
 sono detti estrem

i di integrazione; f è detta funzione 

integranda 

Integrale definito. A
rea del rettangoloide 

Supponiam
o di voler calcolare l'area della regione piana R

, detta 
rettangoloide, com

presa tra il grafico della funzione non negativa 
f, le rette verticali x = a e

x
=

b
, e l'asse delle ascisse: 

R
 

{(x.y)ER
?: a<

x < b, 0
y

s
 f(x)} 

O
sservaziane l 

problem
a

non pone alcuna dificoltà se f è una 
funzione

n
o

n
 negativa costante, poichè in tal c

a
so

 la regione R
è
 

u
n

 rettangolo 
e la 

s
u

a
 
a
re

a
 si calcola m

oltiplicando la lunghezza 
della base per quella dell'altezza. 
In generale, tuttavia, la funzione 

n
o

n
 sarà co

stan
te

ed il 
s
u

o
 grafico

sarà una linea curva. 

, 



Sia data una funzione f: la. b
j + (0. +oof superiorm

ente lim
itata 

nell'intervallo com
patto [a, b]. 

R
ipercoriam

o la costruzione delle som
m

e integrali inferiori e 

Le som
m

e integrali interiore e superiore 

n-1 

sf.D
)-m

.( 
e) 

S(f.D) M
(x

1
x

k
) 

Superiori di f. 
k

0
 

k
=

0
 

C
onsideriam

o una partizione D
 = {xo. 

X
n

}
 di (a. b} ed 

indichiam
o con 

= [x
 

X
k+1] il k-m

o intervalino individuato dalla 
partizione (k

 = 0
. 

n
-
1

)
. 

Poniam
o 

coincidono con le aree di due regioni piane (che direm
o 

plurirettangoli, vedi figura) form
ate ciascuna da n rettangoli 

affiancati. 

m
=inf f(x) 

xE
l 

M
 

Sup f(x) 
xE

l 

Chiaram
ente m

y. M
 

0: pertantoi prodotti 

m
u(x1X

*) 
M

a(x1-xu) 

rappresentano le 
a
re

e
 di due rettangoli aventi per base l'intervallo 

I ed altezze di lunghezze m
, e M

,. rispettivam
ente 

D
efinizione 

Il rettangoloide R
 di base fa, bj relativo alla funzione f è m

isurabile 
secondo Peano- Jordan se i due insiem

i num
erici

Q
sseryazione 

Fissata
la decom

posizione D
, s(f. D

) e un approssim
azione per 

difetto dell'area del rettangoloide 
e l'area di un plurirettangoloP

contenuto in R
 

D
'altro canto S

(f.D
)e

un approssim
azione per 

e
c
c
e
s
s
o

dell' a
re

a
 del rettangoloide 

e l'area di 
u

n
 plurirettangolo P 

contenente R
 

A
area(P): P plurirettangolo contenuto in fR 

B
-a

re
a
lP

) 
P plurirettangolo contenente R

 

sono separati e contigui. 
In tal caso 

separazione di A
 e B

e detto a
re

a
 di R

e si indica 
unico elem

ento di 

O
vviam

ente, le appross1m
azioni saran

n
o

 ta
n

to
 piu 

accu
rate quanto 

piu fitta è la partizione D
 

sup A
 

inf B
 R

 



Proprietà dell integrale di Riem
ann 

Siano f,g due funzioni integrabili secondo Riem
ann nell' intervalo 

com
patto fa. b}. V

algono le seguenti proprietà. 

Dalla definizione di integrale secondo Riem
ann e dalla precedente 

definizione discende la 

Proposizione 
D

ata una funzione f lim
itata nell intervallo com

patto [a. b. non 
negativa, il rettangoloide R

 relativo ad f di base (a. bl è m
isurabile 

secondo Peano-Jordan se e solo se fè integrabile secondo 
Riem

ann in ja. b}. 

1. Se ceR
, allora 

cdx =c(b-a) 
2 Linearità: 

se a
. ß E R. allora 

Inoltre 

IR
=

fd 
lart)+ Bet)ak =

afd
 +

sd
 

3. Additività: se a <
c<

b
, allora 

4. M
onotonia: se f(x) < g{x) per x ¬ [a, b]. allora 

fxdr=)dk+fdk 
flxd 

strd. y-f tx 



Classi di funzioni integrabili secondo Riemann 

5. 
Positività:

se f{x) >
0

 per x e [a, b]. allora 
T

ra le funzioni integrabili secondo R
iem

ann ci sono le funzioni 
continue e le funzioni m

onotone. 

Proposizione 
f continua in [a. b] 

f integrabile secondo Riem
ann in [a.b]. 

f(x)dx0. 

Esem
pi. 

Le funzioni potenze, radici, esponenziali, logaritm
i, seno, 

coseno,...sono integrabili secondo R
iem

ann in intervalli com
patti di 

R
 in cui risultano definite. poichè sappiam

o che sono ivi continue. 

Ifx)dx. 

Proposizione 
f lim

itata e m
onotona in [a. b} 

f integrabile secondo R
iem

ann 

in a. b]. 

Esempio.
La funzione f(x) 

X
+

s
e
 0

<
x

s
2

 
e 

c
re

s
c
e
n

te
 

X
se 0 

xS1 
Proposizione 
f:a. b

R
 lim

itata, 
c
o

n
 
u

n
 n

u
m

e
ro

 finito di punti di 
discontinuità

f integrabile
secondo

R
iem

ann in la
. b

. 
in [0.2] e, pertanto,

ivi integrabile.

Q
uest'ultim

a
proposizione

è 
u

n
a
 conseguenza

dell'additività 
dell'integrale

di R
iem

ann.



Esempio di funzione 
n

o
n

 integrabile secondo Riemann 
Sia 

f: 0.1]^ R la funzione di D
irichlet: 

1 
sexeQ

n0.1]
f)=osexe [0.1]\ 

Allora per qualunque partizione D
 di [0.1] risulta 

s(f.D
) = 0. 

S(f.D
) = 1. 

Perciò f non è integrabile secondo R
iem

ann. 



O
sservazione 

Se fè
 u

n
a
 funzione positiva, il teo

rem
a ha un'evidente 

interpretazione geom
etrica 

esiste un rettangoio di base fa. bj ed 
altezza di lunghezza f{c) ch

e ha la stessa 
a
re

a
 del rettangoloide di 

base a
, b} relativo ad f. 
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T
eorem

a della m
edia integrale 

Sia f 
u

n
a
 funzione continua nell' intervallo com

patto [a, b]. 
A

llora 
esiste alm

eno un punto c E a
, bj tale che 

f(xdx 
f(c)= 

b 
a 

(c) 
La quantità 

cb f(x)dx 
b

- a 

è detta m
edia integrale

della funzione f sull'intervallo
(a. b]. 

Dimostrazione
Poichè f è continua nel com

patto [a, b}. 
per il teorem

a di 
W

eierstrass
è dotata di m

inim
o 

e m
assim

o: 
esistono cioè due valori 

m
, M

 assunti daila funzione tali che 
o

V
v

ero
 

m
 

f(x) < M
. 

V
x E [a, b] 

f(x)dx 
J 

b
-
 a 

m
s
 

M
. 

Per la proprietà di m
onotonia dell'integrale 

m
d

 
(
d

 
b 

D
al fatto che u

n
a funzione continua assu

m
e tutti i valori com

presi 
tra

 m
inim

o 
e m

assim
o, 

per il Teorem
a dei V

alori Interm
edi, segue 

allora l'asserto. 
cioe 

m(b-a) 
F)dx M(b- a) 



T
eorem

a fondam
entale

del calcolo integrale 
D

im
ostrazione 

S
iax ela. bf e sia h >

0
 tale che x +

h
 e]a, b[ A

llora, per la 
proprietà additiva dell'integrale 

L'integrale di R
iem

ann viene anche detto integrale definito. 
legam

e tra
 integrale definito e 

il corrispondente integrale
indefinito 

è dato dal seguente 
Teorem

a 
Sia f una funzione continua nell' intervallo com

patto [a, b]. 

X
+

h
 

Cx+h 
F

x
+

h
)-F

) 
t)dt 

f)d
t 

f
td

t 
h 

P
oniam

o 
D

'altronde,
poiché f è continua in (x, x +

h]. per il teorem
a della 

m
edia esiste ch e 

x
.x

+
h

] tale che 
F()=f(0)dt: 

(1) 
A

llora F è derivabile in Ja. b[ e risulta 
X

+
h f(t)dt 

F
)
=

f
)
 

x ela. bl 
f(Ch)=

La funzione F si dice funzione integrale
di f. 

Formula fondamentale del calcolo integrale
Sia f una funzione continua nell'intervallo com

patto [a
. b

]e
 sia G

 
una sua prim

itiva. A
llora 

Facendo il limite per h 
0t, c

y
X

, f(C
n)f(x)

per la 
continuità

di f, sicché 
FO

dk 
G

 
G6)- Gla) 

F(x+h) 
FX) 

lim
 f(Ch) 

f(x). 
D

in 
lim

 
h

>
0

 
h 

h
0

 
D

al teorem
a di caratterizzazione delle prim

itive, esiste
u

n
a
 co

stan
te 

c
e
R

 tale che G(x) 
= 

F(x)+C
, dove F è la funzione

integrale 
definita in (1). A

llora 
T

utto analogo se h <
0

. 

G
(b) 

G
(a

)=
F

(b
) +

c
-
 [F

(a)+
cl = F

(b
)-F

(a
)

= F(6) 
0 



Esem
pi 

Esemp 
C

alcolare il seguente integrale definito 
C

alcolare il seguente integraledefinito 

log dx 
E

ssendo G
(x) = 

x una prim
itiva della funzione integranda. risulta 

logX 
Essendo G

(x) = 
u

n
a
 prim

itiva della funzione integranda 
d 

x
=

2
-1

 =1. 
risulta 

X
 

In generale. l'integrale definito della funzione identicam
ente uguale 

a 1 esteso ad un intervallo [a. bj è pari all'am
piezza dell intervallo, 

-
a
. 

Esemp 
C

alcolare il seguente integrale definito: 
Esempi 

C
alco

lare il seguente integrale detinito 
log og x dx. 

plog 5 eX
 1

d
x

. 
C

alcoliam
o innanzitutto una prim

itiva della funzione integranda 
log x. A

 tal scopo applichiam
o la regola di integrazione per parti 

per determ
inarne

l integrale
indefinito: 

Calcoliam
o innanzitutto

una prim
itiva della funzione integranda 

V
e
-1

. A
 tal scopo applichiam

o la regola di integrazione
per 

sostituzione per determ
inarne

l'integrale indefinito; poniam
o 

c
E

R
. 

log x d 
= x log x -

dx 
= xlog x -

x
+

c
. 

V
e
X

-1
 =

t
 > 

e* = 
t
+

1
 

x 
= lo

g
(t+

1
) 

Sia G(x)= xlog x 
-

x 
u

n
a prim

itiva di logx (quella 
corrispondente

al valore zero della costante c). R
isulta 

2t 
dx = 

d
t 

lo
g

x
 

dx = xlog x
- x 

= (2
e
-e

)-(e
- e) = e 



Risulta 
Sia G(x) 2

e-1
-2

 arctan
1 u

n
a
 prim

itiva di ve 
(quella corrispondente al valore zero della costante e). R

isulta 

lo
g

 5 V
e1

d
x

 
= 2V

e -1-2arctan ve 1 
-2/(- 

t 
= 

2
t 2 arctan t

c
 

=
(
2

 2
-
2

 
a
rc

ta
n

 2
) -

(0
) = 

4 
-

2 
arctan

 2
. 

2
e
i
-
2

 arctan ve-1+
c. 

C
E

R
. 

Esercizi 
Esempi 

C
alco

lare l'area del rettangoloide di base [0.27] relativo alla 
funzione f(x) 

= 
cos~ x 

C
alco

lare i seguenti integrali definiti. 

arcsin dx 
lo

g
x

2
 

log x 
2 

log x +
4

 dx. 
Dobbiamo caicolarecos 

xdx. A
 tale scopo, determ

iniam
o 

prim
a le prim

itive della funzione integranda cosx. Risulta 
C

alco
lare l'area delle seguenti regioni piane: 

cos xdx 
dx -x

+
 

+
C

. 
ceR

 
D

 
)<

R
 

5
y

e
x

-1
 

Sia G
(x)= 

(x+ n 2
) 

u
n

a
 prim

itiva di cos2x (quella 
corrispondente al valore zero della costante c). R

isuita 
D

2
=

{
(x

.y
) eE R2 : -

4 <
y

 
-x

+
4

}
 

Da 
{x. y) ¬ R2: y

>
 log(x +2), +

y
<

1
. x <0} 

D
 

=
x

. y) E R?: x
0

,0
 <

y
+

 2e 
2 

cosdk 
)
-
0

)
-
0

=
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x edx 
eux e 

u
x

2
e
d

x
 

e
u

x
e
*

2
 cosxe+&

 co
s ) 

2 
dx 

-
2

 
-s

a
o

x
 -2 

lx
+

2
1

t 
3 

o
e
x

 e 
2

e
a
 

4 
(e.caxe dx 

o 
golo o 

uem
bto 

secxe"dx 
ux e 

2e cesx 
3 

J 
e
0

x
e
d

 
4 x

e
 

2 
eax 

A
lx

-) 
s) 

B
 (*t4)lat+

4)C
+

D
) (-1

) 
o 

) 
eom

ado 
Fx 

lqiad di Qx 
(x

ta)(x
 - 4) (x

+
4

) 

alo
ta 

dab 
eegu 

a 
dw

i m
o

u
 

de 
ouous 

A
tB

+
 

C
)x

(-A
 +

610)x*(A
T

8-C
) x (-A

 +8-0) 
(ta)lx-3) (x*+a) 

P 
G

u
) 

A
u) 

+ R
x 

qungiculc 
resto 

PC 
A

)R
 

A
 

C
 

4- 
A

+
-
C

=
o

 
-A

+
-0

 = O
 

X
t2

 
x-2+4x-sx+40 

3
x

 
3x 

+
2

X
 4

x
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X
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.daagg 
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2
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a
 ycosy 

o
x

cu
x

4
 

a-x +G 

2 
+ 

a
N

 
-4

lc
 

ad
ie d goucnu 

gudo. 

tadie 
4

-x
. 

-
x

 
a
X

 a
ti 

Scefa 
u 

lto
t 

d
to

 scsupoaau 
x

t4
 

d-x 

c
iv

y
 

oto Sao 
4

4
-x

y
*

 nta* 
4-x X9+ 

x
u

A
 Rnzuoa ziaae dy. 


