Esempio. 4
Criteri di convergenza per le serie a termini non negativi
Critenco del confronto Consideriamo la serie armonica generalizzata di esponente 2
- +X
Sano ¥ a2, ) & due serie a termini non negativi tali che )
=1 =1 . . o - o . S
2. < b, definitivamente. Allora valgono le seguenti implicazioni: =
+OC = : )
/Im . Abbiamo detto che essa converge. Per dimostrarlo basta
4°) 5. convergente = M 3, convergente; ge ;
n=1 n=1 considerare la serie di Mengoli MU |.|~|v che sappiamo essere
n(n +
490 +0oc n=1 A
2 @ M a, divergente positivamente = M b, divergente convergente, ed osservare che
m=1 n=1 1 2
positivamente. < — ¥ne N.
n? = n(n+1)
a. <
-n AnS o
-, conTna@ufe > 2 . ComIT agn (2
nTa ‘ o
Esempio. 2
Consideriamo 13 serie numerica Criterio del confronto asintotico
. i +03 +0
x4 Date due serie a termini positivi MU an M b,, se
M lo :“ n=1 n=1
n=2 g "
. n
. - . 3 n—-+o0
essa diverge positivamente poiche i ~z —perogninz=2ela "
ogn_ n )
g allora le due serie hanno lo stesso carattere.

4

». Z
mm:m M ..qZQmvam.cSBm:S.
n

n=1



Esempio.

Esempio.
Consideriamo |a serie numerica Consideriamo la serie numerica
—S5n+cosn sin —.
N Sl w .
o > 2n? =1
Poiche Poiché -
Sntcosn . sin =
N\ Igteosn g lim o =1
lim ,.u,«w: . )
N~ 4x n
ZV M
{- %
- v T N .
e la serie ) o . — e |a serie armonica diverge positivamente, allora la serie di
Aaslie ] converge, allora la serie di partenza converge =
o n
n=]

partenza diverge positivamente
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Criteno degh intinitesin
b

) A\ U
Data una serie a termini non negativi v Ay SE esisle un o ¢ It
e

nl
tale che .
n
lim a2y = lim = = L €]0, +oof,
no b n 4N
nt
allora
Foo
oy
ap converge se o > 1
el
oo
" d. 'y "
an diverge positivamente se o < 1,
n=1

Esempio.

Consideriamo la serie numerica
> (1-cos
— COS —=
/n
n=1 v

Poiche

m ————— =~ sea =1,
n—+400 |u| M

la serie diverge positivamente.

| e alee

Esempio

Consideriamo |a serie numerica

.v n+13 -

2pd
. _\: t3n 1

Poiche
i (1320 4301y
b0 1 2 € = 2, al
n o
=) la serie converge.
Criterio della radice
ok
Data |a serie a termini non negativi M.}Lm? se esiste il limite
n=1
__G an = a, valgono le seguenti implicazioni
n—=+00
+0c
9 a<l = Mm: convergente;
n=1
+oc
o U M a, divergente positivamente.
n=1
Osservazione

Se a = 1 non si puo dire nulla circa il carattere della sere; occorre
usare un altro criterio.



Y Siaora a > 1. Fissato £ > 0 tale che k= a—¢> 1, peria

definizione di limite esiste un indice v tale eche

Yan > k REC S W == W > kT per n > .

+00

Pertanto la serie 3, risultd definitivamente minorata dalla serie

n=1
+oo
geometrica divergenté positivamente M k". Per il criterio del
5 Rk
+oc ,
confronto M ap diverge positivamente.
=1
Fed, Alide 03 april
Esempio.
Consideriamo la serie numerica
—+00
33
37
n=1
Poiche
; n" , n
im {/—= lm ==+4+c0>1
n—+oo \ 37 n—+oo 3

la serie diverge positivamente.

Osservazione

Non potrebbe essere diversamente, visto che il termine generale
della serie non & infinitesimo!

Esempio.

Consideriamo la serie numerica

+oc 1
pr gure
n=1

Poiche

n——+400 s & 2o

la serie converge.

Criterio del rapporto

+0o0
Data la serie a termini positivi M a,, se esiste il limite

a=1
dnt1l

lim = a, valgono le seguenti implicazioni:
n—+co  ap

+oc

@ a<l = MU ap convergente;
n=Y
+oc

e a> 1= Mm: divergente positivamente.
n=1

Osservazione

Se a =1 non si pud dire nulla circa il carattere della serie: occorre
usare un altro criterio.




Esempio.

Consideriamo la serie numerica

n=l
Poiche
1
N sy : n!
lim —— = lim —
n—+4o00 o n—+oc0 h: + Hv_
. o A 2]
= [im
:i+8w.w..:.:.A:+:
1
— i — )<l

n—+ocon41 o

la serie converge.

Esempio.

Consideriamo la serie numerica

+o0

Dl
& m+1
Poiche

n+1
- (n+1)341
lim ~—— =1
n—+40oc HIH

il criterio del rapporto non & applicabile.

Risulta perd
n
|
lim =~ Ht =1
n—+o0c =
sicché, per il criterio degli infinitesimi, la serie ha lo stesso

carattere della serie armonica generalizzata di esponente 2 e
dunque converge.

Esempio.

Consideriamo la serie numerica

+
M8 3:
n!’
n=1
Poiche
A3+Hv:+~ n
N G5 N -
lim-o——— Il =
n— 00 1 n—+o0 n

la serie diverge positivamente.
Osservazione
Del resto il termine generale non & infinitesimo!

Osservazione 5.2

Abbiamo visto che, se il termiinge generale di una serie non e
infinitesimo, la serie non converge. Se la serie con termine generale
non infinitesimo & a termini positivi, essa & sicuramente divergente
positivamente.

Osservazione 5.3

Quanto detto per le serie a termini non negativi vale, con le
opportune modifiche, per le serie a termini non positivi. Basta
osservare che, se a, < 0, allora possiamo scrivere

00 +00

Mm: o lMﬁlmL. con —ap 2 0.

=1 n=1



Osservazione 5.4
Abbiamo gia osservato che il carattere di una serie non cambia se
Pertanto i criteri visti per

ne alteriamo un numero finito di termini.
le m.m:m a termini non negativi possono essere applicati anche alle
serie a termini definitivamente non negativi.
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Dimostrazione.
m:wmcp,am_‘rw‘ﬂxa_,mm Sia a < 1. Fissato ¢ > 0 tale che h = a+ ¢ < 1, per |a definizione
Data | ; Ry di limite esiste un indice v tale che
ata la serie a termini non negativi MU an, se esiste il limite
i —_— n=1 a, <h pera >u4=>a, < h" pern > v.
nam V@n = a, valgono le seguenti implicazioni:
+OC
o Wi WM Pertanto la serie M a, risulta definitivamente maggiorata dalla
—3 g
Z_ @n Convergente; n=l
n=1 +00
= serie geometrica convergente M h". Per il criterio del confronto
° SN M an divergente positivamente. n=1
n=1 +00
Osservazione )~ an converge.
Sea=1nonsj pud dire nulla circa il carattere della serie; occorre —
usare un altro criterio.
. . Criterio del rapporto
Sia ora a > 1. Fissato £ > 0 tale che k=a—c>1, perla +oc
definizione di limite esiste un indice v tale che Data la serie a termini positivi Y  a,, se esiste il limite
et
=1
van > k peras v 3, >k pern > v. . idagd 5 e e
[im = a, valgono le seguenti implicazioni:
n—+co g,
+00
Pertanto Ia serie " a, risulta definitivamente minorata dalla seri S
ertanto la serie ap risulta definitivamente minora seri
¥ NS N ea<l = Mm; convergente;
n=1
+00 n=1
geometrica divergente positivamente M k". Per il criterio del w2 . %,
s e a>1= MU an divergente positivamente.
+Or n=r
confronto M a, diverge positivamente. Osservazione
n=1 Se a =1 non si pud dire nulla circa il carattere della serie; occorre

usare-un-altrescriterio.



Serie a segni alterni

Sia a, > 0 per ogni n € N; diremo serie a segni alterni una serie

del tipo
400
MUA|Hv:+~N
n=1

Esempio

La serie
+ao¢ 1
Mm an.:.
n=1 n

€ nota come serie armonica a segni alterni.

Esempi.

@ La serie armonica a segni alterni & convergente, poiché sono
banalmente verificate le ipotesi del criterio di Leibniz.

e La serie
M A Hv:+u n—1
n(n+1)
converge.
Infatti, la successione NM:I'.D.M e positiva, infinitesima, e
decrescente poiche

n—1 n
> H:MMJM.T:lwA”v:WM.

n(n+1) = (n+1)(n+2)

Criterio di Leibnitz
Sia data la serie

+o0
MA.IHV\T?HN
n=1

Se la successione {a,} & non negativa, decrescente e infinitesi
allora la serie converge. ma,

Inoltre, detta S, la successione delle somme parziali ed S la som
della serie, risulta ha

,WNB < MMQATM« .WMZIH = MM3+H
|Se — S| < an+1-

Serie assolutamente convergenti

Introduciamo la nozione di assoluta convergenza.

Definizione
+o00

La serie M ap & detta assolutamente convergente se & convergente
n=1

+00
la serie M |anl-
n=1



Sussite la seguente

Proposizione
+oc Osserviamo esplicitamente che tutte |e serie a termin
Se la serie ) a, @ assolutamente convergente, essa & anche (positivi), convergenti, sono anche assolut €rmini non negativi
— . » amente co
el fatti = < . nvergenti
convergente. Infatti, mm. an = 0 (an < 0), allora |an| = a, (tap| = ~ap)
COEseaTIone-2 :
Il viceversa in generale non & vero. Ad esempio, la serie armonica a .r.n..;a: di convergenza per le serie 2 termini non negativi analizzati
segni alterni W -precedenza possono essere usati-come criteri di assoluty i
ot convergenza per una i i .
x MY 14 p . m.m:o con .33::@ generale di segno
M (—-1) . aquatunque; se applicati-alla-serie dei valori assoluti.

n==l

converge, ma non & assolutamente convergente.

n<l,—)|WT_o «;—_ O,()/_PT’GH\-

Esempio. Consideriamo la serie numerica
- g N
J LA \ G\S_A.S R M T\,\/A A ,\ﬂ)k{hl AAr CLONNAOAAN 4 Db\— F‘C(Q\ y

+oc

M sinn ——
—_— ° -~ - - | h
eyt AM>o - GM*M M vaenN
LA
Essa ha termine generale con segno variabile, per cui tutti i criteri che
abbiamo visto nei paragrafi precedenti non si possono applicare. Puo @ ) \ . . . N
. o P .mm an prece P PP T»»J.(r 2 AN O MMACCRANA SR ; ».Q&Fr.?. s o
essere utile allora verificare se essa converge assolutamente. d aall 2% A
Consideriamo la serie dei valori assoluti ROWCouats | rendenla o O
1 .
‘ B, > > > > >
4Qn_wm33_. ) WU% - e -Us.....» - T..,-,I A |
M 2 ' 1
el n \Q. M b, O
M=>4 o
s . . . | sin n| 1 d
poiche |sinn| < 1 per ogni n € N, risulta —— < —5. Allora, essendo A )
. 4 . . bn ST P -~ s
maggiorata da una serie convergente, la serie dei valori assoluti converge. Ca M Db 2 Com h&\ﬂbf o
M A e

Dunque la nostra serie converge assolutamente e quindi converge.
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Lezione del 06 Aprile 2020 1. Integrale indefinito

Il problema che affrontiamo in questa sezione e il seguente:
Iniziamo trattando la teoria dell'integrazione secondo Riemann.

Nella prima parte & esposta la teoria dell'integrale indefinito.

Successivamente viene definito |'integrale secondo Riemann. Data una funzione f(x) definita in un intervallo | C R, esiste una

L funzione F(x) derivabile in | tale che
Il legame tra I'integrale secondo Riemann e I'integrale indefinito &

dato dal teorema fondamentale del calcolo integrale. F'(x) = f(x)?

Definizione E facile verificare che, se F(x) & una primitiva di f(x), allora, per
Siaf: ICR—R. ogni costante ¢ € R, F(x) + c.& ancora una primitiva di f.

Si dice che una funzione F(x), derivabile in [, & una primitiva di f
se Viceversa, se F1(x) e Fp(x) sono primitive di f nell'intervallo /,

F(x)=f(x) V¥xel risulta:

Fi(x) = F(x) = f(x) = (A -F)(x)=0

Esempi.

e — = (F1 — F2)(x) = costante (»
F(x) = x & una primitiva di f(x) = 1 in R. M..u INVM ) ( V
Infatti F'(x) = (x)' = 1 per ogni x € R. = Fi(x) = F5(x) + costante in|.

Dunque, se f & dotata di primitiva F nell'intervallo |, tutte e sole
le primitive di f in | sono del tipo F + ¢ con ¢ arbitrario numero
reale.

F(x) = sinx & una primitiva di f(x) = cos x in R.
Infatti F'(x) = (sinx)’ = cosx per ogni x € K.
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Osservazione

La () & una conseguenza del teorema di caratterizzazione delle
funzioni con derivata nulla negli intervalli.

Ricordiamo che I'ipotesi che / sia un intervallo & essenziale. Infatti,
se consideriamo la funzione g(x) = arctan x + arctan w nell'insieme
R\ {0}, otteniamo che g’(x) = 0 in R\ {0}, ma g non & costante.

Precisamente
5 sex>0

X) =
g(x) -5 sex <0.
Integrali immediati
Funzione Primitiva Funzione Primitiva
o XQ.L
k kx oy T (a#-1)
1 log | - _
= og |x| sin x cos X
COS X Sin X M o x tan x
Iku arcsin x !qu arctan x
Vi1-x 1+x
x | X | X | _a*
e A e | a | % (a>0,a+#1)

Definizione.
L'insieme delle primitive della funzione f nell'intervallo | & detto
integrale indefinito di f ed & denotato con il simbolo

f(x)dx.

Per quanto detto prima, se F & una primitiva di f nell'intervallo /,
allora

Ossetvazione. Tutte le funzioni possiedono primitive? Non tutte; si
pud dimostrare ad esempio che, se una funzione presenta punti di
discontinuita a salto in un intervallo /, allora essa non possiede

primitive.

Esempi.

3 Xw
XNQXHMan. ceR
.Hq 2V/x + eER
—dx = 2v/x + ¢, {
,\wx c
- 3x
3Vdx = + ¢, ceR
log 3



!,

Linearita dell'integrale indefinito
Dalla definizione di integrale indefinito e dalla proprietd di linearita
della derivata si deduce che:

\A: f(x)+8g(x))dx=a \‘lxvqx.*.m\mﬁxvqx. a,f €R.

P

- S L[ >

R S Ve

Esempio.

: 2 1
\Amxulx,rwvmxnwxwlmx~+wx+n. ceR

Dalla definizione di integrale indefinito e dalla regola di derivazione
delle funzioni composte si deduce che:

° \mkwi\ﬁxv&x =efd 4 ¢

. f(x)
e \.mxx{ﬁxve.x =2 ¢
log a

(a>0.a#1)

-

Integrali "quasi immediati” EoLE INTEGRAE\ONE

Dalla definizione di integrale indefinito e dalla Bmo_m di derivazione
delle funzioni composte si deduce che (c € R):

Lo \?Ax:s}xvqx = Ee‘l +c  (a#-1)

20 \ Mxvv%I _om_mxvﬂm n_
P \ sinff (x)]F'(x)dx = — cos[f(x)] + ¢
. \ cos[F(R))F () e = sin[F ()] +
§ » \ %%ussixf
o H wﬁmwxv_w dx = arcsin[f(x)] + ¢
° \ 7 +1_Mw«v_m% = arctan[f(x)] + ¢
Esempi.

w

sin x
\Hm: xdx = \ dx =
COoS X

sin ,\l
7%

1
\ =X _dx=Z arctan(x?) + ¢

\x,\ x2 + 1ldx = m 2 Cu\m

—log | cos x| + ¢

= —2cosyx+¢

14 x4 2



Capitolo XIV - Integrali

@ Integrale indefinito

© Metodi di integrazione

© Integrale definito. Area del rettangoloide
© Teorema della media integrale

© Teorema fondamentale del calcolo integrale
© Sommabilita

\W\m.«,., M;b\ s X, v. » | = !,.. JA \ * b M»W ~Io
Esempi.
sin(ax) cos(Bx)dx = 3 | lsin(a + B)x + sin(a — B)x]dx
1 [ o L[ .
=5 [ sin(fa+ B)xdx + 5 sin(a — B)xdx =
= 2 \sim [@sP)x - BB de + E | maep)x (2D )

«wu?

(372p)

Esempi

\m,:n:xvax
\ : dx
J ax+ b

. 3
J a? + b2x?

Esempi.

\m._:?xv cos(ax)dx =%

1

o,

1

(

\ e sin{ax)dx ,s.c.,.T.L be (o /0)

.H ) n\ ' ﬂ
\ o dx Sloglax + bl + ¢ (a /0)

a) ax+ b

o

dx

)

. b
4 \ e dx
aiuff v 14 A.vx V\

a

sparctan (%) 4 ¢ (a,b > 0)

\ sin(2ax)dx

1
= ——cos(2ax) + ¢
4o

2 2 A

1 .
sin xdx = = \C - cos 2x)dx = X Csin2x 4 c



mmmi Y..

{ \xmex = xe* - \qux =(x-1)e " +¢

2. Metodi di integrazione

Siano f e g due funzioni derivabili. Allora
\m‘ﬁxvmﬁxv&« = f(x)g(x) l\lxvmxxv&x.

f & detto fattore differenziale; g & detto fattore finito.

Integrazione per parti ) a
ol x |
) \_omexHx_ONXl\MQXH»AENXIC;;n

X
arcsin x dx = x arcsin x — \ll'l&x
\ . /\Hlxu
= xarcsinx + V1 —x2+c¢

Per verificare la formula di integrazione per parti basta osservare -

che
\\Awiﬁxvqx = \?Awiﬁxv + f(x)g'(x) — f(x)g'(x)]dx : \.mx cosxdx = eXcosx + \ e sin xdx
| menOmx+mxmm:XI\manmxax

_ \ (F(x)g(x)) dx \ F(x)g (x)dx I

= f(x)g(x)— \ f(x)g'(x)dx. ‘ \mx cos xdx = Wﬁmx cosx + e sinx) + ¢

Esempio. Calcoliamo

Integrazione per sostituzione
1
Data una funzione f definita in un intervallo / denotiamo con F \.|MQX.
- , " -~ 1+£
una sua primitiva. Sia ¢ : J — [ una funzione derivabile ]
nell'intervallo J e dotata di funzione inversa ¢! : | — J. Risulta Poniamo x
/ / ’ : m;‘HnHvxh_om»
(F(o(1)) = F'(p(t))¢'(t) = F((2))# (1),
da cui dx = w&
/3
[ et (tyde = Fe(e)) + < .
Risulta
Pertanto ,
. \ Lo = \ L gt
F(x)+c= ﬁ\ Asgvﬁgci . J 1+e - (14 t)t
. 1 1

t=p~1(x)
Y - .\AMITLVQ”

= log|t| —log|l+t|+c¢

[ o= [ [ teteneon = x-log(1+e)+e

t=¢ " Yx)



Esempio. Calcoliamo
1
—dx.
\w+wm:X X

tany =t = x = 2arctant

Poniamo

2 sr¥mat iz - S8

o Tagdt FUEERERE el

Risulta

1 1
\.|||QX = \i&x
H 2t 2
S 2 3+ el
1 2

2t 2
34 2t 1+t

1+ t2

= 2 = dt
- 3t2 +2t+ 3

Integrazione di funzioni razionali

Diamo ora un'idea schematica di come si calcoli I'integrale
Pn(x)
m(x)

due polinomi di grado n, m, rispettivamente).

indefinito di una funzione razionale (dove P, e Q, sono

Osservazione
Anzitutto: se-n-> m, per prima.cosa eseguiamo-la-divisione tra
polinomi. Cid porta a riscrivere-la funzione integranda.come
somma di un polineomio (che sappiamo integrare!) e di una
funzione razionale con lo stesso denominatore di quella di partenza

ma con numeratore di grado inferiore ad m.

Quindi d’'ora in poi supporremo n < m,

Poiche

1

-  dt =
3t2 4+ 2t + 3

L arctan AP An + Wuv +c
2/2 22 3

deduciamo che

||H d i arctan A 3 Aﬁw: = + Hvu + c
Ix = — e = =
\u+m.5x V2 22 2 3

Sem=1.
2 dx H_ lax + bl + ¢ ceR
Al 5 — — X x =
.\‘mx+vx mom
Esempio
2 2
———dx = = | € R.
\ wx+ﬂQx womﬂwari.Tn, ¢



'

2, distinguiamo tre casi a seconda del discriminante A del
a.:f,:::ﬁoa QAx):a) A>0;b) A = 0;¢c) A <0.

a) Se A > 0, @, ha due radici reali distinte e la frazione si
decompone in fratti semplici.

Esempio.
Calcoliamo
x+2 N
T QX. "y W b= [» a1
X4+ x—6 : s
Scriviamo
x+2 - X+2 A B

x~+XI@IAXIMVAx+wVHx1w+x+w

con A, B opportuni coefficienti da determinarsi.

b) Se A =0, @ ha una radice reale doppia. In tal caso

I'integrale & facilmente ricondotto ad integrali quasi immediati.

Esempio.

\ X dx = \me
x2 +2x+1 - (x + 1)2

3 1 1 ”
B \ x+1 (x+1)2

= log|x + 1|

, c€eR.
X +

Per determinarli eseguiamo la somma 2 se

condo membro ed
eguagliamo le frazioni:

XAZ__x+2 N sy (sA=0p)
x2+x—-6 (x=2)x+3)  x=2 x+3 (x w._m,\,lfw‘v--f
Per il principio di identita dei polinomi otteniamo
A+B=1
3A-2B=2
4 i
d A=-eB==.
a cui 5 :
Pertanto
x+2 £ :
G a S W 3 8 d
\x~+x|o X \ xlw+x+w &
= _omYwa] _om,x+£+a ceR.

c) Se A < 0, Q2 non ammette radici reali. Vediamo un paio di
esempi per capire come si procede in questo caso.

Esempio 1.

1 1 dx 1 X
———dx== | ————=—arctan|{ —= ) +¢c. ceR.
\xflx w\ﬂhvwi V3 V3



tsempio .

)

~\.
2,

1

_
5 o

1
—lo
2

C

2x + 2 _ i
XYL s B
x.~+mx*>sf \x~4 2x + 4
SIS
g+ 2+ 4) - | T3
(x? 4+ 2x + 4) - arctan i
x* + 2x = —
° V3 V3

€ R.
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Integrazione di funzioni raznonal <o@_§:5 calcolare |'integrale
indefinito di una funzione razionale OJNW dove P, e @, sono due
polinomi di grado n. m nispettivamente con n << m.

Se m ~ 2 & sempre possibile scomporre Qp, in un prodotto di
(potenze d!) fatton di primo grado oppure di secondo grado
wnducibil (cioe con A < 0). Fatto questo possiamo scrivere la
frazione come somma di frazioni a cui & possibile applicare i

discorsi fatti in precedenza. Vediamo alcuni semplici esempi.

5
A+B=2
g5 >C =3 ”L mum
A+2C=-1 2
<
P
Pertanto
Mx~+wx|pq 1 dx 9 [ 2 3 dx
(x +2)(x2 + 1) xlw\x+m+& x?L%Tw\xfl
Hm_om_x+m_+m_omﬁxm+5lMm«nﬁm:xl_.n
5 10 5

c € R.

I sempro |

Calcohamo

x> V4 I
] M\ wd 1 dr
4 o \\ s )

2x% + 3x 1 A Bx + (
(x+2)(x2+1) x4+42 x?41
con A, B, C opportuni coefficienti da determinarsi. Eseguendo la
somma ed uguagliando le frazioni otteniamo

Scriviamo

2x2 4+ 3x -1 A Bx + C

= —— 4 —

(x+2)(x2+1) x+2 x2+41

da cui

Esempio 2.
Calcoliamo
\ x+1 d
——dx.
x%(x + 3)
Scriviamo

x+1 A s B C
x®(x+3) x x2 ' (x+3)
con A, B, C opportuni coefficienti da determinarsi. Eseguendo la
somma ed uguagliando le frazioni otteniamo

x+1 A B C (A+ C)x? + (3A+ B)x + 3B
2xrn X T2 =

x?(x+3) x x (x +3) x2(x + 3)

da cui



P
]
A+C=0
WaB=1 —{ g1
38=1 J 3
2
| £=—3
Pertanto
. | 2 dx 1 dx 2 dx
[t o 2 [ BYex 2y
x2(x — 3) 9/ x 3 x 9 x + 3
2 1 2

— w”om X,lﬂlm_omMXWwwlTn. c €R.

Chiamiamo somma integrale inferiore della funzione f
corrispondente alla partizione D la quantita

a—1
s(F,D) = _ mulxns1 — Xk)-
o

Chiamiamo somma integrale superiore della funzione f
corrispondente alla partizione D la quantita

n—1

S(F.D) =D Milxis1 — xi)-
k=0

Le somme s(f. D) e S(f. D) sono ovviamente quantita finite, visto
che f & una funzione limitata. Inoltre, s(f.D) < S(f.D).

Integrale definito

Sia f : [a.b] — R una funzione

mmow,m..vﬂo:m..am:waocnmUml.w_o:eat:.:‘;mjxm.:o [a. b]. cice
un insieme ordinato D di n + 1 punti

1
mitata nell intervallo compatto

A= <X} <)X < ... < Xpp= b
ovvero D= {aig. 25, .-, X} .

Indichiamo con /i = [xk.xk+1] il generico intervallino con estremi
appartenenti a D; risulta ovviamente

n—1

[a.6] = |J I
k=0

Indichiamo poi

my = inf f(x). My = sup f(x).

x€lx x€ly

Osserviamo che my. M, € R poicheé f e limitata!

Facendo variare la partizione D dell'intervallo [a. b], consideriamo
due insiemi numerici, A e I3, contenenti, rispettivamente, tutte le
somme integrali inferiori e tutte le somme integrali superiori:

A = {s(f.D) : D partizione dell’intervallo [a, b]}

B = {S(f.D) : D partizione dell'intervalio [a, b] }.

Si pud dimostrare che A e B sono due insiemi separati, cioe
Yue A, VveB S v
cioe

VD;, D, decomposizioni di [a. b] s(f, D) < S(f. D)



Dxciamo che 3 funzione 3. bl — R. limitata nell'intervalic
cOmPatto 2. bi. & mtegrabile secondo Msemann in (3. b se 1 due
- R o~ -
nswermi numenc 4 e 5 sono contigut, coe se
n A — inf R
SUupA=m o
oml e e SErmants M COr AT T ~ . a hll e ﬂ.m‘b)
"W Cas UMNCO S:emento G! Separazione gi .4 € agetio
D [ - £ = PR 1 ) g
ntegraie di Riemann ai 7 relativo all intervalio {a. bj e s1 1ndica

b
supA=infB = \ f(x)dx.

2. b sono detti estremi di integrazione; f & detta funzione

integranda

Integrale definito. Area del rettangoloide

Supponiamo di voler caicolare |'area della regione piana R, detta
rettangoloide, compresa tra il grafico della funzione non negativa
f. le rette verticali x = a e x = b, e |'asse delle ascisse:

R={(x.y) e R?: as<x<b 0y < f(x)}

Osservazione
Nella definizione di integraie abbiamo supposto che gl estrems o

integrazione fossero ordinati in mamera naturaler 3 < b Le
somme integrali hanno pero senso anche nel caso n cun 2 >-6

Porremo quind:
b 2
flx)dx =~ | f(x)dx. sea > b.
F b \

Di conseguenza
rd

\ F(x)dx = 0

s

Osservazione Il problema non pone alcuna difficoltd se f & una
funzione non negativa costante, poiché in tal caso la regione R &
un rettangolo e la sua area si calcola moltiplicando la lunghezza

della base per quella dell'altezza.
In generale, tuttavia, la funzione non sar costante ed il suo grafico

sara una linea curva.



Sia data una funzione f : [a, b] — [0. +~x[ superiormente limitata
nell'intervallo compatto [a, b].

Ripercornamo la costruzione delle somme integrali inferiori e
superiori di f
Consideriamo una partizione D = {xp.x, ..., x,} di [a. b] ed
indichiamo con f = [Xi. X+ 1] il k-mo intervallino individuato dalla
partizione (k =0.....n—1).
Poniamo

my = inf f(x) M, = sup f(x)

x|, xGi

Chiaramente m;. M, > 0; pertanto i prodotti

41 v\kv ir@w:

X v

rappresentanc le aree di due rettangoli aventi per base |'intervallo

I, ed altezze di lunghezze m, e M, rispettivamente

Osservazione

Fissata la decomposizione D, s(f D) ¢ un approssimazione per
difetto dell area del rettangoloide ¢ |'area di un plurirettangolo P
contenuto in K D altro canto S(f. D) e un approssimazione per
eccesso dell area del rettangolode e 'area diun plunrettangolo P’
contenente f¢

Ovviamente, le approssimazion saranno tanto piu accurate quanto
piu fitta & la partizione [J

Le somme integrali inferiore e superiore

2
—
—

s(f.0) =) m(Xsr—x).  S(F.D) =Y My(xis1 — x«)
0

>
>

0

coincidono con le aree di due regioni piane (che diremo

plurirettangoli, vedi figura) formate ciascuna da n rettangoli
affiancati

Defimzione

Il rettangoloide R di base [a, b relativo alla funzione f & misur
,

secondo Peano- Jordan se 1+ due insiemi numeric
A larea(P) P plunirettangolo contenuto in K|

B {area(F') P plunrettangolo contenente R}
_ _

sono separati e contigu In tal caso 'unico elemento di

3 [ A
separazione di A e [3 ¢ detto area d |53




L ek . . 5 Proprieta dell'integrale di Riemann

Omﬁ_..m amr:ﬁ.,o:m ch integrale secondo Riemann  dalla precedente Siano f, g due funzioni integrabili secondo Riemann nell'intervalio
ol e iiatads compatto [a, b]. Valgono le seguent: proprieta.

Proposizione

Data una funzione f limitata nell'intervallo compatto [a. b}, non 1. SeceR, allora \

negativa, i rettangoloide R relativo ad f di base [a. b] & misurabile \ cdx = c(b— a).

secondo Peano-Jordan se e solo se f & integrabile secondo a

Riemann in [a. b 2 Linearita: se a. 3 € R, allora

Inoltre

3 b b
\ (af(x) + 3g(x))dx = a \ f(x)dx + u\ g(x)dx.

3. Additivita: se a < ¢ < b, allora 4. Monotonia: se f(x) < g(x) per x € [a, b}, allora

\U ) = \ " Flx)dx+ \  Flx)x \H —— \an N



5. Positivita: se f(x) > 0 per x € [a, b}, allora

b

\z f(x)dx > 0.

Q':

Proposizione
f limitata e monotona in [a.b] = f integrabile secondo Riemann
in {a. b].

x se0<x<1
x+3 se0<x<2
in [0.2] e, pertanto, ivi integrabile.

Esempio. La funzione f(x) = & crescente

Classi di funzioni integrabili secondo Riemann

Tra le funzioni integrabili secondo Riemann ci sono le funzioni
continue e le funzioni monotone.

Proposizione

f continua in [a.b] = f integrabile secondo Riemann in {a. b}.

Esempi.

Le funzioni potenze, radici, esponenziali, logantmi, seno,
coseno,...sono integrabili secondo Riemann in intervalli compatti di
R in cui risultano definite, poiché sappiamo che sono ivi continue.

Proposizione
f - [a. b] — R limitata, con un numero finito di punti di
discontinuita = f integrabile secondo Riemann in {a. b].

Quest ultima proposizione & una conseguenza dell’additivita
dell'integrale di Riemann.



Esempio di funzione non integrabile secondo Riemann

Sia f [0.1] — R Ia funzione di Dirichlet-

—

y . Jedasex € Q0,1
1) = Yop=ee 0.1\ Q.

Mm

Allora per qualunque partizione D di [0.1] risulta

s(f.D)=0.  S(f.D)=1.

Percio f non & integrabile secondo Riemann.
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Se f.e una funzione positiva, il teorema ha un evidente *

interpretazione geometrica esiste un rettangolo di base {a. b} ed
altezza di lunghezza f(c) che ha la stessa area del rettangoloide d

Teorema della media integrale Ry

Sia f una funzione continua nell'intervallo compatto [a. b]. Allora [a, b}

esiste almeno un punto ¢ € [a, b] tale che

b
\ f(x)dx
fle)=tss 0

b—a
La quantita ¢ ,
\y f(x)dx |
4
e== | W NN
& detta media integrale della funzione f sull'intervallo [a. B]. a |

Dimostrazione.

Poiche f & continua nel compatto (a, b, per il teorema di

Weierstrass & dotata di minimo e massimo: esistono cioe due valori
m. M assunti dalla funzione tali che

ovvero "
m<f(x) <M. Vxela b \m ity M
m < < M.
Per la propriets di monotonia dell'integrale -
Dal fatto che una funzione continua assume tutti i valorj compresi
b b b tra minimo e massimo i

+ per il Teorema dei Valori Intermedi, segue
\ mdx < \ f(x)dx < \ Mdx. allora I'asserto m
a a Ja .

ciog

m(b - 2) < \a F(x)dx < M(b - a)



Teorema fondamentale del calcolo integrale

Dimestrazione.
Sia x €]a. b[ e sia h > 0 tale che x + h €]a, b[. Allora, per la
L'integrale di Riemann viene anche detto integrale definito. Il proprietd additiva dell'integrale,
legame tra integrale definito e il corrispondente integrale indefinito — N -
& dato dal seguente \ f(t)dt — \ f(t)dt \ f(t)dt
Teorema F(x+h)—F(x) _ J, ; Ja _ Jx
Sia f una funzione continua nell'intervallo compatto [a, b]. h h h
Hasiame X D’altronde, poiché f & continua in [x.x + h], per il teorema della
Flx) = \ f(t)dt. (1) media esiste ¢, € [x.x + h] tale che
a
All F & derivabile in ]a. b[ e risulta st
o fasbl \ f(t)de
P Fx) Vx €la. bl. flon) =%

h
La funzione F si dice funzione integrale di f.

Formula fondamentale del calcolo integrale

Sia f una funzione continua nell’intervallo compatto [a. b] e sia G
una sua primitiva. Allora

Facendo il limite per h — 0%, ¢, — x, f(cp) — f(x) per la b A_c
continuita di f, sicché \m f(x)dx = OAxv? = G(b) —G(a)-
. ﬁ.ﬁx - }v — WAXV . D%
_ = = Bt
:{_..:m+ h :_;_»:m- flcy) = f{xp

Dal teorema di caratterizzazione delle primitive, esiste una costante
Tutto analogo se h < 0. c€ R tale che G(x) = F(x) + c, dove F & la funzione integrale
definita in (1). Allora

[l

G(b) — G(a) F(b) + c — [F(a) + c] = F(b) — F(a) = F(b) =0

= _\mv F(x)dx.



Essendo G{x) = x una pnmitiva della funzione integranda, risulta
R — e — 2 — 1="1
In generale, |'integrale definito am:m tunzione identicamente uguale

[a. b] & pari all'ampiezza dell'intervallo,

a primitiva della funzione integranda
ogx. At wmouo applichiamo la regola di integrazione per parti

per determinarne |'integrale indefinito:
\moqu.xu‘iomxl\Q«Iy“om./1y|m. ceR.

Sia G(x) = xlog x — x una primitiva di log x (quella

[a)
©
e
-
[
©
O
2
Q.
D
=3
-+
M
8}
/
} ) 3

re zero della costante ¢). Risulta

re q e

\ log xdx = xlogx — x| = (2e* - &%) —(e—e)=e>

Esempi

o Calcolare il seguente integrale definito

e

Ofg X
\ ,|Wt»o;
3 G
R womu X
Essendo G(x) = —=— una primitiva della funzione integranda
risulta o
[ log x |, L e |
dx = =--0=:
,\4. X 2 BT 2 2
Esempi

@ Calcolare il seguente integrale definito:
\ \ et - HG../.
Calcoliamo innanzitutto una primitiva della funzione integranda

ve¥ —1. A tal scopo applichiamo la regola di integrazione per
sostituzione per determinarne l'integrale indefinito; poniamo

veX—l=t = e&=t'+1 = xH_om?,wa,-:



Rsuix - e I T = T e 3
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s 2411 (quella corrispondente al valore zero della costante ¢). Risulta
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= 2ve*—1-—-2arctanveX—1+c¢ ceR
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o Calcolare i seguenti integrali definiti:

unzione f{x) = cos® x 1 . < 1
2% e " " dx; \ —y/log® x — 2/ log x| — 2log x + 4 dx.
. > p . 1 . . 4y ¥
Dobbiamo calcolare \ cos” xdx. A tale scopo, determiniamo 0 Jije X

prima le primitive della funzione integranda cos” x. Risulta

o Calcolare I'area delle seguenti regioni piane:

5, 1+ cos2x ¥, sin 2x \ -
[ cos® xdx = dx = = x+ \fm ceER
/ 2 2 i
1
= y o — . D; = XY ER? ! s Cy € 30 1
S1a"G(x) = X 4l _MNW__ una primitiva di cos? x (quella 1 (x,y) 6—x Y5
corrispondente al valore zero della costante ¢). Risulta D, = {(x.y)e R?: -4y~ 4 4}

2 , it Dy ey Dy = {(x.y)€R?: y>log(x+2), x*+y?><1 x<0}
at . AN i Dy = (x.y) e R ..XW0.0MYWMUMH -
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