Analisi Matematica 11

Raccolta di esercizi



CALCOLO DIFFERENZIALE

FOGLIO 1: NOZIONI DI BASE

1. Trovare e disegnare il dominio delle seguenti funzioni di due variabili

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.
1.9.

f(x’y)zg
f(fmy)—xg3
( )_ 2x
f(z,y =T+
__xty
f(z,y) pra———
fle,y)=Vr+y+2
f(x,y)— xx__ly
f(x’y) = 2 j;;;zyi 1
fz,y) =log(4 — 2 — y?)
flr,y)=va?2-1-y

2. Identificare il dominio delle seguenti funzioni di tre variabili

{(z,y) e R?:

[{(z,y) eR?:

y # 0}]
4 3)]
{(z,y) €R?: y # —a}]
{(z,y) eR?: y#a+1}]
[{(z,y) eR?: y > —z —2}]
{(z,y) €R*: @ >y, z #£1}]
{(z,y) eR?: a2 + 42 # 1}]

[{(x,y) ER?: 22 +42 < 4}}
{(z,y) eR?*: y <a? —1}]

2.1. f(z,y,2) = Ly—li—z [R3 meno il piano z = 1]
1'2 +y2 +3 3

22. fley.2) = 55— e [R3\ {0,0,0}]
z+2 3 Do L

2.3. flz,y,2) = [R meno i piani COOl“dlIlatl}
xyz

24. f(z,y,2) =\zx+y+z—-1 [il semispazio  +y + z > 1]

2.5. f(x,y,2) =log(l — 2* —y* — 2?) [interno della sfera di raggio 1 e centro l'origine]

2.6. f(x,y,2) =va?+y?+22—-4 [R3 meno la sfera aperta di raggio 2 e centro l’origine}

2.7. f(x,y,2) = log(z — 2* — 4°) [l’interno del paraboloide z = z2 + yﬂ

1_

2.8. f(z,y,2) = % [Iinterno del paraboloide z = 22 + y? sotto al piano z = 1]

Vzi—ax?—y

3. Disegnare alcune curve di livello delle seguenti funzioni:

o) flay) =" b) flay) =sin@®+®) o) flay)=22+52 d) fley) =Y

T +y

4. Calcolare le derivate parziali % e ?Ti delle seguenti funzioni
a) f(z,y)=2x+3y—1 b) fla,y) =2 +y? o) flx,y)=y* —a®
d) fla,y) = 32% — 4y’ e) flz,y)=zy+a f) flay)=a®+z-2
D faew =y b S =S ) Few) =
J) flay) = Vay k) flay) =€ ) f(,y) = sine +2y)
m) Sy =loga® +4)  n) floy)=c'sinz o) fla,y)= (30 +2y)*



Risposte da j) a o)

. o o $2_ w —
]) ,9*?:(1'79): 2\}}@5 %(x,y): 2\;@ k) aif( ):2$e y§ (ZE y) Y
1) 3L(x,y) =cos(x+2y) ; FL(x,y) =2cos(@+2y) m) GL(x,y) = 22z SL(a,y) = z%fy

n) % (x,y) =eYcosz; g—gf;(x,y) =eVsinx 0) a—f(x y) = 12(3z+2y)3 ; af (y) = 8(3x+2y)3

. Calcolare le derivate seconde delle funzioni dell’esercizio 3.

Risposte da j) a o)

) Sy = 4(;5% D Sy = 4(;5% D ek ey = =

B Shay)=C+a)er’ v 5 Shy) =ev ; ZL(ay) = —20er

1) gxﬁ( ,y) = —sin(z +2y) 8yf (z,y) = —4sin(z +2y) ; a‘igy (z,y) = —2sin(z + 2y)
™) gié (@) = % : ij;(:c,y) - (2;24:11221])22 ; aajafy (z,y) = W

n) giﬁ (z,y) = —eYsinz ; azf(x y) =eYsinz ad;gy (z,y) = e cos x

o) Gy =108Gr+20)7 ¢ Ty =486e+207 5 Ffiey) =200+ 29)

. Determinare le derivate delle seguenti funzioni nelle direzioni e nei punti assegnati:
6.1. f(zr,y) = e~ " nel punto P = (1,0) secondo la direzione del vettore v = (1,1)  [—v/2/e]

6.2. f(x,y) = e* cosy nel punto P = (0,0) secondo la direzione del vettore v = (2, —1) [%}

6.3. f(z,y) = 22 — 2y — 2y nel punto P = (1,2) nella direzione formante un angolo di 7/3 con
l'asse . [—9v/3/2]
6.4. f(z,y) = 2® — 222y + xy? + 1 nel punto P = (1,2) nella direzione che congiunge il punto P al
punto Q = (4,6). [1]

. Calcolare le derivate parziali %, gi , g]; delle seguenti funzioni

7.1, f(x,y,2) =23y?2+ 22 -3y +2+5
7.2. f(z,y,2) = (zy)*

7.3. f(x,y,2z) = 2™

Risposte

7.1. % = 32%y%2 + 2, % = 223yz — 3, % =232 +1

72. % = ya(ey) ), U = aa(ay) T, YL = (ay)* log(ay)

7.3. % = yz"log z, aTJj = z2z"Ylog z, a—f = qyz"v!

. Sia f(z,y,2) = (x —y)(y — 2)(z — x). Verificare che 6f + gi + 5 af = 0 in ogni punto.

. Determinare le derivate delle seguenti funzioni nelle direzioni e nei punti assegnati:

9.1. f(z,y,2) = 2% — 3yz + 5 nel punto P = (1,2, —1) nella direzione che forma angoli uguali con

gli assi coordinati. [—V3/3]
9.2. f(z,y,2) = zy + yz + zx nel punto P = (2,1, 3) nella direzione che congiunge il punto P al
punto @ = (5,5, 15). [68/13]



FOGLIO 2: APPLICAZIONI DEL CALCOLO DIFFERENZIALE

1. Scrivere I’equazione del piano tangente al grafico delle seguenti funzioni nei punti indicati

1.1. f(z,y) =sinzcosy in P = (0,0). [z = 7]
1.2, f(z,y) =¥ [z=14+z+1y]
13. f(z,y) =12 —y in P=(2,-1,3). 22 —y—2—2=0]
1.4. f(x,y) =22 +y* in P=(1,-2,5). 20 —4y — 2z —5 = 0]
L5 flz,y) =e" ¥ +/T+a2+yt in P=(1,0,f(1,0). [z=e+V2+(e+1/V2)(x—1)]
2. Scrivere il polinomio di Taylor del secondo ordine centrato nell’origine delle seguenti funzioni
2.1. f(z,y) = cosx + cosy 2 — (2% 4+ y%)/2]
2.2. f(x,y) = coszcosy [1— (22 +y%)/2]
2.3. f(z,y) = sin(zy) [zy]
2.4. f(x,y) =sinzcosy [x]
2.5. f(z,y) = e*t¥ [1+x—|—y—|—xy—|—(x2—|—y2)/2}
2.6. f(z,y) =e" 1+ zy]
2.7. f(z,y) = €e%siny [y + xy]

3. Scrivere il polinomio di Taylor del secondo ordine delle seguenti funzioni centrato nel punto dato

3.1. f(z,y) = m in Py =(2,1).
R-t@-2+iy-D+3@-22-3@-2)(y-1)+ 3y -1)?]
z 1

3.2, f(x,y) =82 in Py=(3,1). [1—=(y-1D)+y—1)7° -5 —7/2)
4. Trovare i punti critici delle seguenti funzioni e classificarli

a) f(x,y)=x+y—%x3—%y3, b) f(xyy)=%(x3+y3) zy,
) flz,y) = 20" + 20y + 3y + 4 d) flz,y)=zy—a®—y
e) flz,y)=22"+y* —dx — 4y f) flay) =a® + 20y — 4z + 8y
9 Jaw) = 5o W) J) = @ g = 6+ 2)
i) fley) =zt +a? -2 J) ey =y

Risposte

a) (1,1) min  (=1,-1) max (—1,1), (1,—1) selle;  b) (0,0) sella (2, 2) min

) (0,0) min  (2,-3) sella  d) (1,2) sella

e) (1,2) min; ) (—4,6) sella

¢) non ha punti critici  h) (0,0) sella, (—1,0) (1,0) minimi

i) (2,0) min, (0,+/2) (0,—+/2) selle  j) (0, ~1) min
5. Mostrare che il punto P = (0,0) & critico per la funzione
fla,y) =a® +y* — cxy

per ogni valore del parametro ¢ € R e classificarne il tipo al variare di c.

[(0,0)¢ minimo locale per ¢ € [—2,2], sella per ¢ ¢ [—2,2]]

6. (Non standard) Dimostrare che la funzione f(z,y) = (y — 2%)(y — 22?) ha un minimo locale se
ristretta a ogni retta passante per l'origine, ma l'origine non & un minimo locale per f.
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13.

CALCOLO INTEGRALE

FocGLio 1: INTEGRALI DOPPI

./nydxdy, D={(z,y) eR?*| 0<2<1,22<y<1+z} [5/8]
. Calcolare ’area della regione D = {(x,y) ER?| 0<2<2, e "<y<2— leacQ} [7/3+ e
: /D(?)y +e")dedy, D={(z,y)eR?*| 22 -1<y<1-2?} [8e~1]
| @+ ndedy, D= (@) eR?| 2 <y <203 39/35
| sy, D=y B Jal + 1yl < 1) e— e
/D(x—l)e””2+y dedy, D={(r,y)€R?>| 0<o<2, 20+1<y<—a?+1}. [0]
: D|y—x|dmdy, D={(z,y) eR?| —1<a<1, 22<y<1}. [5/6]
. /D|:cfy|dzdy, D={(z,y) eR*|0<z <1, 2°<y<l1}. [11/60]
/ngexydxdy, D={(z,y) eR?| z<y<3z, xy<3} [2€3/3 4 1/3]
/D:Ededy, D—{(x,y)€R2| y<—x2+;x+3,y2—x2—x,yz—x2+2x}. [4]
/Dy2 dedy, D ={(z,y) € R? |22 <y, 3°>< z}. [3/35]
. /D eyl dedy, D ={(a,y) R |2® +y* <1}. /2]
/Da:2y2 dedy, D ={(z,y) e R*||z|+ |yl <1}. [1/45]
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FOGLIO 2: INTEGRALI DOPPI, ANCHE CON CAMBI DI COORDINATE

2
Y
/ 24y — g dady, D={(z,y) €R® | y>u;1 <a®+y? <4} [~7V2/18]
1
| s dody, D={ey) R 12222 0<y<a) llog 2]
pTtY
y?
[ Gdedy, D={@y)e®| 0<y<a 1<a? 4y <0} 4 — )
DI
y2
Calcolare I’area della regione D = {(:v y) € R? | — + S 1}. [abT]
Calcolare/ f(z,y) dzdy, dove
D
20 —y? se r+y—1<0
fzy) =
Tty se r+y—12>0,
D={(z,y) eR?| 0<z<1,0<y<1}=10,1] x[0,1]. [11/12]
2 2, .2 V3
vdedy, D ={(z,y) €R*| 1<a”+y* <4, "o <y < V3a}
D
[7(v3-1)/6]
[ lalydady. D= {(0.0) R | wryz0, 2 4y? 1), R 1/
D
xy 9, T
/m2+2dxdy, D= {(o) € R = <y<Vin 1<ay<a) /4
/ |zy| sin 2? cos y? dedy, D = {(:E,y) ER?| 0<z< \/Z, \/?g y < 1/% x2}.
D
[3/8]
/ vdedy, D={(z.y) €R?| 0<y<2r 2+ (y—1)2<1}. 132/75 ]
D
/ cosh(2y — z)dzdy, D ={(z,y) € R?| 2y —z| <2, |2y +a| <2}.
D
Suggerimento: usare il cambio di coordinate u =2y —z, v =2y + . [2sinh(2)]
Calcolare le coordinate del baricentro di una lamina omogenea (densitd = 1) la cui forma & il quarto
2 2
di ellisse dato dalle condizioni % + Z—Q <l,z>0ey>0. [(4a/3m,4b/3m)]
Consideriamo il settore circolare descritto in coordinate polari da p < 1, 0 < § < «. Assumiamo

che le densita di massa del settore e del segmento siano costanti e uguali a 1. Per o« — 0, il settore
“tende” al segmento p < 1, 8 = 0. Mostrare che invece il baricentro del settore non tende al
baricentro del segmento.
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FOGLIO 3: INTEGRALI TRIPLI

./x2+y2d:vdydz, dove Q & il cubo [1,1] x [~1,1] x [1,1]. [16/3]
Q

. Sia Q = {(m,y,z) ER3| Va2 +9y2 <2< 1}. Calcolare / zdxdydz a) per fili, b) per strati, c)
Q
passando alle coordinate cilindriche.

. Calcolare [, zdzdydz, dove Q & il tetraedro di vertici (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). [ 1/24]
dzxdyd
/s 2 ﬁ , dove € e il tetraedro delimitato dai piani coordinati e dal piano z+y+2z = 1.

[log2/2 — 5/16]

. / Va2 +y2drdydz, dove Q= {(x,y,2) e R® | /22 +y2 <2 <1} [7/6 ]
Q

/(6x—2y)dxdydz, Q={(z,y,2) eR* | 2> + > +22 <5, 2>0,y>0, 2>0}. (257 /4]
Q

6 2

/nyi_Fzyzdxdydz, Q:{(x,y,z)eR3 | 2?2+ 2+ 22 <2, \/x2+y2§z}. [37/2]

Q
—95V2

/CL‘Q’dl‘dde, Q={(z,y,2) eR3 |22 + 92 +22 <1, 2> /22 + 42 }. [% (8152\[> ]

Q
22

Calcolare il volume di Q = {(m,y,z) cR?| R +9y2<1,1<2<12— xy} [227]

/ 2 +y? dedydz,  Q={(z,y,2) ER3 |22 + 92> +22<1, 2>0}. [47/15]
Q



FOGLIO 4: INTEGRALI CURVILINEIL

. Calcolare la lunghezza dell’arco di catenaria dato dal grafico di f(x) = coshx per x € [—1,1].
[2sinh(1)]

. Calcolare / V14224 3y ds, dove~ & l'arco di parabola f(x) = 2% per 0 <z < 3. [39]
v

. Calcolare /xzy ds, dove 7 & 'arco di circonferenza di equazione 22 + 3* = 1, situato nel primo
¥

e secondo quadrante. [2/3]
. Calcolare /22 ds, dove v(t) = (cost,sint,e’), t € [0,27]. (2 ((14e*m)3/2 —2/2)]
g

. Calcolare il lavoro computo dal campo F(x,y,2) = (z,zy,ryz), lungo la curva y(t) = (t,t2,t3),
t € [0, 1], orientata nel senso delle ¢ crescenti. [37/30]

Tty  z—y
x2+y2’ x2+y2

. Calcolare il lavoro computo dal campo F(z,y) = ( ) lungo la circonferenza

x? + y? = 2, percorsa in senso antiorario. [—27]

1 1 .. . -

. Calcolare [ F -d¢, dove F(x,y) = , e v ¢ il bordo del quadrato di vertici
Y 2| + 1yl |2] + ||

(1,0), (0,1), (—=1,0), (0, —1) percorso in senso antiorario. [0]

. Calcolare / F-d¢, dove F(z,y) = (—y,x) ey ¢ il bordo, percorso in senso antiorario, dell’insieme

8
{(z,y) eR? |22 +y> <1,y >z —1}
[3m/2 + 1]



FOGLIO 5: CAMPI CONSERVATIVI

. Stabilire se i campi vettoriali

a) F(m,y,z) = (xQ?yvz)
b) G(z,y,2) = (x — xe?, —y, €?)

sono conservativi in R3. In caso affermativo, determinarne un potenziale.

[a) U(z,y,2) =23/3+y%/2+2%/2 b) G non & conservativo. |

. Dato il campo
(1-2)1+y°)
1+ 22

F(z,y) = ( aw(m)y) ;

determinare tutte le funzioni p € C*(R) per cui F ¢ conservativo in R2.

[p(z) = 2arctanx — log(1 + 22) + C)|

. Verificare che il campo vettoriale
F(x,y,z) = (my —sin 2, - 5 —2 — xcosz)

¢ conservativo in D = {(z,y, 2) € R? | 2 > 0} e determinarne i potenziali.

z? e¥
U(z,y,z) = ?y—xsinz— = + C)

. Verificare che il campo vettoriale F(x,y) = (e‘yz, 1-— 2xye_y2) ¢ conservativo in R? e determinarne

un potenziale. [U(z,y,2) = ze Y + ]

. Calcolare il lavoro compiuto dal campo F(z,y) = (ey, reY — %), lungo la curva v : [0,1] — R?

definita da y(t) = (tet, log(t? + 2)) 3¢ + log <log2)]

log 3

. Sia © =R?\{(0,0)} e sia F: Q — R? il campo vettoriale

- x Y

Sia 7 : [0,27] — R? la curva definita da v(t) = (cost,sint). Calcolare /F -dl. [0]
gl

. Dato il campo vettoriale F(z,y) = (sin(z + 2y) + z cos(z + 2y) + 3y* + 5, 2z cos(z + 2y) + Azy),

a) Determinare A in modo che il campo sia conservativo in R2.

b) Con tale valore di A, trovare un potenziale del campo.

A=6, U(x,y) = zsin(z + 2y) + 32y? + 52 + C|



FOGLIO 6: INTEGRALI CURVILINEI, TEOREMA DI GREEN

. Calcolare % F.dl, dove F(x,y) = (y? z) e ¢il bordo del quadrato di vertici (0,0), (1,0), (1,1),

.
(0,1), orientato in senso antiorario. [0]

. Calcolare j{ F-d¢, dove~ ¢ il bordo del triangolo di vertici (0,0), (1,0), (0, 1), orientato in senso
v

antiorario e F(z,y) = (24, zy). [1/6]

. Calcolare la circuitazione del campo F(x,y) = (3y — 5% 72 + /y* + 1) lungo la circonferenza
22 + y? = 9, orientata in senso antiorario. [367]

. Calcolare la circuitazione del campo F(z,y) = (2® — 2y®,y? — 22y) lungo il bordo del quadrato
Q@ =[0,2] x [0,2], percorso in senso antiorario. [R.: 8]

. Dati il campo F(z,y) = (2zy, ) e la regione D = {(x,y) e R?: 0 <z < 1,z <y < 2z},

a) indicato con 9D il bordo di D percorso in senso antiorario, calcolare F-dl
oD

b) calcolare lo stesso integrale applicando il Teorema di Green.

. Calcolare la circuitazione del campo F(z,y) = (2zy? — sin®(1 — 3z2), 3%y + 12log(y* + 1)) lungo

il bordo dell’insieme
2?42
D={(:v,y>eR2|:c2+y224, Tty sl y§0},
orientato in senso antiorario. [R.: —5/2]

. Sia K = {(z,y) €ER? | x>0, y>0, (2y+1)(2x+1) <4} esia F(z,y) = (v +y,ax), con a € R.

a) Calcolare 'area di K.
b
c

d

Scrivere una parametrizzazione del bordo di K, 0K, orientato in senso antiorario.

Per a = 3, calcolare I'integrale di F' lungo 0K applicando, se possibile, il Teorema di Green.

) Determinare a in modo che F sia conservativo su R2.

[a) log4 —3/4 ¢)2logd—3/2 d)1]

. Calcolare la circuitazione del campo F = (eg‘"2 -, %4 + ey) lungo il bordo della regione

{(z,y) e R? | 922 +y?> <9, x > 0, y > 0}, percorso in verso antiorario. [2/5 + 3w /4]

10



FOGLIO 7: INTEGRALI DI SUPERFICIE

. Sia ¥ la superficie definita da ¥ = {(z,y,2) € R® | 2 = 3 + 322 + 3y?, 4 < z < 8}. Calcolare

/ 42 d
o
v (22 +y2)/1+ 36(22 + y?)

[87/3]

. Sia A={(z,y) €R2|0< <1, 0<y<2}. SiaX il grafico della funzione f: A — R definita da
f(x,y) = e?*TY. Calcolare

L
—=do.
n V14 5z2
[4/3]
. Calcolare/ Zt cosy do, doveS = {(z,y,2) € R®|z=2®—cosy, con (z,y) € T}
s \/cos?y + 2sin? y + 422
e T ¢ il triangolo nel piano xy di vertici A(2,0), B(0,3), C(0,—2). [4]

2

2
do, doveS:{(m,y,z)€R3|z:x+ey, %erzgl, 2x+3y§6}

. Calcolare / Yy

[—2]

. Calcolare / M do, dove ¥ ¢ la porzione di superficie di equazione z = ! log(ac2 + y2)
s (1+e2)1/2 =7 2

giacente tra i cilindri di equazione z2 + 32 =e 2 e 22 +y? = 1. 5 (1 — 6’4)]

. Calcolare /(3332 + 5y?) do, dove S & la porzione della superficie 22 = 22 + y? tale che z € [1,2].
s

[307/2]

11



FoGLIO 8: TEOREMA DELLA DIVERGENZA (GAUSS)

. Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x,y, z) = (4xz, —y?, yz) uscente dal cubo [—1,1] x [-1,1] x
[-1,1]. [

. Calcolare il flusso del campo vettoriale F(z,y, z) = (23 + e¥T% 43 + "% ") uscente dalla sfera
di centro lorigine e raggio R. [8mR® /5]

. Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x,y,2) = (42, —2y?, 22) uscente dal bordo dell’insieme
Q={(z,y,2) eR3 |22+ 9> <1, 0< 2z <3} [217]
. Dato il campo vettoriale F(z,y,2) = (—x22,y2?, 2(2 — 2% + y?)),

a) calcolare il flusso di F' uscente dal bordo dell’insieme {(z,y,2) € R® |22 +4?> <1, 0< 2 < 1}

b) verificare che F' & conservativo e calcolarne un potenziale.
[a) 21 b) U(z,y,2) = —22%2% 4+ 19222 + 27

. Calcolare il flusso del campo vettoriale F(z,vy,z) = (2% — 10, 2y°, ¢*/?) uscente dal bordo dell’in-
sieme Q = {(z,y,2) € R® | 22 + y? < 2 < 4}. [27(33 + €2)]

. Calcolare il flusso del campo vettoriale F(z,y,2) = (yz,yz2, zy?) uscente dal bordo dell’insieme
D={(z,y,2) eR® |z >y*+2% 2>0, x <1} [7/12]

12



FoOGLIO 9: TEOREMA DEL ROTORE (STOKES)

. Calcolare il flusso del rotore del campo F(z,y,z) = (22 — y, —yz2, —y?z) attraverso I’emisfero
superiore della sfera z2 + y% 4+ 22 = 1 con normale che punta verso ’alto. [7]

.Sia ¥ = {z,y,2) € R3 | 22 +y? < 4, 2 =2+ ¢e¥} sia F: R® — R3 il campo vettoriale definito
da F(z,y,z) = (zy, 2,5). Calcolare il flusso del rotore di F attraverso X, orientata in modo che il
versore normale formi un angolo acuto con ’asse z. Effettuare il calcolo sia direttamente che con il
Teorema di Stokes. [47]

. Sia X la superficie definita da 2z = /1 — 22 — y2, y > 0, orientata con normale che punta verso I’alto.
Calcolare la circuitazione lungo il bordo di ¥ del campo vettoriale F(z,y,2) = (y+ 2,z + 2,2 + y).

(0]

. Sia ~ la curva intersezione del cilindro 222 + y?> — 6z = 0 con piano = + z = 3, orientata in
modo che la sua proiezione sul piano (x,y) risulti percorsa in verso antiorario. Dato il campo

F(z,y,z) = (2,z,y), calcolare / F - d¢ direttamente ed utilizzando il teorema di Stokes. [97/v/2]
¥

. Calcolare il flusso del rotore del campo F(z,y,z) = (z¢",3(z —1), z(x — 1)) attraverso la superficie
definita da = = 22 + 92, 2 > 0, < 1, con normale che forma un angolo ottuso con l’asse . [4]

. Calcolare il flusso del rotore del campo F(z,y,z) = (ze””Q, 3(x — 1), zsiny) attraverso la superficie
definita da 2 = 22 +y2, z > 0, < 1, con normale orientata in modo da formare un angolo acuto
con 'asse . [-4 —2cos1+ 2sin]]
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SERIE

FocGLIO 1: SERIE NUMERICHE

1. Scrivere i primi termini della successione delle ridotte delle seguenti serie

= cos(nm)
L1 Z (n+1)(n+2)

n=0

1.2. Z sin(n) — sin(n + 1)
n=0

0 "
1.3. —

. 2+sinn
1.4. —_—
n; n2logn
=1
1.5. ZH
n=1

2. Applicando la condizione necessaria, trovare le serie che non convergono

> 1\ 1
1
2.1. ) n’ (en — cos <) - > [Divergente]
n) n

n=1
= n? +2n
2.2. —_—— Divergente
T;)(n+1)(n+2) [Divergente]
2.3 i n3 ( sinh LR sin 1 [Divergente]
Bt n n
2.4. i n?log 1+ 1 [ Divergente]
n=1 n?
2.5. Z n310™" [Non si puo dire nulla]
n=1
3. Determinare il carattere delle seguenti serie e calcolarne la somma
0 4n n
3.1 T;J 1;;”5 [Convergente, 11/3]
3.2. ZO ) 2:13 [Divergente]
— 4" — (—1)"
3.3. Z % [Convergente, 25/6]
n=0
- mer+7" er—1
3.4. Zl W [COnVergente, m]
n=
3.5. Z(me*m)" [Convergente, %]
n=0

14



3.6.

WK

(arctan |z| + 1)"

n=1

4. Discutere la convergenza delle seguenti serie telescopiche

4.3.

4.4.

S (oo (2) oo (:37))
5 () e (125))

[Divergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Divergente]

5. Determinare il carattere delle seguenti serie numeriche applicando il criterio del confronto asintotico

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

9.5.

5.6.

5.7.

9.8.

9.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

Z[log(n +3) —log(n +1)]

n=0

o0

nz:; n3 —3n

i n+ /n

— n24+n+1

T;) (n+2)!

> (Vi3 —2)
n=0

St o
n=1
R
n=1

> ()
Z — —sin —
—\n n

= 1

Z (1 — cos )
n=1 n

i log(1 +2™)

n=1 TL2

i log(3™ — 1)

n=1 n3

= 1 .1
Z (en -1 —sm)
n=1 n
< l+yn+e vV

< (n+1)% + 14 cos(nl)

3
Il

15

[Divergente]

[Convergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]



6. Determinare il carattere delle seguenti serie numeriche applicando il criterio del confronto

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

cosn
€

2
—n +1

n+2

oo 3n
2w

n=1

“(n+1)vn+3

[Convergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

7. Determinare il carattere delle seguenti serie numeriche applicando il criterio del rapporto

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

oo

Z 102an

n!

nn
n=1

[Convergente]

[Convergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

8. Determinare il carattere delle seguenti serie numeriche applicando il criterio della radice

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

>(-3)

[Convergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Convergente]

16



8.5.

8.6.

oo

)

n=1
2

nf:l (nil)n

[Convergente]

[Convergente]

9. Determinare il carattere delle seguenti serie numeriche applicando il criterio di Leibniz

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

S (1) - 1)

Z(_l)n+1n2+1

n3

n=1
. 1
Z(—l)” arctan 5

n+1

Il
—

n

M2

(=" {g — arctan(logn)

Il
-

n

[Convergente semplicemente]

[Convergente semplicemente]

[Converge semplicemente]

[Converge semplicemente]

10. Stabilire il carattere della serie numerica al variare del parametro a > 0

11.

10.1.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

1
; n®(y/n + 3)
i 3n+1

2

= n(n+ 1)
>
— 3n® —4
i 3n—2
— (2n—1)n*
i 4n? —1
= Vn® — 3
n=0

Stabilire il carattere delle seguenti serie numeriche

11.3.

11.4.

11.5.

11.6.

n=1
i 1++vn

' —l+n+ n2
i 1
= 2n —p3
i n!+1
o (1)
i (2n)!
o (n)?
2 (nl)?

17

[Converge se e solo se a > 1/2]

[Converge se e solo se a > 0]

[Converge se e solo se a > 3/2]

[Converge se e solo se a > 1]

[Converge se e solo se « > 6]

[Converge se e solo se a < 1/5]

[Diverge]

[Converge]

[Converge]

[Diverge]

[Diverge]

[Converge]



TR QAL
oyt T +n3

> 1
11.8. S —
2

11.9 i\/ﬁ+logn+arctann
4= 1+/n+coshn

18

[Diverge]

[Converge]

[Converge]



FOGLIO 2: SERIE DI POTENZE E DI TAYLOR

1. Determinare 'insieme di convergenza delle seguenti serie di potenze.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

Insieme di convergenza: (—2,2)

Insieme di convergenza: [—2,2)
La serie converge solo per z =1
Insieme di convergenza: (—o0,00)
Insieme di convergenza: (—1,1)
La serie converge solo per x = 0
Insieme di convergenza: (—o00,00)
Insieme di convergenza: (—2,2)
Insieme di convergenza: [
Insieme di convergenza: (—e,e)
Insieme di convergenza: (—2,2)
Insieme di convergenza: [—3, 3)

La serie converge solo in x =0

Insieme di convergenza: (—2,2)

19

Insieme di convergenza: (1, 2)



1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

+
8
—

3
Il
—

Jr
8
—

1
— (22 +3)"
> 20 +3)

n=1

Insieme di convergenza: [—1,1)
Insieme di convergenza: [—1,1]
Insieme di convergenza: (—oo, +00)
La serie converge solo in x =0
Insieme di convergenza: (—1, 1).
Insieme di convergenza: (2,4)
Insieme di convergenza: [3,5)
Insieme di convergenza: (1,7)
Insieme di convergenza: (;, 3>
Insieme di convergenza: (—o0, 00)
1

Insieme di convergenza: {—2, —2>

2. Determinare l'insieme di convergenza (valutando il comportamento agli estremi) delle seguenti serie.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

“+o0
E n5 en?
n=1

X logn
(arctan z)"
n

n=1

+oo

Z 3n 2n

n=1
+o0 n
—\n+ 1
400

20

Insieme di convergenza: (—o0,0)

Insieme di convergenza: [— tan(1),tan(1))
Insieme di convergenza: x € (—
Insieme di convergenza: <—

Insieme di convergenza: x € (



10.

. Sviluppare in serie di MacLaurin la funzione f(z) =

. Sviluppare in serie di MacLaurin la funzione f(z) =

+oo
277/
2.6. -
nz::l vn?2 +1(z+ 1)~

Per ognuno dei seguenti intervalli scrivere una serie di potenze che ha l'intervallo dato come intervallo
di convergenza

Insieme di convergenza: = € (—oo, —3] U (1, +00)

a) [=3,3); b) [=2,4]; ¢) (=3,1); d) (2,10); €) [-5,3)

+oo
Supponiamo che la serie Z an(xz — b)" converga solo se —9 < z < 19. Qual ¢ il raggio di conver-

n=0
genza della serie? Quanto vale b7

. Sia R un numero positivo;

+oo  n

a) mostrare che la serie di potenze E Jn converge in (-R,R)
n=0
+oo n

x
b) mostrare che la serie di potenze E T
n
n=0

converge in [—R, R)

+00 n
¢) mostrare che la serie di potenze Z 2
n=0

converge in [—R, R]

d) scrivere una serie di potenze che converge in (—R, R]

T +2

P RET precisando il raggio di conver-

genza. Calcolare f(™)(0).
oo (e —g5r) @ R=2 f10) = (37 — 557) ]

—r+2

22—y 1 12 Precisando il raggio di conver-

genza.

n

[nzogrers R =6

Jz

. Sviluppare in serie di Taylor centrata in o = 1 la funzione f(z) = log ~=.

4—x

[— log3+ 37 (H;:*l - nén) (z — 1)"]

1
. Scrivere la serie di Taylor centrata in zg = —3 della funzione f(x) = log (I + >

rz—1

[log 3 = 2720 e (1= ) (2 437

. . . . . e_x
Scrivere la serie di MacLaurin di f(x) = log <4z2+3>

[~log3 — 2 — 3202, (- 1) ]
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1
11. Sviluppare in serie di potenze la funzione f(z) = ———— nell’intorno di zg = 1. Determinare
vilupp P fl@)=— TP T6 0

Iintervallo di convergenza della serie ottenuta.
[Z;.LO:O(_]-)” (3n1+1 - 4n1+1) (w - 1)77,7 T e (—2,4)}

1
12. Sviluppare in serie di potenze la funzione f(z) = PR — nell’intorno di 9 = —1. Determinare
x? — bz

Iintervallo di convergenza della serie ottenuta.
[oio (5 — 57) (@+ 1), 2 € (—4,2)]

1
13. Sviluppare in serie di potenze la funzione f(z) = SRR nell’intorno di xyp = —3. Determinare
x

I'intervallo di convregenza della serie ottenuta.
(=7 200 (e + ()27 ) (2 +3)", @ € (=7/2,-5/2)]

n=0
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FoGL1O 3: SERIE DI FOURIER

. Sviluppare in serie di Fourier (discutendo la convergenza) la funzione periodica di periodo 27 definita
su (—m, 7] da

fz) =

m—x  perx €0,
—m—x perzé€ (—m0)

[Z % sin(kac)]
k=1

. Sviluppare in serie di Fourier (discutendo la convergenza) la funzione periodica di periodo 27 definita
su (—m, 7] da
f(z) =sinz + |sinz|

2 - 4
S hsine S cos(2
- +sinz E T cos( ka:)]

k=1

. Sviluppare in serie di Fourier (discutendo la convergenza) la funzione periodica di periodo 27 definita
su (—m, 7] da

~_J0 sexz e (—m0)
Jz) = {1 se x € [0, 7]
E + kz_;l ﬁ sin((2k — l)a:)]

. Sviluppare in serie di Fourier (discutendo la convergenza) la funzione periodica di periodo 27 definita
su (—m, 7] da
f(x) =cos(ax), adZ

om ™ o? — k2
k=1

sin(ar) +20‘Sin(o‘”)§: (-1)" cos(kz)]

. Sviluppare in serie di Fourier la funzione periodica di periodo 27 definita su (—, 7| da f(x) = 22,
oo
1

calcolarla per x = 7 e usare il risultato ottenuto per la calcolare la somma della serie Z w2

k=1

. Sviluppare in serie di Fourier la funzione periodica di periodo 27 definita su (—, 7| da f(x) = x4,

(oo}
1
calcolarla per x = 7 e usare il risultato ottenuto per la calcolare la somma della serie Z e
k=1
v
90
. Sviluppare in serie di Fourier la funzione periodica di periodo 2, definita su (—1,1] da f(z) = 1—22,
oo
—1)*
calcolarla per x = 0 e usare il risultato ottenuto per la calcolare la somma della serie Z kQ) .

k=1

. Sviluppare in serie di Fourier la funzione, di periodo 4, data nell’intervallo [—2,2] da f(x) = |z|.
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a) Usare l'identita di Parseval per dimostrare che

PRPRIVEE N SR S
38 Tt A (2n + 1) T 96

b) Calcolare lo scarto in media quadratica tra f e i primi due termini nel suo sviluppo di Fourier.

¢) Discutere la convergenza della serie di Fourier.
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