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Enunciare il teorema di congergenza monotona di Beppo Levi per una
successione di funzioni {u,}

Sia f, € LY(E), esia f, — f q.0. su E. Supponiamo che: f, >0, f,11 > f,. Allora:

/limfnzlim/fn
E " " JE

(eventualmente 400 = 400)

Enunciare le condizioni di omolorfia di Cauchy-Riemann.

Sia f:Q C C — C con forma f =u+1w e zg € Q con forma zg = xg + 1. Allora f é derivabile in
20 se e solo se u, v sono differenziabili in (zg,yo) €

Uz(l‘ano) = ’Uy(l'o, yO)
uy(0,Y0) = —vz(20, Yo)

Se f & derivabile V zy € Q allora f ¢ olomorfa.

Dare la definizione di prodotto di convoluzione in L'(R).

Siano f,g € L'(R). Il prodotto di convoluzione ¢ definito come:

f o) = /R Fx —y)g(y)dy

Enunciare il principio di identita per funzioni olomorfe.
Sia f: Q@ C C — C olomorfa. Sia Q connesso. Sia Z(f) := {z € Q| f(z) = 0}. Sono equivalenti:

20 €acc(Z(f)), (3 20 € Z(f)\{20})
™M (2)=0V¥neN
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3. Z(f) contiene un intorno di zg
4

L Z() =0

Enunciare il teorema di convergenza dominata di Lebesgue.
Sia f, € LY(E),sia f, — f q.0. su E. Supponiamo che 3 g € L'(E) tale che
|fnl < g qo. suE Vn
Allora: f, — f in LY(E).
Dare la definizione di operatore lineare continuo tra spazi vettoriali nor-

mati.

Siano (V.| - |lv), (W, || - lw) due spazi vettoriali normati. Un’operatore lineare ¢ una funzione
T:V — W tale che:

T(/\1U1 + /\2’02) = )\1T(’l)1) +9 T(Ug) A V1,02 € V, V)\l,/\g cR



Enunciare il teorema dei residui.

Sia Q aperto C C e sia v C  circuito contraibile a un punto (in ). Sia f : Q\S — C, dove S
("insieme singolare") soddisfa: v C Q\S e ace(S) N Q = 0. Allora:

/ f(z)dz = 2m Z Res(f, z) - Ind(y, z)
v z€8

Ind(v, z9) # 0 per al pitt un numero finito di punti zo € S.

Dare la definizione di spazio di Banach.

Uno spazio vettoriale normato (V|| - ||) si dice completo o spazio di Banach se tutte le successioni
di convergono.

Enunciare e dimostrare l’identita del parallelogramma in uno spazio di
Hilbert.

Sia H uno spazio vettoriale munito di prodotto scalare (, ) e sia ||-|| norma indotta da esso. Allora:
o+ ylI* + llo = ylI* = 2l|z|* + 2|jyll* Yo,y € H
Dim.:

lz+ylP +Hlz—yl* = (@ty, at+y)+@—y, 2=y) = |2l +2(z, »)+Hyl*+ 2l =20z, »)+yl* = 2]]*+2]y[*

Cosa significa che C{°(R) & denso in L*(R)
Cs°(R) ¢ denso in L2(R) ovvero:
e Vf e L*(R), Ve > 0 Jp € C§°(R) tale che || f — ¢l 12m®) <€
o Vf € I(R), 3{pn} € C(R) tale che lim 4o [f — onllza@y = 0 (90 — / in I2(R))

Enunciare e dimostrare il Teorema di Riemann-Lebesgue.

Sia u € L*(R). Allora:
1. 4 € L®(R) (F: LY(R) — L*°(R)
2. 4 ¢é continua
3. @ ¢ "infinitesima all'infinito" (limg_, 4o @(€) = 0)
1.

(&) =

/ u(z)e "% de

< / lu(@)| = flullLr, |@floe = esssup |a(§)] < [luflr, [|F|l =1
R~ £eER

VEER, & — & = a(€,) — a(€), W(En) = / w(z)e— e —s / w(w)e
" R

Il fn(2)|| = |[u(x)| € L*(R) per convergenza dominata

Fornire la definizione di sistema ortonormale completo in uno spazio di
Hilbert.

Sia H spazio di Hilbert, e sia {u,} sistema ortonormale. Si dice che {u, } & completo se ¢ massimale
rispetto all’inclusione, ovvero: non esiste {v,, } sistema ortonormale che contenga propriamente {u,, }.



Enunciare e dimostrare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz in uno spazio
di Hilbert.

(@ o)l < [l - [lyll

con 'uguale se solo se x = Ay, A € R
Dim.:

= A <0 (2,9)° [z yll> < 0= |(z, )| < l|z[| - |yl
Se vale 'uguale, A=0= 3t eR: (z —ty,x —ty) =0=z—ty=0
Viceversa se z Ty, allora |(z, )| = |(Fy, )] = [fl]1y]”
Enunciare il teorema di rappresentazione di Riesz in uno spazio di Hilbert.
Sia H spazio di Hilbert, e sia ¢ € H'. Allora:
Nu | o=, ovvero p(v) = (u,v) V€ H
Inoltre: |||l g1 = |lullg. Ovvero H C H o — u:p =,

In conclusione: H = H'!

Enunciare e dimostrare il teorema di invertibilitd locale per funzioni di
variabile complessa.

Sia f: Q C C — C olomorfa su Q e sia zg € Q | f'(20) # 0. Allora f & localmente invertibile in z
(3 U(20) | flu(zo) invertibile) e I'inversa f~! ¢ derivabile in senso complesso e soddisfa:

(f_ )/(f(ZO)) = fI(ZO)

Dim.: Consideriamo:
® = (z,y) campo vettoriale su 2 C R2, 2o = x¢ + 1o, (o, y0) € Q

s = (b ) =5 7

, dove @ = uy = vy, =0, = —u, det J® = a? + % # 0, perche f'(z0) = uz(z0,yo) — wy(zo, yo) =
=a+18#£0<= |la+18] = /a?2+52#£0

Applicando il teorema di invertibilita locale per campi vettoriale, allora ® & "localmente invertibile

in (z0,10)" e il campo inverso ®~! soddisfa:
_ _ 1 « 15}
1 _ 1_
JO ™ b (20,40) = (JP(20,%0)) " = m (_/3 a)
_ «@ 15} 1 1
) s = =

o2+ B A B2 at B (=)

Enunciare il teorema di proiezione su un convesso chiuso in uno spazio di
Hilbert.

Sia H spazio di Hilbert, sia K C H convesso e chiuso. (K convesso: Vz,y,€ K, VA € (0,1), « +
(1-MNy € K)(K chiuso: {z,} CK, z, — 2z € H=— 2z € K) Allora:

HANuekK ol = minl f— ol — m
vf e u€ K[ d(f,u) =|f —ul = min | f — o] = mind(f,v)
Tale u si dice proiezione di f su k (u= Pyf). Inoltre, u = Pyf < (f —u,v —u) <0 Vv € K.

Enunciare il corollario per la proiezione su un sottospazio chiuso

Sia H uno spazio di Hilbert, e sia M C H sottospazio (M & convesso). Allora:

| Ul i g o
vieH FueM|d(f,u)=|f—ul=min|f o] =mindf,v)



Enunciare e dimostrare il teorema di unicita del prolungamento analitico.

Sia © C C connesso, e sia S C Q tale che Q N ace(S) # 0.

Data f : S — C, esiste al piu una funzione f : & — C olomorfa (quindi analitica), tale che
fls=1 ~~ o

Dim.: Prendiamo due prolungamenti f; e f> e consideriamo g = f; — fa, olomorfe in Z(g) 2 S,
perche g‘s =(f1 — fg)‘s, = f — f =0. Allora, per il principio di identita, Z(g) = Q, essenod che S
contiene punti di accomulazione. Dunque f; = fs.

Enunciare il teorema di Fubini.
Sia f integrabile su I = I; x I, con Iy C R™ e I, C R™. Allora:
1. per q.0. z1 € I1, 2 — f(x1,x2) integrabile su Is.
2. 1 — flz f(x1,x2)dzy integrabile su I.
3.
/y(xl,xg)dmldarg = / dxy flxy, xo)day = / dxo f(x1, xo)dx
I I I I I

dove dxidzrs é la misura di Lebesgue su R™ x R"

Enunciare e dimostrare la disuguaglianza di Bessel per serie di Fourier in
spazi di Hilbert.

Sia H spazio di Hilbert, e sia {u, } sistema ortonormale. Per ogni v € H,

> (wun)® < Jlul?

n

Dim.: Fisso N e considero: Y. _n (u,un)?. Se dimostro: > _n (u,u,)? < |Jul|* VN € N (¥),
passando al limite per N — 400, ottengo Bessel. Per dimostrare (*) osservo:

0<||u— Z () un || = [ v — Z (W, Up ) Up, u — Z (u, up)uy, | =

n<N n<N n<N

= ||lul|* -2 Z (u,u,)? + Z (uw, Up ) Un, Z (U, Up )Unp

n<N n<N n<N

Con N =2 ((U1, u1)u1 + (Uz,uz)um (U1, U1)U1 + (Ul’uz)uz) = (U1, U1)2 + (Uh U2)2

=l =2 (wun)® + Y (wua) = Jull® = Y (wun)® = Y (w,u)® < Jul?

n<N n<N n<N n<N

Abbiamo ottenuto (*).

Fornire la definizione di funzione assolutamente continua.

Si dice che F : (a,b) — R ¢ assolutamente continua se esiste f € L(a,b) tale che
Fla) = / f@O)dt+c, ceR
a
(= F'=f q.o.)

Enunciare la formula di Cauchy per la derivata n-esima di una funzione di
variabile complessa.

, k! f
1960 = | T s



Enunciare una formula di inversione per la trasformata di Fourier.

In L' (R"):
Sia u € L*(R™) tale che 4 € L*(R™). Allora: t(z) = u(—x) = (271)"12@)7 xeR"
In L?(R"):

Sia u € L2(R") tale che 4 € L?(R™). Allora: i(x) = (Q;vac(x), reR"

In S(R™):

Sia u € S(R™) tale che & € S(R™). Allora: @(z) = (2;)nﬁ(x), reR”

Si dia la definizione di operatore lineare limitato tra spazi vettoriali nor-
mati e la definizione di norma per un tale operatore.

Sia T : V — W & un operatore lineare tra spazi vettoriali normati. Si dice che T' é limitato se:
IM >0 | | TW)|lw < M|v|lv Yv € V (Vv € V\{0}, sempre valida in 0)

ovvero:

T () llw

3M>0|H < M Vv e V\{0}
[ollv

Si defisce la norma di || T (v, := la pit piccola costante M > 0 tale che HTH(UUH)L‘W < M Vv € V\{0}

||U|| V W

Z (w, un) (v, un) = (u,v) Yu,v € H

n

Formalmente:

T(v
||T||£(V,W) = sup m = sup
veV\{0} lvllv veV\{0}

Fornire la definizione dello spazio di Sobolev

Fissiamo p € [1, +0o0],  aperto C R", W1P(Q) := {u € LP(Q) | % e LP(Q), Vi=1,...,n}

Dimostrare la completezza del sistema ortonormale dei polinomi trigono-

metrici in L? ([—%7 %])

11 sistema ortonormale dei polinomi trigonometrici (po, px, qx) & completo in L?(T).

Dim.:

Basta dimostrare, per la proprieta 3) del teorema sulla caratterizzazione dei sistemi ortonormali
completi (posto M = < u,, >, si ha M = H), che il < pg, py, g1 > ¢ denso in L?(I), ovvero che data
f € L*(I) posso approssimarla con una successione che appartiene < pg, px, qx >.

e Passo 1: data f € L?(I), approssimo f con una successione ¢, C C5°(I)(¢n, — f in L?).

e Passo 2: Basta, data ¢ € C§°(I), approssimabile con una successione in < po,pr,q >.
Estendiamo ¢ € C5°(I) a una funzione ¢ € C,..(R). La serie di Fourier di ¢ converge a
T T T T).

¢ uniformemente su (—Z, Z) allora, anche, in L* (-2, T

Dunque, la successione delle somme parziali della serie di Fourier di ¢ fornisce una successione in
< Ppo, Pk, Q. > che converge a ¢ in L?(I).

Enunciare la definizione di funzione a decrescenza rapida e la definizione
di successione temperata.

S :={u € C®(R")} | Vo, 8 multindici sup |z DPu(z)| < 400
zER™

La successione Cyr!*l & temperata, cioe:

IM,n >0 | |Crr*l| < M1+ k™)



Fornire le definizioni di convergenza di f; in LP(F) e di convergenza pun-
tuale di f; quasi ovunque.

1/p
fn — 0 in LP(E) se (/ |fn|p> = ||fn||p — 0, ovvero / |fn|P — 0
E E

fr converge puntualmente quasi ovunque in F se Vz € E, tranne per x appartenenti a un insieme
di misura nulla, [, f, — 0.

Scrivere la formula risolutiva per il problema di Cauchy per I’equazione
delle onde in una variabile spaziale.

Il problema di Cauchy per ’equazione delle onde in una variabile spaziale é:
uttfum:O I€R7t>0

u(z,0) =up(x) ze€R
u(x,0) =u(z) z€R

La formula risolutiva & la formula di D’Alambert:

1

T+t
u(z,t) = % [uo(x +t) + up(z — )] + 5 /__f w1 (y)dy



