Successioni

lunedi 2 novembre 2020 18:49

. - . NOTAZIONE: una successione si indica {an}ne n 0ppure con (an)ne
DEFINIZIONE: Una successione numerica ¢ una funzione f: N--->R {{a"n}}"w o ((a"”))“ N

n |---> f(n) oppure n |---> an.

LIMITE FINITO
IDEA Una successione {an} tende ad a € R, se per ogni intervallo aperto contenente a, tutti i termini della successione an, a partire da un certo n, vi stanno dentro.
DEFINIZIONE

ngniwan=a se Ve >, N € N se n >N, a—-—¢e¢<a,<ate = |anfa|<e

DEFINIZIONE 2

nﬂnlwan:a se Ve> (), IN >0 se n =N, a-¢e¢<a,<ate = |an—a|<£

DEFINIZIONE 3

ngnlwan=a a €ER & se dc>0 Ve>0, N >0 se n >N, a—-—¢e¢<a,<a+e = |an—a|<£~c

Dimostrazione:
1) [=>] ¢ ovvia, basta prendere ¢ = 1
2) [<=] devo dimostrare che data la tesi della definizione sopra, vale Ve >0 AN =Ng taleche n>Ng [an-a|<e.

. . ~ & - - ~ & . Py
Fissato ¢, chiamo £ = -> 0 so grazie allatesiche INe¢ taleche se n > Ne allora |an-a|<c-&=c - - = & ==>lipotesi ¢ sempre vera.

TEOREMA DI UNICITA' DEL LIMITE
Seantendeada€ R, e antendeab€ R ==> a=b.
Dimostrazione:
l[a-bl=|a-an+an-b|<l|a-an +|an-b| [disuguaglianza triangolare]
Sochedatoae >0 IN;>0 tc n >N, = |a,—a|l<e
AN,>0 tc n >N, = |a,-b|<e
Scelgo N il massimo di {N1, N2} >0 sen>N, |an-a/<e e |an-b|<e ==> grazieaD.T. Ja-b|<|an-a+|b-an<e+e =>

==>Ve>0 |a-bl<2¢ ==> vistochela-b/=>0 eche [a-b|<2¢ ALLORA Ja-b|=0 <==> a=h.

INFINITESIMA

Se lim,,_, 1, a, = 0 la successione ¢ definita infinitesima.

SUCCESSIONE LIMITATA
1) {an} si definisce una successione limitata se 3c > 0 tale che |an| < ¢
2) {an} si definisce una successione limitata se 3o, p € R tale che a < an <.
Significato:
Data una successione {an} dire che |an| < ¢ significa dire che la distanza dall'origine di an ¢ ¢ ¢ quindi che {an} ¢ contenuta nell'intervallo [-c, c].

In realta, secondo la definizione 2) non € necessario che l'intervallo sia simmetrico, ma basta trovare due numeri o e B, diversi, tali che comunque essi comprendano
an nell'intervallo.
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Detto cio, a e B, 0 ¢, non sono necessariamente unici, ma ne possono esistere diversi. Gli estremi ideali sono il sup e I'infdi an, ma ovviamente numeri pit grandi

del sup o piu piccoli dell'inf non appartenenti alla successione possono comunque limitarla.

TEOREMA SUCCESSIONI LIMITATE

Siaa€R, a,— a allora{an} ¢ limitata e quindi esistec > 0tcJa)|<c Vn€N.

Dimostrazione:
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SocheVe>0 IN>0 taleche n>N |an-a|<g allorascelgo €=1 AIN1€ N talechesen>N1 ==> |ap-a/<1l ==> a-l<a<a+l.
Chiamo ¢ = max {Jao| , |ai|, ... , Jani], |a- 1| , |a+ 1]} allora |as|<c Vn€N

Infattisen < N1 |an|<c perché c=>a Vk=0,...N:

Sen>N; sochean<a+1l ===> gz<fa+1| <c e che a>a-1 ==>a=a-1=-c

Edunque -c<an<c ====> |an|<cC.

Idea della dimostrazione: Noi non conosciamo I'andamento di {an}, conosciamo pero il suo andamento al limite (a). Secondo la definizione dato un qualsiasi € a

partire da un determinato elemento della successione, essa convergera tutta dentro l'intervallo [a - €, a + €] ==> se scegliamo ¢ = 1

i 1 i L b
'z | i T Al ,
10} Q-1 (8] oA
Prendo dunque ¢ come il massimo N tra tutti gli elementi della successione e anche tra (a- 1) e (a+ 1) ===> dati questi presupposti ¢ ovvio che la distanza dalla

origine della successione sara minore del massimo dei termini.

ALGEBRA DEI LIMITI FINITI
PROPOSIZIONE

REMINDER La seguente uguaglianza vale soltanto se sappiamo
a priori che a, e by ammettono limite.

2 anbi—ah S (on +bi) = lim by

Siano an e by due successioni tali che an,—a€ R bp— b € R, allora 1) antbn—a=xb

3) an:bh—a:b
Dimostrazione:
1) antbn—azxb

a, —a < Ve IAN; se n=> N, |an7a|<£

Hp =
b, - b & Ve 3N, se n> N, |bnfb|<5

Dunque se N = max {Ni, Nz} allora valgono entrambe le definizione ==> |(an=by,) ~ (a £b)|= |(an-a) + (tby F b)| <|an —a| + b, —b] <Z+5 sen>N.

Ho dimostrato dunque che (an + bn) - (a + b) <& ogni volta che N esiste.

c.v.d.
2) an-bhn—a-b
Con le stesse ipotesi di prima, considerando sempre N = max {N1, N2}, voglio dimostrare che
|anbn - ab| = |anbn —ab, +ab, - ab| = |bn(an - a) + a(bn - b)| < |bn| : |an - a| + |a||bn - b|
Osservochei)jan-aj<e e |bn-bj<e se n=N
ii) visto che bn— b , by & limitata (per il teorema delle successioni limitate) ==> 3¢>0 |by|<c ==>
|bn| . |an - a| + |a||bn - b| <c -e+lal - €=(c+|al)e [che ¢ unacostante per ] ==> soddisfa la definizione di limite.
cv.d.
3) an:bh—a:b
Con le stesse ipotesi di prima, considerando sempre N = max {N1, N2}, voglio dimostrare che |2~ —% <c
a, a a,b —ab 1
T)f_g = —nm—n =m ‘|lapb — ab|

Analizzo il numeratore il denominatore separatamente:
N) |anb —ab| = |anb — anby, + anby — ab| = |ay(b — by) + by(an = b)| <|an||b = by| + |bn|lan — a

Dove |a,| <c (limitata) |by| <c (limitata)
[b—by| < la, —a| < ¢

|an||b = bu| + |bn||an — a| <2ce
0O) Siab>0 (seb<0 il procedimento ¢ analogo) se considero un intervallo di lunghezza € =b/2 so che |bn - b| <g=b/2 sen>Np <==>

b/2=b-b/2<by<b+Db/2=3/2b considerando dunque solo la prima parte della disuguaglianza, ho che 1/bn > 2/b ===> 1/(b - by) > 2/ b?

Dunque L2
e s =
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==> grazie a N) e D) ottengo che Zn _ % < (é '2C) £ [che ¢ una costante per §] ==> soddisfa la definizione di limite.
c.v.d.
LIMITE ALL'INFINITO
DEFINIZIONE:
nﬁnlwan =+ se VYM>0 3IN>0 sen>N a, >M
nﬂnlwan:foo se V"M <0 3IN>0 sen>N a, <M oppure ngrr}wan:ﬂo se YM>0 3IN>0 sen>N a,<-M

ALGEBRA DEI LIMITI INFINITI
L'algebra dei limiti infiniti con a, e/o ba divergenti funziona come I'algebra dei limiti finiti, tolti perd quattro casi, definiti forme indeterminate:
1) Datian—>+ o byp—-00, an+bp—+o00-00

2) Datian—> to0 bn—=0 an-bn = 0 (o)

3) Datian— +oo by— oo ‘;—”—> f—z
4) Datian—>0  b,—>0 &, 2
by 0

Per le forme non indeterminate vd pag. 70 del Marcellini.

TEOREMA DEL CONFRONTO

Sean—a ,dovea>0, allora 3N >0 talechevn>N a,>0.

ldea: se la successione si accumula ad a a partire da un certo N, e a € positivo, evidentemente la successione a partire da quel N sara positiva.

Dimostrazione: data la definizione di limite di successione, se scelgoe =a/2>0sochedN >0 talichesen>N ==>|a,-a|<a/2 ==> -al2<a,-a<a/2.

Considero solo la prima disequazione, a,>a-a/2=a/2>0 ===> da un certo punto N in poi la successione si mantiene strettamente positiva. c.v.d.

COROLLARIO 1

Sean—a e a,=0 perognin allora a=0.

Dimostrazione: per assurdo suppongo chea<0 ==> -a,=b, bn—-a ==> apartire da un certo punto N, ossia per n > N, b, > 0 (per la permanenza del
segno) ==>an = - by < 0 ASSURDO perché per ipotesi b, > 0.

Osservo: se an > 0 per ogni n allora non sempre a > 0 ==> infatti basta vedere come 1/n > 0 sempre ma 1/n— 0 e quindia=0.

COROLLARIO 2
Datian—>a e bh—>b, e an=by VYn€N allora a=>h.

Dimostrazione: considero una terza successione, ch=an-bn >0, sochecy—a-b=c > 0peril corollario precedente ==>a-b>0 ==>a=>bh.

TEOREMA DEI CARABINIERI

Siano an, bn due successioni taliche an—a e bh—a, cona€R,e sia cn unasuccessionetaleche an<ch<bh, allora ch— a.
Dimostrazione: voglio dimostrare che vale questa definizione Ve>0 3IN>0 tc se n>N [ch-a|<e.

Soche an<cn,edatoche e >0 3N, tc sen>N, |a,—a|<e soche —e< a,—a< c,—a.

Inoltre, so che by > cn,edatochee >0 3N, tc sen>N, —e<b,—a<eg soche c,—a<b,—a<e.

Infine, posso concludere che sen >N =max {Ni, N2} ==> —e<c,—a<e. c.v.d

LEMMA (Carabinieri Applicato agli infiniti)
Sean—+o0 e bn=an allora by — +oo.

Dimostrazione: so che YM >0 IN: n>N a>M ==>VYM>0 IN: n>N by (= an)=M. c.v.d.
LEMMA
Sean—>0 <==> |ay| = 0.

Dimostrazione: [=>] Ve>0 IN se n>N |a|<eg
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[<=] Ve>0 IN se n>N |aj|<e => J|an|<e.

TEOREMA

Sia {an} una successione limitata e {en} una successione infinitesima (ovvero che tende a 0), allora il loro prodotto tende a zero [an- e —0].

Dimostrazione:

an limitata => |a)|<C perqualche C>0 [an€ (-, C)] dunque O <|an-&en|= |an|-|en] < C-|en| = O (perché ¢ una costante per un'infinitesima).

==> an-&n—0 per il teorema dei carabinieri c.v.d.

LIMITI NOTEVOLI

400 a>1
. 1 a=1

5 =an
LEMMA: Sia{an}=a" , a€R allora a, > y —1<a<1

nonesiste a<-—1

Dimostrazione:

a>1 a=1+§ [a-1>0] ==>a"=(1+8)" = 1+nd [dis. di Bernoulli] 1+ nd— 400  ==> a" —4o0 [peri carabinieri con gli infiniti].

1

a€(-1,1) |a€[0,1) e Ja"= ma la>1 ==> 1la' >+ ==> [a">0.

@@/la)™
LEMMA
1) Sea>0 allora a"—1
2) Sea>0 allora (nd)'"—-1
Dimostrazione:
1) a>1 chiamobp=a-1>0 ==> a"=by+1 ==> a=(bh+1)" =1+nby [disBernulli] ==> 0<bn< a—;— -0
==> php>0 ==> a"-1-0 ==> a1
-1 —=>gl/m=_1 _ 1/n _r
O<ax<l1 a=1 la>1 >a Gjaun Mmase 1/ -1 = (1/a)1/"_)1'

2) Passol: sea=1/2 | by=(n¥A)¥-1>0 ==> (b+1)"=Vn = 1+nby, ==> Osbnsg—l

n

1 yi_ 1 - r_1
Passo2:sea€N | (nd)¥n=(n2)l2n = (nl2n)2a | perché n*"—>1 e I'algebra dei limiti sostiene che se ¢ — 1 allora c® - 1.
Passo3:sea>0 | considero laparteinteradia ==> |a] =max{n €Z|n<a} ==> |a]<a< |a]+1

(nleht/n< ¥/ < (nlal+1)1/7 ma per lo stesso motivo che nel passo 2 ==> (nl®)/"— 1 e (nlal*1)1/n 1

quindi per il teorema dei carabinieri (n®)'/"— 1 cv.d.

COROLLARIO

In realtd (n?)Y2 - 1 vale per ogni a appartenente ai reali.

Dimostrazione: infattipera<0 (-n-R)n=(—n-lal)l/n = (__n1_|al)1/" ->1__ c.v.d.
CRITERIO DELLA RADICE
Sia {an} una successione a termini non negativi (an = 0) tale che %/a,, - L € R, alloraseL>1 an— + o0, seL<1 a—0.
Dimostrazione: seL>1 IN:n>=N 1%/a, >L — e=¢q dovee étaleche q=L-e>1 ==> a,>(q" ==> vistocheq>1 ==> sen—>+
Q"> + o0

Se O0<L<13e tc p=L+e<l ==> sen>N R/a,<p ==> an<p" p<l ==>sen—>+o p"— 0.

CRITERIO DEL RAPPORTO

. . .. P +1
Sia {an} una successione a termini positivi tale che a—";— —L €R,allorase L>1 an—>+o0, se0<L<1 an—0.

n

Osservo: se L = 1 il limite di successione non ci dice nulla.

Dimostrazione:
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ap+1

So per ipotesiche Vve>0 IN: n>N L|< e scelgo € talecheq=L-e>1 ==> q:L-s<5’£<L+e

an an
Se L >1==> Considero soloa’;—Jr1 >q ==> Ay >q-ay $enN=N ==>a,,>q a2, 2q(q an_1) == q" V- ay
n
Sen—+o0 Neéfissato ==> q"N.ay= q"- (Z—Z) - 400 ==> a5 > +0,
Se L <1 ==> considero l'altra parte della disequazione ==> ﬁ’f—l <L+e=p<l==>ay 1 2p - -a,2p(p -an_1) == p" V-ay=p"- (Z—Z)
n
Sen—>+o00 ==> p<l ==> p”-(:—x)—)O ==> a,—0.
CRITERIO DI STOLTZ - CESARO
Siano {an} e {bn} successioni tali che a, > 0, bn € crescente (bn+1 > bn) e divergente (bn = +0). Supponendo che ZL“_—Z" - L € R allora Z—" - L.
n+1~n n
Dimostrazione:
Soche VE>0 3N>0 tc sen>N L — < % o) _ g ===> moltiplico e divido per (bn+1 - bn) cosa che posso fare perché so che € positivo

bns1=bn
moltiplico e divido per (bn+1 - br) cosa che posso fare perché so che & positivo ==> (L — €)(bps1 — by) < (@n+1 — an) < (L + E)(bps1 — by) ==>
seK>N ==> ¥ (L~ )(bns1 = bn) < Xi=n(ans1 — an) < Tg-n(L + E)(bns1 — bn)
==> (L — &)(bgs1 — by) < (ags1 —an) < L+ E)(bgs1 — by)
[perché Yi_y (an+1 — an) = (an+1 — an) + (@nsz—ans1) + -+ (Aks1 — ag) = Ageq — ay]

==> dividoperbws ==> (L — €) (1 - ﬂ"—) < (a"—“ —ﬂ) <L+ 8 (1 - :k—”> ma -2 50
+1

byt brs1  br4r [

Mando k — +oo (lo posso fare perché K > N e il limite esiste a parire daN) e ho che (L — &) < % - ba—” <L+ &
K+1 K+1

. a
vero Ve>0 ==>limy_, oo 2 =1L
aK+1

COROLLARIO1: Se an=0 € anw1-an— L allora an— L.

Dimostrazione:

an

a —aQ, a —a a
Zndl17%n . Ind1mn Apsy1 —an = L per Hp ==> Socheﬁ: -

bpy1—bn n+l-n

Nel criterio di Stoltz - Cesaro scelgo bn = n crescente e tendente a piu infinito ==> - L.

COROLLARIO 2:Se a,>0 e a,— L allora Zk—j:“—" S

Dimostrazione:

A —A a
Se An=YF_1k e Bn=n allora 2"t = 2

== An
BBy oL == (per Stoltz - Cesaro) 5 L.

COROLLARIO 3: Sean— L allora [senza dimostrazione].
COROLLARIO 4: Se 21, |, allora %/a, — L. [senza dimostrazione].

an

GERARCHIA DEGLI INFINITI

"logn) K Pfkb"Ve'knl«n"" dove a>0,b>1edove "a, < B, & 5 0"
n
Dimostrazioni:
1) Voglio dimostrare che «, = l—ofli") a, - 0 ==>uso il criterio di Stoltz - Césaro ==> innanzitutto dimostro che %"—) - 0.
. . _ o an+1—a; log(n+1) —log(n) 1
Infatti se chiamo an = log(n) e by=n ==> b::_b: = — . =log(n+1) —log(n) = log (n (1 + ;)) —log(n) =

g

1
=log(n) + log(l + Z) —log(n) = log(l +
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Assumo allora che se Ak = A allora log(Ax) — log(A) ==> log (1 + %) - log(1) = 0.

: 1 1 ) 5
Osservo inoltre che: se —"% - 0 ===> anche %fl") -0 per b>1 [main realta anche per 0 < b < 1].
. n® __ P o Apy1 _ (m+D)® b 1\ 1 1
2) Voglio dimostrare che a,= - @, — 0 ==>uso il criterio del rapporto ==> Z—n“ =T a s (1 + Z) oo 2<1l = a0
3) Voglio di he an= 2 0 ==> uso il criterio del == 2 by 0
) Voglio dimostrare che a, = v @y = 0 ==>uso il criterio del rapporto ==> = - 5 = =<1 = a, = 0.
. . n! P o .
4) Voglio dimostrare che «a, = T =0 nonmié possibile dimostrarlo per ora.

SUCCESSIONI MONOTONE

DEFINIZIONE
¢ {an} € una successione monotona crescente se an+1 = an.
¢ {an} € una successione monotona strettamente crescente se an+1 > an.
¢ {an} & una successione monotona decrescente se an+1 < an.

« {an} & una successione monotona strettamente decrescente se an+1 < an.

TEOREMA
Sia {an} una successione monotona allora {a.} ammette limite. - Se {an} & crescente allora a,— sup{an | n € N} = sup{an}

- Se {an} € decrescente allora an— inf{an}.

Dimostrazione: Dimostro solo se {an} € crescente, perché se & decrescente 1) la dimostrazione é analoga
2) se {an} & decrescente ==> b = - a, € crescente ==> se-a, — a allorabn— - a.

Caso 1: {an} € limitata==>3c >0 tc |aj <c.

: . . . . . o=a, vn
Sia sup{an} =a € R perché una successione {an} limitata ammette maggiorante o che soddisfa: { VE>0 INE Nia, > o — €
Dunque Ve>0 dn'€N tc Vn>n' o-e<an<a<a+te
Dove -an>a - ¢ ¢ verapern' ma allora sara vera pure per n perché n > n' perché la successione ¢ crescente

-an = o sempre vera

Caso 2: {an} ¢ illimitata ==> ap =+ sup{an}=+ow ==> VM >0 In'>0 tc Vn=>n" ar[=a]>M

Dove an = an ¢ vera perché a, € crescente.

SOTTOSUCCESSIONI
DEFINIZIONE

Data una successione {an}n, una sua sottosuccessione {bi}« € un: - ¥ 1k € una successione di naturali strettamente crescente [ni+1 >
ny.
/-_\‘l /—\

Formalizzazione: Sian: N — N crescente, se {an} successione, N > N > R ysizione ap(p)

o - > m(m‘ | S Qe

Osservazione: a, = (-1)" successione limitata ma che non ammette limite MA sen=2k ===> a,=(-1)*=1 ==> successione che converge.
TEOREMA DI BOLZANO - WEIERSTRASS

Sia {an} una successione limitata, allora esiste una sua sottosuccessione convergente.

Dimostrazione:
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Definisco picco di {an} un naturalentc Ym>n am <an si prospettano due casi 1) Esistono infiniti picchi

2) Esiste un numero finito di picchi
Caso 1: chiamo nz il primo picco, nz il secondo, ..., nk il k-esimo picco e osservo che an > an2 ... ank = ank+1 ==> ank € monotona decresente.
Caso 2: Esistono {ni, nz, ..., n} picchi. Allora se nn € picco ma nn+1 ha almeno un valore piu alto sopra di lui ==> se pongo ma = nN+1

==>3AMn+1 > My tC ap,,, > am, (altrimenti my non sarebbe picco)

Ma mn > nn che era I'ultimo picco ==> non € possibile ==>3IMs2 > Mns1 tC Gy, > Ay, € CONtinuando otterrd che ay,, € (strettamente) crescente

DUNQUE sia che valga il primo o il secondo caso, 3 una sottosuccessione di a» monotona, ma allora tali sottosuccessioni ammettono limite per il teorema

precedente.

Infine, tale limite € finito in quanto le sottosuccessioni sono limitate.

SUCCESSIONI DI CAUCHY
DEFINIZIONE

{an} € una successione di Cauchy se Y€ >0 3IN >0 tc se nnm>N |a, — am| < €&

TEOREMA

Sia {an} successione, Ja€ R tc an—a <==> an ¢ una successione di Cauchy.
Dimostrazione:
[=>] uso la disuguaglianza triangolare => |a, - am| < |an- 1| + |a-ai ma entrambi i due addendi sono minoridi €/2se n,m>N

==> |ap-am|<l|an-1|+|a-an|<E/2+E/2 = E.

[<=] Non conosco il punto limite a, ma so che:
1) Se {an} & di Cauchy ==> an ¢ limitata, infattise € =1 IN tc n>N |an - am| < 1. In particolare fissoche m =N +1 e ho che

an+-l<an<anv1+1 Vn€N ==> {an} ¢ limitata pern = N ==> |an| < max {Jao|, [a], ..., [an]|, |an-1], |an+1]} Vn € N.
2) {an} ¢ limitata ==> 3 sottosuccessione {ank} convergente (per Bolzano - Weierstrass) ==>3a€R bk = a,, — a.
Conclusione: soche vE >0 3k' tc k>k' |ay, —a| < € ma allora se m >k |am - a| < |am - ank| + |ank - a| [dis. triangolare] MA
‘am - ank| < & perché {an} & di Cauchy e |ank - a| < & per la definizione di limite ==> |a,, — a| < |am - ank| + |ank - a| <2€

che ¢ la definizione di limite.

IL NUMERO e

n
LEMMA: Data a,, = (1 + %) allora an ¢ crescente e 1 <an < 4. {an} ¢ limitata e crescente dunque ammette limite (¢ convergente).

Idea:

1) an ¢ crescente ==> (1 + %)n > (1 + —1_)n_1

n—-1
. . . 1\ 1\ __ .
2) an & limitata ==> definisco una successione b, = (1 + m) =a, (1 + ;) ==> anche by ¢ crescente.
3) Conclusione: se bn significache bn<bi=4 ==> bp>a>1
DEFINIZIONE

1 n
e = lim <1+—>
n- +oo n

COROLLARIO 1

1\%
Siaan—> + oo allora e =1lim, ;s (1 + a—)
Dimostrazione:

lo so che qualunque sia an varra sempre la seguente:  |a,| < a, < |ay|+1  ma questo significa che ;1— < — quindi

n " |an]
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1\l 1 " 1 \lenl*t
b,=14+—— <<1+—> < | 1++— =c
" laa] +1) 7\ e T a i

)mjﬂ

<1+—1—
Nel lato sinistro ho che b,, = \Vlenby) e perché il numeratore tende a e e il denominatore tende a 1

(1+W—n1|+1>

an
==> per il teorema dei carabinieri posso dire che (1 + ai) -e.
n

COROLLARIO 2
1\% 1
Sean— + oo allora (1——) - -
an e
Dimostrazione:

-1

—an -1
Se io scrivo (1 + _—lll—) so che (1 + %)

~on - 1\ % 1

- e quindi (1 +—a—) -
“Un

LEMMA

Siaan—a, a€R allora V{a,,} sottosuccessione a,, — a

Dimostrazione:

e la stessa cosa succede a destra

Per definizione di limite so che VE >0 3N se n>N = |a, —a| < & osservoinoltreche YKEN ng>k.

Infatti n>0 se nk=k ==>nku =k =k ==> na=k+1l ==> nk =k Vk grazie al principio di induzione.

DunqueVE >0 3N >0 se (e 2) k=N = m =N = ¢, —q|<&.

GERARCHIA DEGLI INFINITI

n!
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Con questi nuovi strumenti mi ¢ possibile dimostrare il punto 4 della gerarchia degli infiniti: a, = w7 0 oppure a, = :ll—l ay > +oo.
Dimostrazione:
gy _ (n+1)n+1 nl_ (n+l n _ 1 n
Uso il criterio del rapporto: = o wm ( - ) = (1 + n) —-e>1
NOTAZIONE UTILE E PROPRIETA'
Date an e bn successione si puo scrivere che an~ by se Z—” - 1
Osservazione: sean—a€R alloraan~ a.
LEMMA
ap~a, & a, = an(l + 5n) 35, = 0.
Dimostrazione:
(<=) se ay = an(1+ 6&,) allora ———(1+ S)-1+0=1
(=>)se a,~a, aIIora (1 + 4 ) - 1+0=1 cosache posso fare sempre a patto di scegliere §,, = == —1 = 0.
PROPOSIZIONE
Date a, ~ a, bp~Bn Va,xb,~a, + By
2) an'bnNan : ﬁn
3) an:bn~an: :Bn
Dimostrazione:
1) an=an(1+ 68,) b= n(1+ &) 8, &n—>0 ==> ay+by=an+ fpnt|andn+ fnen]=(an+ )1+ 1) -0
divido tutt ==> ntbn _ g 5 By En— 0
se divido tutto per a, + £, == Y e + an+Bn an+[f an+f>’n an+ﬁn s En .
2) ap, - by = an(l + 6n) : ﬁn(l + sn) = a,- ﬁnv(l + 0+ & +5nsn) ma &, + &, + 6p&, loposso chiamare y,

c.v.d.



Osservazione:

n~n+ yn vale perché posso scrivere n = (1 +

2|3

)

. i i n+n n, ,Vn
pero nonvale e™* Vi ~em infatti - = “—= eV > oo,

en
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