ST e R IR——S 3_

FUNZIONI
Legge che mette in relazione 2 insiemi e che associa ad ogni elemento di A uno ed un solo elemento di B.
DOMINIO

Assegnata una funzione, I'insieme dei valori reali per cui la funzione ha significato e detto dominio della
funzione. Se non & specificato diversamente, il dominio di una funzione ¥ = f(x) é l'insieme costituito dai
valori per cui & definita la legge analitica.

IMMAGINE

L'insieme immagine (o immagine) della funzione & costituito dai valori assunti dalla y al variare della :
variabile indipendente x nel dominio della funzione. :

FUNZIONE INIETTIVA

Una funzione si dice iniettiva quando elementi distinti di un insieme A sono associati ad elementi distinti di
un insieme B.

Es: f(x) = x3 ¢ iniettiva Vx;, x, € R con x; # x,

0 [
fx) =§:10néiniettiva B(g\:m Sy X, =2 XZ: VI xl g(x’\ = 2_2; 4 ' ce(,('\, :if)g‘
FUNZIONE SURIETTIVA SNz =g
Una funzione si dice suriettiva quando ogni elemento dell'insieme di arrivo & immagine di almeno un
elemento del dominio. E
Es: f(x) = a3 & suriettiva =
f(x) = x? non & iniettiva e non & suriettiva :
FUNZIONE BIIETTIVA
Una funzione che & sia iniettiva sia suriettiva si dice biiettiva (o biunivoca).

Es: f(x) = x3 & suriettiva e iniettiva, quindi biiettiva

FUNZIONE INVERSA

Se f:A - B (funzione definita da A a B) & biiettiva, & ben definita la funzione inversa f~1: B - A che

associa ad ogni y € B l'unico x € A tale che f(x) =y.

Es: f(x) = x3 & invertibile perché & biiettiva | =f{k 33 =2 X=3J>’— =Cf - (y)

f(x) = x? non & invertibile perché non & biiettiva g,@, F—D/@

FUNZIONI PARI E DISPARI

Assegnata una funzione y = f(x) di dominio D tale che perogni x € D anche —x € D: L

= La funzione si dice pari se f(x) = J(—x) per ogni x € D (la funzione & simmetrica rispetto all’asse
v

= La funzione si dice dispari se f(—x) = —f(x) per ognix € D (la funzione & simmetrica rispetto
all’'origine).

o —



FUNZIONI MONOTONE

[ ]
e Lafunzione si dice non decrescente se Vxy, X, € A conxy <x; = flx) < fxz); ﬂ%

e La funzione si dice decrescente se Vx1,x; € Aconx; <x; = f(xy) > f(xy); ,‘%/\
e La funzione si dice non crescente se Vx;,x; € A conx; <x; = f(xy) = f(x); \:Fli

Saf:A->R, ACSR y
La funzione si dice crescente se ¥y, X € A conxy < xz = f(x1) < f(x2); 7 ®

es: f(x) = x? non & una funzione monotona;

f(2) = x3 & una funzi ano X, X, €1 ¢ 223,22 B,
x) = x3 & una funzione monotona  SIAMO X, X, om X, <%, = (f(xd =%, <%, = 8%,
INSIEMI LIMITATI

Un insieme si dice limitato superiormente se esiste un numero [ € R tale che Va € A, a <1, alloral sidice
MAGGIORANTE DI A.

Es: A = [-1, 3] & limitato superiormente, il maggiorante & qualsiasi numero 2 3.

Un insieme si dice limitato inferiormente se esiste un numero m € R tale che Ya € A, m < a alloram si
dice MINORANTE DI A.

Linsieme A si diche limitato se & limitato superiormente e limitato inferiormente.

Si dice estremo superiore di un insieme A (supA) un valore s € R che & il pils piccolo dei maggioranti di A,
cioé tale che:

1. Va €A, a <s(séunmaggiorante di A);
2. vlmaggiorantedi A, s <.

Oss: Se A # (@ & limitato superiormente esiste supA € R

e Se esiste supA, & unico;
e Se Anon é superiormente limitato supA = +oo;
o Se supA € A, si dice MASSIMO (maxA) di A.

Si dice estremo inferiore di un insieme A (infA) un valore i € R che & il piu grande dei minoranti di A, cioé
tale che:

1. Va €4, a <i (i &unminorante di A);
2. Vmminorantedi A, m <.

Oss: Se A # 0 é limitato inferiormente esiste infA € R

e Seesiste infA, e unico;
¢ Se Anon ¢ inferiormente limitato infA = —oo;
e SeinfA € A, sidice MINIMO (minA) di A.

FUNZIONI LIMITATE

Una funzione si dice LIMITATA SUPERIORMENTE, LIMITATA INFERIORMENTE o LIMITATA se f(4) = cod(f)
(insieme immagine = codominio) & rispettivamente limitato superiormente, limitato inferiormente o
limitato.

inff(x) =inff(4), x€A max f(x) = max f(A), x €A
supf(x) =supf(A4), x€A min f(x) = min f(4), x €A
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BOCCIA

. . T I
Dato xy € R e r > 0, si definisce boccia centrata in x, di raggior
0 0 /\A__\/\/k,_\
B chiusa (xo,7):=[xg — 7, %o + 7] = {x ER:|x — x¢| < 7} ' i t
o=k Xo Xot+hv

B aperta (xo,7):=Jxo —1,%0 + 1]

INSIEME APERTO .}+—~——\——«4~5—E A=]-4,2[ f
= Ra Xo z ‘ E
Un insieme A < R si dice aperto se Vx, € A, A contiene una boccia centrata in x;, cioé 3r > 0 tale che E
B(xg,7) S A. E
INSIEME CHIUSO b
. . . . . . Y }
Un insieme E S R si dice chiuso se il suo complementare E€ & aperto. 3y € E tale che y €B(xy, €). ,
E = [0,6] & CHIUSO perché E€ = (~co, 0] U [6, +00) & aperto. |
Oss: un insieme & chiuso se e solo se contiene i suoi punti di accumulazione =
INTORNO :
Un insieme U € R si dice intorno di un punto x, € U se contiene una boccia centrata in x, ovvero £
3r > 0 tale che: £
B(xo,7) S U -
U =[-1,2[ & unintorno di tutti i numeri compresi tra -1 e 2 escluso E
PUNTO DI ACCUMULAZIONE L
Dato un insieme ACR, x;, € R si dice punto di accumulazione per A se in ogni intorno di x, cade almeno un
punto di A, diverso da x;. :
WUnAN\x}#0 _I r ,
7 RO o) N Mom e yumto £
_ b WL Y g dd acce Gavioue i
A= ]O, 4 [_ © D 2 < Ay ") :
\ — T —
A=z [o,4] — s € oN PO D ACCUHUAZONG
= erce’ dualsiasl mtervalls
PUnTO B t € 4
gstiemnmo £ [ inunzione € EAremo mtexseca flinsieane A
PUNTO ISOLATO
Dato un insieme A € R un punto x, € 4 si dice isolato se 3r > 0 tale che:
B(xo,7) N A = {xo} (esiste un intorno U di x, tale che U N A = {xo}) b
’] K
Es: A=]0,1] U {2} 5 — ( — B
3 T —> PunTo SolkTo ;
Oss: un punto x, € A o & isolato o & un punto di accumulazione. :
INSIEME COMPATTO F
Un insieme C € R & un compatto se & un insieme chiuso e limitato t

Es: C = [0,20] & CHIUSO e LIMITATO, quindi &€ COMPATTO

D = [-1, +0) & CHIUSO ma non & limitato, quindi NON E' COMPATTO

¥ T TR T Ty



LIMITE DI UNA FUNZIONE

Sia f:A— R, A S R e x, punto di accumulazione per A. Dire che esiste il hm f(x) =1 (I €R)vuol dire

che YU di [ esiste un intorno V di X, tale che Vx appartenente all'intorno V dl Xy, eccetto al piu xg, f(x)
appartiene all'intorno U di L.

Oss: il limite se esiste & unico

Esiste lim f(x) = [ se | i = li =
lim £(x) esolose 113;13+f(x) Jim_f(x) l

TEOREMI SUI LIMITI
TEOREMA DELLA LIMITATEZZA LOCALE
Se xllgclo f(x)=1, L€R,allora f(x) & limitata vicino al punto x,. Cioé esiste un intorno U di
Xo tale che f & limitatain U N A.
TEOREMA DELLA PERMANENZA DEL SEGNO
Se xl-l-g:]o f(x) =1, LeR,L # Oallora esiste un intorno U di x, tale che f,in (U N A)\{x,}, assume lo
stesso segno di L.

16 _

o b conl, # 0 - anche g(x) # 0 (dimostrato da questo teorema)

TEOREMA DEL CONFRONTO O DEI CARABINIERI
Siano f(x), g(x), h(x) tale che, in (U N A)\{x,} dove U & un intorno di x, risultanti f(x) > g(x) > h(x).
Se xll)rjrclo fl) = xlg;lo h(x) =1 ,allora ;JLTOg(x) =1.
TEOREMA DEL LIMITE DI PRODOTTO TRA FUNZIONI
Se lim f(x) =0 e g(x) ¢ limitata in U N A4, dove U & un intorno di x,, allora lim f(x)-g(x) =0
xX-Xg X=Xy
Es: lim x - sin==0
X—Xg x

TEORIA DEGLI INFINITI

Sia f definitain AS R con xy € A". Se xl"? f(x) = too, fsidice INFINITO, per x — x,.
—Xo

Siano f(x) e g(x) due infiniti, per x = x,.Se 3 lim Y@l 41ora esistono 3 casi:

_'ol I

= 0 se f(x) ha ordine di infinito inferiore a g(x) f(x) < g(x)
= +oo se f(x) ha ordine di infinito superiore ag(x) f(x) > g(x)
= % se f(x) e g(x) hanno lo stesso ordine di infinito f(x) = g(x)

PRINCIPIO DI SOSTITUZIONE DEGLI INFINITI

Nel calcolo del limite del rapporto tra somme di infiniti si possono aggiungere e sottrarre (dunque
tralasciare) infiniti di ordine inferiore rispetto ai restanti.



TEOREMA DEGLI INFINITESIMI

Sia f definitain AS R con x, € A'. Se xlirinmf(x) = 0, fsi dice un INFINITESIMO, per x - x,.

Siano f(x) e g(x) due infinitesimi, per x = x; (con g(x) # 0in un intorno di x,, tranne al piti x,). Se

3 lim If ()l | . .
L 196l allora esistono 3 casi:

= 0 se f(x) ha ordine di infinitesimo superiore a g(x) f(x) > g(x)

= +oo0 se f(x) ha ordine di infinitesimo inferiore a g(x) f(x) < g(x)
a

= = se f(x) e g(x) hanno lo stesso ordine di infinitesimo  f(x) = g(x)

PRINCIPIO DI SOSTITUZIONE DEGLI INFINITI

Nel calcolo del limite del rapporto tra somme di infinitesimi si possono aggiungere e sottrarre (dunque
tralasciare) infinitesimi di ordine superiore rispetto ai restanti.

SUCCESSIONI

Una successione & una sequenza (finita o infinita) di numeri reali.
Notazione: (a,),n € N

Ha senso chiedersi se 3 lirP a,. Si hanno 3 casi:
xX—+00

1. lim a,=1 l€ER

n—+oo
Allora (a,), & convergente a |
i =t
e

Allora (a,);, & divergente a
3. A lim a,

n—+o0o
Allora (a;), & indeterminata.

FUNZIONI CONTINUE

SiafiA-R, ACR

La funzione f si dice continuain x, € A (x, € A”) se HJLT,,f(x) = f(x,) , quindi il limite destro e il limite
sinistro coincidono.

f & continua in A se & continua in ogni x, € 4.

esempi di funzioni costanti:

e Costanti

e Identita

e Potenze e radici

e Esponenziali

e Logaritmi

e Modulo

e Seno, coseno e tangente

o Sefe g sono funzioni continue in x,, allora:
= f+gecontinuainx,
= f- g écontinuainx,
= f/gé continuain xy se g(xo) # 0



(xo), allora

& continua in xo € 8 € continua in f

e lacomposizione di funzioni continue & continua. Se f

go fe&continua in Xo-
e Linversadiuna funzione continua

o Se lim f(x)= f(xo) fe continua a
xX-Xo

Xo-

e biiettiva & continua

destra in Xo- S¢€ xH sinistra in

m_ fe)=f (x,) f & continua

PUNTI DI D|SCONT|NU|TA'
- xpéunpuntodi discontinuita di ;° specie eliminabile se Exliérb fx) = xﬁg_ fx) = Jg;lo f(x),

ma lim f() # (&) o H—

X=X o4 x . .

X & un punto di discontinuita di I° specie non eliminabile se esistono

(finiti) lim_ f (x) e lim f(x), ma sono diversi, quindi 2 lim f(x)
x-xot x—-Xo~ x-Xg

- X, éunpunto di discontinuita di I’ specie se non esiste o non & A ‘
finito lim f(x) oppure lim_ f(x), E\
x-%o* XX
L

TEOREMI SULLE FUNZIONI CONTINUE

TEOREMA DI CONSERVAZIONE DELLA COMPATTEZZA

Sef:A-Rée continuae A € R & compatto (chiuso e limitato),

allora f(A) & compatto.
TEOREMA DI WEIERSTRASS
Se f:A — R & continua e A C R & compatto (chiuso e limitato),

allora f ammette massimo e minimo.

xy € Atale che f(x) < f(xm) VX E
eche f(xn) < f(X), VX € A si dice PUNTO DI MINIMO (assoluto)

A si dice PUNTO DI MASSIMO (assoluto)

xq €Atal
TEOREMA DEI VALORI INTERMEDI
Sia f:1 = R continua con intervallo, semiretta o R.

Allora f ha la proprieta dei VALORI INTERMEDI, cioé se assume due valori, assume anche tutti quelli

compresi tra loro g
y}- - - - --
TEOREMA DEGLI ZERI /c
fx) =0 ﬁ/J

Sia f:[a, b] = R continua con f(a) < 0, f(b) >0 o viceversa (f(a) >0, f(b) < 0). '>\ .

Allora 3x, € ]a, b[ tale che f(xe) =0 g(a\ B _ay b—\/
DERIVATE

Sia f:1 - R, dove | & un intervallo, una semiretta o R. f si dice derivabile in x, € I se esiste il rapporto o

incrementale di f nel passare da xq a X, cioé:

(R (D)
=% X—Xo

=f'(x)

Rappresenta il coefficiente angolare della retta secante per (xo, f (o)) € (x, f(x))

£ derivabile in tutto | se & derivabile in ogni x € I, quindi rimane definita f‘(x), Vx € I e f I>R



TEOREMA DELLA CONTINUITA’ E DELLA DERIVABILITA’

Se f & derivabile in x, € I, allora f & continua in Xo-

La derivabilita implica la continuita, ma la continuita non implica la derivabilita.
DIMOSTRAZIONE:

s 00— f(xo)
im (9 - pyen

Affinché la funzione sia continua xln? f(x) = f(x) = lim f(x) — f(x,) = 0. Risulta dunque:
-, xX-xg

JLT [f(x) - f(xo)] = llm f(xi L) (x=—x9)=0> llm f(x) f (%), f & quindi continua in x,.

TEOREMI SULLE FUNZIONI DERIVABILI
TEOREMA 1
Siano f:1 > Re g:I - R derivabiliin x € I. Allora:
e f+gederivabileinxe (f+ g) (x)=f‘(x) +g‘(x);
e f-géderivabileinxe (f- gy (x)=f‘(x) - g(x) +f(x) - g “(x);
. f/g e derivabile in x se g(x)# 0 e( f/ ) (x) = 2k g({);)(x);(zx) ')
9@
[9()]2
TEOREMA 2 (g o f = composizione di funzioni)

in particolare (1/9)’(x) =

Siano f:I > Re g:1 - R con f derivabile in x e g derivabile in f(x) [insieme immagine]. Allora (g o f) &

derivabile in x e (g o f)’ (x) =g “(f(x)) - f ‘().
TEOREMA 3

Se f:1 = R & continua, |nvert|b|Ie e derivabile in xy € I con f‘(xy) # 0, allora f = & derivabile in Yo =

fe) e (F 1) 0o) =

MASSIMI E MINIMI LOCALI (O RELATIVI)

l(x

Sia f:1 - R. Un punto x, € [ si dice punto di massimo locale se esiste un intorno U di X, tale che

vxeUnl = f(x) < f(xo)

Sia f:I = R. Un punto x, € I si dice punto di minimo locale se esiste un intorno U di X tale che

VxeUNI = f(x)=f(xy)

= punto di massimo ASSOLUTO M ’_ = w w6

= punto di minimo ASSOLUTO
b e x; = punto di massimo LOCALE

ae x, = punto di minimo LOCALE M=




TEOREMA DI FERMAT

- Sia fderivabile in x, € I.
- Sexgeinterno ad | ed & un punto di massimo o di minimo locale,

allora f ‘(xg) = 0 cioe la derivata & uguale al coefficiente angolare della retta tangente alla funzione.
f*(xo) = 0 & un PUNTO STAZIONARIO O CRITICO

Oss. il teorema di Fermat non & invertibile

/\ /
TEOREMA DI ROLLE | ﬂ/
- - J T by ”/
Sia f:[a, b] = R che soddisfa le seguenti condizioni: P \
a. fe continua nell'intervallo chiuso [a,b]; \,
b. fe& derivabile nell'intervallo aperto Ja,b] — f— =2
c. f(a)="(b) a \ b

allora esiste un punto x, € ]a, b[ per cuif ‘(x,) = 0.

Oss: il teorema ci dice che all'interno dell'intervallo [a,b] ¢’ almeno un punto in cui la derivata prima deve
annullarsi, cioé c’@ almeno un punto in cui la funzione ammette delle tangenti orizzontali.

DIMOSTRAZIONE:

Per il teorema di Weierstrass, f assume, in [a,b], massimo e minimo assoluti.
M = max f(x), x€ [a, b] e m =min f(x), x€ [a, b]

| casi sono 2:

1) entrambi (M e m) sono assunti agli estremi dell'intervallo, ma allora essendo f(a) = f(b), abbiamo
M= f(a) = f(b) = m, da cui f & costante.
Allora f‘(x) =0, Vx € ]a, b[.

2) il massimo o il minimo & assunto all’interno dell’intervallo. Se ad esempio M & assunto in un punto
Xo € ]a, b, xy € un punto di max.
Allora per il teorema di Fermat, f ‘(xp) = 0



TEOREMA DI LAGRANGE / -

Sia f:[a, b] - R che soddisfa le seguenti condizioni:

a. fé continua nell'intervallo chiuso [a,b];
b. f& derivabile nell'intervallo aperto Ja,b| — { >

allora esiste un punto x, € Ja, b[ per cui f (x,) = M
-a
Oss: il teorema ci dice che all'interno dell'intervallo [a,b] deve esistere almeno un punto in cui il coefficiente

angolare della retta tangente sia uguale al coefficiente angolare della retta secante passante peraeb.
CONSEGUENZE DEL TEOREMA DI LAGRANGE:

Sia f: [a, b] - R che soddisfa le seguenti condizioni:

a. fé continua nell'intervallo chiuso [a,b];
b. feé derivabile nell’intervallo aperto Ja,b[

Allora:

* sef'(x)>0,Vx €]a,b[, fe crescente in [a,b];

* sef'(x) >0, Vx €]a,b[, f& non decrescente in [a,b];

* sef’(x)<0,Vx €]a,b], f&decrescente in [a,b];

* seff(x)<0,Vx €]a,b[, feénon crescentein [a,b];

* sef'(x)=0,Vx €]a,b], f & costante in [a,b];

= sex€ltalechef(x)=0esef‘(x)<Osex€]x-h,x[ ef‘(x)>0sex€]x x+h[
allora x & un punto di minimo locale.

" sex€ltalechef(x)=0esef‘(x)>0sex€Ix-h,x[ ef(x)<0sex€]x x+h|
allora x & un punto di massimo locale.

ASINTOTI

Un asintoto & una retta tale che la distanza tra tale retta e il grafico di f tende a 0 quando x tende a x,

= X ER
se lim f(x) = + o laretta di equazione x = x, € un asintoto verticale destro per il grafico di f.
x-xF
se lim_f(x) = — oo laretta di equazione x = x; & un asintoto verticale sinistro per il grafico di f.
XXy~

= Sia | una semiretta destra (o sinistra) o R.
se lim f(x) =k € R laretta di equazioney = k & un asintoto orizzontale per il grafico di f
x-+oo

quando x -
= se lim f(x) =1 oo:
x—-+oo
se lim 22 =m € R\{0} ese lim [f(x)—mx]=q€R
x-too X x—too

allora la retta di equazione y = mx + q & un asintoto obliquo per il grafico di f quando x - too
Y
FUNZIONI CONVESSE .

Sia f:1 — R, dove | & un intervallo, una semiretta o R. _|___x\

f & convessa se, presi due punti qualsiasi sul grafico di f, il segmento che li congiunge lascia internamente il
grafico tutto al di sotto.



FUNZIONI CONCAVE

Sia f:1 - R, dove l & un intervallo, una semiretta o R.

f& concava se, presi due punti qualsiasi sul grafico di f, il segmento che i congiunge lascia internamente il
grafico tutto al di sopra.

PUNTO DI FLESSO

Xo € I si dice punto di flesso per f se, da destra a sinistra di x,, f cambia concavita.

TEOREMA:

Sia f:1 - R derivabile. Allora:

f & convessa se e solo se f ‘(x) & non decrescente;

f & concava se e solo se f ‘(x) & non crescente.

TEOREMA:

se f & derivabile due volte in |, allora & convessa (o concava) se e solo se f “(x)=> 0 (o f “(x)< 0), x € I.

se f “(x) cambia segno da sinistra a destra di x, e f “(x) = 0, Xo & un punto stazionario. A

INTEGRALI AR
. ! N’ 1
Vale solo per funzioni limitate e comprese in un intervallo : !
|
= >
INTEGRALE DI RIEMANN a b
Alla fine del 700 si & sentita la necessita di introdurre un nuovo metodo che consentisse il calcolo dell’area
di superfici che non rientrassero nella categoria di figure gia note. Riemann introdusse dunque I'integrale.
Una divisione di un intervallo [a,b] & D = {x, = a, %y, X5... X, = b}taleche x5 < x; < x5 <...X;, = b.
FUNZIONE A GRADINATA — —
¢
Una funzione g:[a,b] = R si dice a gradinata se esiste una divisione D = {xy = @, Xy, X,...X, = b} tale che, \\\
allinterno di ciascun intervallo D la funzione g sia costante. \
o Siag:[a,b] = R agradinata. \,
. b \
Definiamo INTEGRALE di g in [a,b]: [, g(x)dx: = Tg(ti) (Xk — Xk-1) con i € [Xpeq, X[ \
o Siaf:[a,b] = R limitata
definiamo Sy = {s:[a,b] > Ra gradinata con s(x) < f(x),Vx € [a,b]} e Ty = {t: [a,b] =
R a gradinata con t(x) < f(x),Vx € [a,b]}. Sp#0e Tp+ 0 A
poniamo: f —— -
e 3 B s Infesior '_I_J'/ /I“/f X —
I, f(x)dx: = sup [} s(x)dx, s €Sy =integrale inferio I: | :%: b
b . b A g R
*fa f(x)dx:= inf fa t(x)dx, t€ Ty =integrale superiore l at* X 'i i’

b b N
Se la funzione é limitata alIora‘fa fx)dx sJa f(x)dx féINTEGRABILE.

se'? f()dx = J b f(x)dx = J f(x)dx = INTEGRALE DEFINITO

Oss: non tutte le funzioni hanno I'integrale difin [a,b] superiore uguale a quello inferiore, quindi non tutte

le funzioni sono integrabili.
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b a,b= estitemi di teqrazioue
J g(x\Ax § = miegqro.udo |
a X = Vatiobie di mtegroziome

FUNZIONI INTEGRABILI dX = digfereriale (ﬁfﬁfﬁ? A

I

o Le funzioni continue in [a,b];
e Le funzioni monotone in [a,b];
e Le funzioni limitate in [a,b] con un numero finito di punti di discontinuita.

La funzione di DIRICHLET non & integrabile perché ha infiniti punti di discontinuita.

TEOREMA DELLA MEDIA INTEGRALE

Sia f: [a,b] = R continua.

Allora 3x, € [a, b] tale che f (xo) = == | faydx = (b-a)f(x) = 12 fxydx

N N - AU m“augceo
PRIMITIVE " quabuuq e
Dataf:[a,b] = R. ‘.’“J'e%m%

Una funzione F: [a,b] - R derivabile e tale che F’(x) = f(x), Vx € [a, b], & una primitiva
Oss: 1 se F(x) & una primitiva di f(x), anche F(x) + ¢, Vc € R, & una primitiva di f(x) perché
D(f(x) + c) = F'(x) = f(x)
Oss: 2 se F; (x) e F,(x) sono primitive di f(x), allora F;(x) — F,(x) = c, per qualche ¢ € R.
Infatti, F; — F, & derivabile e D(Fy(x) — F,(x)) = F,'(x) - F,'(x) = f(x) — f(x) = 0, Vx € [a, b]
= come conseguenza di Lagrange
Fi(x) — F,(x)=c¢, cER
In conclusione, se F(x) & una primitiva di f(x), F(x) + c & la famiglia di tutte le primitive di f(x).
TEOREMA
Sia f: [a,b] = R continua.

Se F(x) & una primitiva di f(x), allora

b
[1wax=F®) -F@ =F@l = FL

& la FORMULA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE
INTEGRALE INDEFINITO
Data f: [a,b] = R continua.
Si dice integrale indefinito di f, e si indica come [ f(x)dx la famiglia di tutte le primitive di f(x).
INTEGRAZIONE PER PARTI
Siano f, g : [a,b] = R derivabili con f e g’ continue. Allora:

[P F0g() dx = f() - gla" — [ F®)- g'(x) dx  per integrale definito
v [fOg' @) dx=f(x)-gx)—[f'(x)-g(x)dx perlintegrale indefinito



INTEGRAZIONE PER SOSTITUZIONE

[reax x=g0
Siaf:[a,b] = R continua e sia g : [c,d] - [a, b] derivabile con derivata continua.

Allora [f(x)dx=[f(g®) g' (dt x=g(t)
Se g & anche monotona (dunque invertibile), allora [ f(x) dx = [[f(g®) g ®dt] t= g7'®

1) x=gt)
2) dx=g'(t)dt
3) [f(x)dx=[f(g®)g (D)dt

4) Tornare ax

PER INTEGRALE DEFINITO
X, ts
f)dx = | f(g(®) -g'(x)adt
X1 ts

x,=g(t) x2=49(t2)
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