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Chapter 1

Lezione 1: Nozioni di base

1.1 Unit 1 - Proposizioni e loro negazioni

1.1.1 La proposizione

Una proposizione ¢ un’affermazione (ovvero una frase che asserisce un fatto) a cui é possibile
attribuire un valore di verita (ovvero é possibile stabilire sempre se tale affermazione sia vera o
falsa) in modo completamente oggettivo. Elementari esempi di proposizioni sono i seguenti:

‘Atene € la capitale della Grecia’,
‘Johann Carl Friedrich Gauss é nato il 30 aprile 1777,
‘esiste un numero primo non dispari’,
‘esiste un numero dispari non primo’,
‘21 é un numero pari’,
‘tutti i numeri primi sono dispari’.

Per tutte queste proposizioni é possibile verificare (pit o meno facilmente) se esse siano vere o false,
in particolare é possibile vedere che le prime quattro sono proposizioni vere, le ultime due sono false.

é importante sottolineare che nel contesto della logica delle proposizioni, non siamo minimamente
interessati al contenuto di una proposizione, ma solo al suo valore di verita. Ad esempio anche una
frase del tipo

‘il sole é una grande lampadina’

é una proposizione: pud risultare decisamente stravagante ma si tratta comunque di un’affermazione
che é possibile verificare essere falsa e quindi é possibile attribuirle un valore di verita.
Una frase del tipo

‘viva il rel’
non é una proposizione: non sta affermando alcun fatto e quindi non possiamo attribuirle un valore
di verita.
Utilizzeremo d’ora in poi delle lettere maiuscole (ad esempio P, @, ...) per indicare delle propo-
sizioni.
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1.1.2 1 connettivi logici

Proposizioni pit semplici si possono combinare tra loro per formare nuove proposizioni pid com-
plesse [4, page 14]|. Ci6 avviene per mezzo di operatori che si chiamano connettivi logici, che si
possono ridurre ai tre che seguono.

1. Negazione, che si indica col segno = (non, in inglese not).
2. Congiunzione, che si indica col segno A (e, in inglese and).
3. Disgiunzione, che si indica col segno V (o, in inglese or).

Il connettivo V indica la disgiunzione debole (che corrisponde al latino vel) da distinguere dalla
disgiunzione esclusiva che si indica con il segno V* (spesso chiamata xor). PV @ ¢é vera se almeno
una delle due proposizioni P o () é vera, e quindi anche se sono vere ambedue. La proposizione
P V* @Q é vera se é vera una delle due proposizioni P o (), ma non ambedue.

1.1.3 Negare una proposizione

A partire da una certa proposizione P, é possibile formulare la sua negazione, che indicheremo
con —P. Essa sard una nuova proposizione, ovvero un’affermazione a cui é possibile attribuire un
valore di veritd. La negazione — corrisponde realmente all’avverbio ‘non’ nell’'uso che questo ha
nella lingua italiana: negare P, ovvero affermare =P, significa esattamente affermare ‘non P’.

Ad esempio, se la proposizione P é:

P : Atene é la capitale della Grecia,

la sua negazione =P é:

- P : Atene non ¢ la capitale della Grecia.

Passiamo ad un esempio lievemente pit complesso. Neghiamo la seguente proposizione P:

Tutti i numeri dispari sono primi.

Negare il fatto che tutti i numeri dispari siano primi equivale a dire che non tutti i numeri dispari
sono primi, ovvero che esiste (almeno) un numero dispari non primo. Quindi =P é esattamente la
seguente affermazione:

Esiste un numero dispari non primo.

Notiamo che sono stati utilizzate due espressioni che sono fondamentali nella costruzione di una
proposizione e pit in generale nel contesto della logica delle proposizioni: tutti ed esiste. Tali
espressioni sono legate alla nozione di quantificatore.

1.1.4 1l connettivo di congiunzione A e di disgiunzione V

A partire da una o pia proposizioni si pu6 associare una nuova proposizione mediante 1'uso di
connettivi logici. La negazione, appena vista (il cui simbolo é =), é un connettivo logico: esso
associa ad una proposizione P la sua negazione —P, ovvero una nuova proposizione. A partire
da due proposizioni P e ) possiamo associare la proposizione ‘P e @, che indicheremo P A @ (il
simbolo ‘A’ corrisponde esattamente alla congiunzione ‘e’ della lingua italiana); possiamo associare

3 May 29, 2022 11:23
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anche la proposizione ‘P o @’, che indicheremo P V @ (il simbolo ‘V’ corrisponde esattamente alla
congiunzione ‘o, oppure’ della lingua italiana).

Date le due proposizioni di partenza P e @, di cui conosciamo il valore di veritd, possiamo
ricavare il valore di verita di PAQ e di PV Q. Infatti, se sia P che @ sono vere, allora anche P A Q
sard vera: P A @ é quella proposizione che afferma ‘sia P che Q). Se invece o solo P, o solo @, o
entrambe P e @ sono false, allora P A ) sara falsa. Consideriamo invece PV (). Tale proposizione
afferma ‘P oppure @)°. Quindi basta che solo una tra P e @ sia vera perché PV @ sia vera. Invece,
se entrambe P e () sono false, allora PV @) sara falsa.

Quanto appena detto pud essere riassunto in modo schematico tramite la seguente tavola di
verita:

PAQ|PVQ

o < <
| < 1| <O
| | | <] >
| < << <

Esercizio 1.1.1. Date le proposizioni P e Q) mostra che risulta [4, page 15]

PvQ=-(=PA-Q)

PAQ=-(-PV-Q).

Suggerimento: Mostra prima che risulta

~(PV Q) =-PA-Q

~(PAQ)=-PV Q.

L’esercizio suddetto mostra che uno dei due connettivi V e A si pud esprimere per mezzo dell’altro
e della negazione (—). Si continuerd comunque ad usare ambedue i simboli V e A, dato che a
un’economia di simboli corrisponderebbe una notevole complicazione delle formule. Anche gli altri
connettivi logici, come per esempio, l'implicazione (=), I'equivalenza (<) e la disgiunzione esclusiva
(V*) possono esprimersi mediante solo A, V e = [4, page 15].

Esercizio 1.1.2. Date le proposizioni P e Q mostra che risulta

—-(=PVQ) = PA(—Q).

Questo risultato € usato per realizzare la cosiddetta dimostrazione per assurdo di un teorema.
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1.1.5 L’implicazione

Consideriamo ora il connettivo logico ‘implica’. A partire da due proposizioni P e ) possiamo
associare la proposizione ‘P implica @’ (che si pud anche leggere ‘se P allora @)’), che indicheremo
con P = Q. Questo tipo di proposizione (P = @) é chiamata anche proposizione condizionale
(in inglese, conditional statement [5, page 9]).

Il significato dell’implicazione non é molto diverso da quello che ha nella lingua italiana, ovvero
‘se (abbiamo) P allora (necessariamente abbiamo) @Q’. Eppure é necessario fare qualche chiarimento
sul valore di verita di un’implicazione dato quello delle due proposizioni di partenza.

Noi diremo che la proposizione P = () é falsa se e solo se P ¢é vera e () é falsa, ovvero se e
solo se la premessa é vera e la conclusione é falsa. In tutti gli altri casi 'implicazione P = @ ¢é
vera. Il fatto che P = @ sia vera nel caso in cui entrambe P e () siano vere risulta generalmente
abbastanza chiaro.

Invece é pit complicato all’inizio ‘accettare’ il fatto che P = @ sia vera sempre quando P é falsa
(qualunque sia il valore di verita di @, e quindi anche quando @ é vera, cosa che spesso all’inizio
lascia perplessi). Situazioni del genere, in cui P é falsa e dunque P = @ é vera, capitano raramente
nel linguaggio ordinario e possono risultare bizzarre. Al contrario, é molto frequente trovarle nel
linguaggio matematico.

Un modo equivalente di dire ‘P implica ’, e che pud essere utile a capire il concetto di impli-
cazione, é: ‘non pud succedere che sia vera P ma non sia vera Q.

L’importanza dell’implicazione sta nel fatto che essa é la forma di quasi tutti i teoremi in mate-
matica: Se P rappresenta la ipotesi del teorema e @) la sua tesi, P = (@ dice che dalla ipotesi
segue la tesi, ossia che se sono vere quelle, é vera anche questa.

Un esempio istruttivo di implicazione proveniente dal linguaggio ordinario é dato dalla seguente
proposizione:

se piove prendo ’ombrello,

dove P = piove e QQ = prendo ’ombrello.

La proposizione P = @ é vera quando P e ) sono vere (cioé quando piove e io prendo ’ombrello),
ma ¢é anche vera quando non piove (P é falsa) e io prendo 'ombrello comunque (@ é vera), anche se
non piove (non si sa mail!), ed é anche vera quando non piove (P falsa) e io non prendo 'ombrello
(@ falsa). Ma non é vera quando piove (P vera) e non prendo 'ombrello (@ falsa), questo perché
P = @ significa che ‘non pu6 succedere che piova (P vera) ma io non prenda 'ombrello (@ falsa)’.

Facciamo qualche altro esempio:

‘Atene € la capitale della Grecia’ implica ‘Atene é in Europa’

vera: la premessa é vera e la conclusione é vera.

[©N

‘Atene ¢é la capitale della Grecia’ implica ‘Atene é in Asia’

falsa: la premessa é vera e la conclusione é falsa.

[©N

‘Atene é la capitale del Brasile’ implica ‘Atene é in Asia’

é vera: la premessa ¢é falsa (e basta questo per dire che la proposizione é vera, indipendentemente
dal valore di verita della conclusione).

Controlliamo ora il valore di verita di diverse proposizioni che coinvolgono quantitd matematiche,
in particolare numeri interi. In questa pagina dichiareremo una volta per tutte che x é un numero
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naturale, cioé un elemento dell’insieme N. Quindi non ci saranno ambiguitd: quando all’interno
di una frase troveremo l'incognita x sapremo che si trattera di un numero naturale. Consideriamo
allora le seguenti affermazioni, e vediamo se é possibile attribuire loro un valore di verita, ovvero se
sono delle proposizioni, e se si, quale.

x é pari = x é divisibile per 4.

Come dichiarato all’inizio, la nostra variabile x é un numero naturale. Quindi esso pud essere o pari
o dispari. Se z é dispari, allora la premessa é falsa, e quindi I'implicazione é vera. Consideriamo
allora l’altro caso, ovvero x pari. La premessa ora é vera. L’implicazione saré allora falsa se succede
che la conclusione sia falsa, ovvero, in questo caso, se riusciamo a trovare un numero pari ma non
divisibile per 4. Tale numero esiste, ed é il numero 2. L’implicazione é quindi falsa.

Consideriamo ora:

P : z dispari e divisibile per 6 = Q : z=5.

Notiamo che se x é un numero divisibile per 6 allora esso é anche divisibile per 2 e quindi é pari.
Perci6é non pud esistere un numero sia dispari che divisibile per 6, per cui la premessa sari sempre
falsa, e quindi I'implicazione sard sempre vera, indipendentemente dal fatto che la conclusione sia
0 meno vera.

Esercizio 1.1.3. Mostra che risulta [/, page 15]

(P=Q)=-PVQ.

Questo risultato é usato per realizzare la cosiddetta dimostrazione per assurdo di un teorema.

1.1.6 Implicazione e negazione

Date due proposizioni P e (), consideriamo adesso le seguenti proposizioni condizionali

P=qQ

ﬂQ:>ﬂP’

ovvero ‘P implica @’ e ‘non @ implica non P’. Vogliamo mostrare che queste due proposizioni sono
equivalenti, ovvero che la prima é vera se e solo se la seconda é vera. Un modo semplice per provare
I’equivalenza delle due implicazioni é costruire una tavola di veritd dove verranno riassunti tutti i
possibili casi. Ad esempio, supponiamo che P sia vera e @ sia falsa. Dalla definizione di negazione
abbiamo che —P ¢ falsa e =) é vera. Poi, dalla definizione di implicazione deduciamo subito che
P = @ e —@Q = —P sono entrambe false (premessa vera e conclusione falsa). Abbiamo quindi

P|lQ|-P|-Q|P=Q]| Q=P
V| F| F A% F F

Se consideriamo tutti i possibili casi, otteniamo facilmente la seguente tavola:

6 May 29, 2022 11:23
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Pl Q|-P|-Q|P=Q| Q=P
V|IF| F \Y F F
V|iV]| F F \Y \Y
F|F| V|V \Y \Y
F|V |V F \Y \Y

Per cui P = Q e -QQ = —P sono vere o false contemporaneamente.
In maniera succinta, abbiamo dunque le seguenti identita

P=Q=-PVvVQ
=QV-P
= ~(-Q)V-P

1.1.7 Teorema, Proposizione, Lemma e Corollario

Date due proposizioni P and @, noi chiamiamo teorema 1’enunciato che afferma che la propo-
sizione (condizionale)

P=0qQ

sia vera. La proposizione P si chiama ipotesi (o premessa) mentre la proposizione @) si chiama tesi
(o conclusione). Se la proposizione

P=Q

é vera, diciamo anche che P é una condizione sufficiente per (Q o che ) é una condizione
necessaria per P, a seconda su quale delle due proposizioni si vuole porre pia enfasi. Usaimo
anche le seguenti espressioni: Se é vera P allora é vera anche @), oppure () é vera solo se é vera P.
Su questo punto, ritorneremo nella Sezione 1.1.10.

Si usa il termine di proposizione con il significato di teorema, intendendo una proposizione
condizionale, quando I’enunciato della implicazione P = () non é cosi significativo da chiamarlo
teorema. Il lemma é un teorema (cioé I’enunciato che una proposizione condizionale P = @ sia
vera) meno importante mentre un corollario é un teorema che possiamo ottenere facilmente da un
altro teorema o lemma.

Osservazione 1.1.1. Dungque, la differenza tra le varie espressioni (teorema, proposizione e lemma)
é Uimportanza (del tutto soggettiva!) che chi scrive o parla vuole attribuire all’affermazione che si
sta dimostrando: solitamente si riserva il termine ‘Teorema’ per quelle che si ritengono veramente
importanti e significative, ‘Proposizione’ per quelle che sono un pé meno importanti ma pur sem-
pre abbastanza significative e ‘Lemma’ per quelle affermazioni che di per sé mon sarebbero molto
significative, ma che servono poi per dimostrare altri fatti pid importanti.

1.1.8 Tipi di dimostrazioni

Dimostrare o provare un teorema significa dunque mostrare che la proposizione condizionale

P=0qQ

7 May 29, 2022 11:23
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é vera. Esistono diveri modi con cui si pué realizzare una dimostrazione. I piti comuni sono

e Dimostrazione diretta o Dimostrazione deduttiva;
e Dimostrazione per contrapposizione o Dimostrazione per contronominale;
e Dimostrazione per assurdo o Dimostrazione per reductio ad absurdum,;

e Dimostrazione per contro-esempio.

La dimostrazione diretta di P = () consiste in una sequenza di deduzioni, che si basano
su definizioni o proposizioni vere stabilite prima o che siano note, per cui partendo dall’enunciato
iniziale (ipotesi P) assunto vero si giunge a che I’ enunciato finale (tesi @) risulta anch’esso vero.

Esempio 1.1.1. Vogliamo provare che la sequente proposizione condizionale sia vera attaverso la
dimostrazione diretta. Qui usiamo il fatto che risultano note le definizioni di numero intero pari e
dispari.

Se n € un numero intero dispari allora n® € dispari.

Proof. Nella suddetta formulazione,
P : n é un intero dispari

mentre
Q : n? é dispari.

Assumiamo che P sia vero, cioé: Sia dato il numero n intero dispari. Per definizione di numero
dispari, risulta dunque che
dkeZ:n=2k+1.

Elevando quindi al quadrato, otteniamo
n?=2k+1)2 =4k + 4k +1 =2(2k? +2k) + 1

che pud esprimersi come
n? =2k +1

con k' = (2k% + 2k) e k' € Z, quindi n? é un numero intero dispari. O

La dimostrazione per contronominale o per contrapposizione di P = (@ consiste nel
provare che risulta vera la seguente proposizione

-@Q = —-P.

La dimostrazione di questa implicazione pud a sua volta realizzarsi usando la dimostrazione diretta,
cioé si assume che —() sia vera, e attraverso deduzioni logiche, giungere a che anche =P sia vera.

Esempio 1.1.2. Vogliamo provare che la sequente proposizione condizionale sia vera

8 May 29, 2022 11:23
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Se n € un numero intero e 3n + 2 € un numero dispari allora n é dispari.

Proof. Nella suddetta formulazione, P : ‘n € Z A 3n + 2 é dispari’, mentre @) : ‘n é dispari’.

Se vogliamo fare la dimostrazione diretta, dobbiamo partire da P vera e vedere che cosa possiamo
ricavare. Ci rendiamo per6 subito conto che non é che riusciamo ad andare molto avanti. Infatti
con la dimostrazione diretta sappiamo che n é intero, e 3n + 2 é dispari. Questo dunque significa
che

JdkeZ:3n+2=2k+1.

Ma da questa relazione, possiamo ora ricavare che n é dispari? Cioé, possiamo ricavare che 3k’ € Z
tale che n = 2k’ + 17

Vediamo che non risulta possibile, per cui, per questa via, non possiamo concludere nulla. Quindi,
dobbiamo pensare a qualcosa altro.

Vediamo allora se realizzando la dimostrazione per contrapposizione, possiamo giungere a una
conclusione utile; cioé se risulta pit semplice mostrare in maniera diretta che la seguente propo-
sizione condizionale sia vera.

-@Q = —P.

Assumiamo che —() sia vera, cioé il numero dato n sia pari. Quindi dk € K tale che
n = 2k.
Quindi é anche, multiplicando ambo i membri per 2,

3n = 6k

e sommando +2 ad ambo i membri, risulta anche

3n+2=06k+2

cioé vediamo che 3n + 2 pud esprimersi nel seguente modo

3n+2=2k
con k' = (3k + 2) € Z, mostrando quindi che 3n + 2 é pari, che é = P. O

La dimostrazione per assurdo di P = () consiste nel dimostrare che risulta vera la seguente
proposizione

(PAN-Q) = R

dove R ¢é una proposizione falsa, cioé supponendo che siano vere P e =@ (cioé che @ sia falsa) si
giunga, usando la dimostrazione diretta, cioé attraverso deduzioni logiche, a una conclusione falsa.
Nella Sezione ?? elaboreremo con pit dettaglio su questo tipo di dimostrazione. Diamo di seguito
un esempio.

9 May 29, 2022 11:23
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Esempio 1.1.3. Consideriamo lo stesso esempio di prima pero realizziamo questa volta una di-
mostrazione per assurdo. Dunque, si vuole che la sequente proposizione condizionale sia vera

Se n € un numero intero e 3n + 2 € un numero dispari allora n é dispari.

Proof. Se indichiamo con P : ‘n € Z A 3n + 2 dispari’ e con @ : ‘n dispari’, si tratta dunque di
dimostrare che assumendo P A —() vero, si ottiene una proposizione falsa. Assumiamo dunque che
n ¢ pari (—Q) e che n sia tale che 3n + 2 sia dispari (P). Essendo n pari, allora

JeeZ: n=2c
e usando P : ‘3n + 2 dispari’ cioé che
dkeZ:3n+2=2k+1,

ricaviamo che
3(2¢)+2=2k+1

cioé
6c =2k — 1
ossia
ko1
c=—- — =
3 6
che non é un intero. Per poter essere ¢ un intero, k dovrebbe essere del tipo
2k 1 6c+ 1 1
‘"% "6 2 ‘T3
con ¢ € Z per cui k non sarebbe poi un intero). ]

Confronta questa dimostrazione con quella di contrapposizione realizzata nell Esempio 1.1.2.

Ulteriori considerazioni sono svolte nella Sezione 1.1.9 dove si danno ulteriori esempi di appli-
cazione di questa tecnica.

Osservazione 1.1.2. Attenzione a non confondere le dimostrazioni per assurdo con le dimostrazioni
contronominali. Anche se la logica delle dimostrazioni per assurdo sembrerebbe assomigliare a quella
delle dimostrazioni contronominali, la diffreenza € sostanziale:

e Nel primo caso si suppone che valgono le ipotesi e che non valga la tesi, in modo da giungere
ad una contraddizione, cioé a una proposizione falsa;

e Nel secondo caso si suppone solamente che non valga la tesi e st dimostra conseguentemente
che non wvale ["ipotesi.

La dimostrazione per contro-esempio ¢ usata per mostrare che una data implicazione P = @)
¢ falsa, fornendo un esempio dove P é vero, mentre () é falso. Questo tipo di dimostrazione si usa
quando si vuole mostrare che una idea di quello che pu6 essere un teorema (in questo caso si parla
di congettura) non é infatti un teorema.
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Esempio 1.1.4. Consideriamo la sequente proposizione condizionale
P:VneZ:3n+1 € dispart = Q : n € dispari.

Mostriamo che la implicazione P = Q € falsa. Considera per esempio n = 2, si ha dunque che per
questo numero n, P € vera (infatti, 2 € ZN3 -2+ 1 =17 ¢é dispari, pero Q € falsa, dato che n = 2
non € dispari.

1.1.9 Dimostrazione per assurdo o per reductio ad absurdum

Sia P una proposizione. Per provare che P sia vera con la tecnica della dimostrazione per assurdo,
occorre riuscire a dedurre da —P, ovvero dalla negazione di P, una proposizione () chiaramente falsa.

Supponiamo cioé di essere riusciti a provare che -P = () sia vera con () chiaramente falsa.
Consultando la tavola di verita dell’'implicazione =P = @), si vede che se =P = @ é vera e () é falsa
allora la premessa =P é certamente falsa! Si conclude cosi che P é vera.

Esempio 1.1.5. Sia P : ‘3 € un numero dispari’. Assumiamo dunque che =P sia vera, cioé che 3
sia un numero pari. Dunque questo significa che

dee K: 3 =2c,
da cui ricaviamo che
eEZ N c e
c = —
2

che € falso, cioé posto Q : ‘3/2 é intero’, abbiamo dedotto che
-P = Q

con @ essendo una proposizione falsa.

Vediamo ora che cosa significa realizzare una dimostrazione per assurdo della proposizione con-
dizionale

P=0Q.

Per quanto detto, significa mostrare che assumendo che si verifichi =(P = @), otteniamo per
deduzione una proposizione falsa, cioé che la seguente proposizione condizionale sia vera

-(P = Q) =R

dove R indica una proposizione chiaramente falsa. Siccome

(P=Q =-PVQ

si ha quindi

(P = Q) = -(-PVQ)=PAr-Q,
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per cui si trattera di dimostrare che dall’assumere P vera e ) falso (o che é lo stesso —Q vero), si
ottiene una proposizione R falsa. In simboli, si tratta cioé di dimostrare che risulta vera la seguente
proposizione condizionale

PA-Q = R,

imn modo che possiamo concludere che P A =@ é falsa, quindi =(P A =Q) é vera. Siccome

(PA-Q) =P = Q

concludiamo che la proposizione condizionale

P=2qQ

é vera.

Esempio 1.1.6. Vogliamo dimostrare la sequente proposizione [7, pag. 23].
Sia ¢ un numero reale. Se ¢ = 2 allora ¢ non é un numero razionale.

Proof. Nella suddetta formulazione P : ‘c € RAc?2 =2 e Q : ‘c ¢ Q. La dimostrazione per
assurdo della implicazione P = () consiste dunque nel mostrare che assumendo P vero e =@ vero
(cioé @ falso) si giunge ad una conclusione falsa. Ora, =@ vero significa assumere ¢ € Q mentre
P vero significa che ¢ é tale che ¢ = 2. Dato che ¢ € Q, dalla rappresentazione frazionaria dei
numeri razionali, possiamo dire che esistono m, n numeri interi, cioé m, n € Z, primi tra loro (cioé
il massimo comune divisore tra m e n é 1) tali che ¢ = m/n. Ci riferiamo a questa rappresentazione
del numero c. Risulta quindi (m/n)? = ¢ = 2, cioé¢ 2n? = m?. Essendo il primo membro 2n?
un numero intero pari, anche m? deve essere pari, ma allora anche m deve essere pari (se m fosse

dispari, anche m? sarebbe dispari, vedi Esempio 1.1.1); quindi m = 2k, con k intero. Ne segue che
on? = m? = 4k?,

cioé
n? = 2k%.

Possiamo ora ripetere per n? lo stesso ragionamento di prima. Dato che n? = 2k?, allora n? é un

numero pari e quindi anche n deve essere un numero pari. Dunque abbiamo trovato che m e n
devono essere entrambi pari, cidé che contrasta con l'ipotesi che m e n siano numeri interi primi tra
loro. O

1.1.10 Condizione necessaria e sufficiente

Per esprimere la circonstanza che P implica Q (P = @) si dice anche che P é condizione
sufficiente affinché sia vera (), oppure si pu6 dire che () é condizione necessaria per P o affinché
P sia vera.

Ci6 vuol dire che se P implica @ allora ‘premessa’ (o ipotesi) P é sufficiente per poter avere
la ‘conclusione’ (o tesi) ). Invece () é necessaria per avere P, perché se la premessa é vera e
I'implicazione é vera, allora necessariamente la conclusione deve essere vera (ricordiamo la definizione
di implicazione: un’implicazione é falsa se la premessa é vera e la conclusione ¢ falsa). Per chiarire
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ulteriormente le idee, consideriamo la proposizione:

Se un numero intero x é multiplo di 4 allora x é pari.

Tale proposizione é vera. La premessa (P: ‘un numero intero x ¢ multiplo di 4’) é sufficiente
per avere la conclusione (Q: ‘z é pari’): infatti basta, é sufficiente, per un numero intero x essere
multiplo di 4 per essere pari (ovviamente ci sono numeri interi pari che non sono multipli di 4, ma a
noi non interessa questo, ci interessa sapere che ogni volta che abbiamo un numero intero multiplo
di 4 esso ¢ pari).

La conclusione (Q: ‘x é pari’) é necessaria alla premessa (P: ‘un numero intero x é multiplo di
4’): Pimplicazione é vera, quindi non puo verificarsi la situazione che la premessa P sia vera (un
intero x é multiplo di 4 ma la conclusione @ falsa (ovvero = dispari). Il fatto che x sia pari (la
conclusione) é necessario per la premessa.

Diciamo che P é condizione necessaria e sufficiente per @, e lo indichiamo con P & @,
quando si ha contemporaneamente P = Q e QQ = P.

Conseguentemente, per esprimere la circonstanza che le proposizioni P e ) sono equivalenti,
cioé che risulta P < @, ovvero P = () e Q = P, si dice anche che P é condizione necessaria
(Q = P) e sufficiente (P = @) affinché @ sia vera, oppure si dice anche che P é vera se e solo
se () é vera. Il ‘se’ si riferisce al fatto che P é condizione sufficiente cioé all’implicazione P = (@,
mentre il ‘solo se’ si riferisce al fatto che P é condizione necessaria, cioé all’implicazione ) = P.

Dunque, se P = @, si puo6 usare una delle seguenti (equivalenti) locuzioni:

e Se P é vera, allora (Q é vera;
e Se P, allora Q;
e P ¢ condizione sufficiente per Q;

e () é condizione necessaria per P.

1.1.11 Quantificatori

)

Le espressioni del tipo ‘per ogni...”; ‘per tutti gli...” e del tipo ‘esiste qualche...’; ‘esiste un...’
sono dette quantificatori, e sono usualmente indicate con i simboli V e 3 rispettivamente. Non
entreremo in tutti i dettagli dell’uso di tali quantificatori, ma ci limiteremo a fare alcuni esempi. In
particolare vedremo il loro utilizzo in combinazione con il connettivo logico di negazione —.

Vediamo prima come formulare delle proposizioni utilizzando i simboli ¥V e 3. Un’affermazione
del tipo:

Tutti i numeri interi sono dispari
é chiaramente una proposizione (possiamo attribuirle un valore di verit4, in particolare essa ¢é falsa).
Possiamo riscriverla utilizzando il quantificatore V (per ogni, per tutti,...) come segue:

Vx numero intero, x é dispari,

e si legge
per ogni x numero intero, x é dispari.

Un’affermazione del tipo:

13 May 29, 2022 11:23



309

310

311

312

313

314

315

316

317

318

319

320

321

322

323

324

325

326

327

328

329

330

331

332

333

334

Esistono dei numeri interi dispari

¢ anch’essa una proposizione (in questo caso vera). Affermare quest’ultima proposizione equivale
a dire che esiste almeno un numero intero che é dispari. Utilizzando il quantificatore 3 (esiste,
esiste qualche,...), essa puo essere riscritta come segue:

dx numero intero tale che x é dispari,
che si legge
Esiste qualche z numero intero tale che x é dispari.

1.1.12 Quantificatori e negazione

Vediamo ora un esempio di negazione di una proposizione in cui sia presente un quantificatore.
Partiamo dalla proposizione P:

Tutti 1 fiori sono blu.

Nella proposizione P é presente il quantificatore universale V (tutti, per tutti, per ogni,...). La
negazione —P é evidentemente:

Non tutti i fiori sono blu.

Vediamo che questa espressione per =P pud essere riformulata utilizzando il quantificatore esisten-
ziale 3 (esiste, esiste un, esiste almeno un,...). Infatti é facile vedere che 1’espressione

Non tutti i fiori sono blu
é equivalente a:
Esiste (almeno) un fiore non blu,

per cui quest’ultima é una formulazione equivalente di —P.
Proseguiamo e neghiamo nuovamente quest’ultima proposizione, ovvero scriviamo —(—P):

Non esiste un fiore non blu,

che, riformulata utilizzando il quantificatore universale (V), é equivalente a:
Tutti i fiori sono blu,

ovvero la proposizione P di partenza. Abbiamo quindi provato che la negazione della negazione di
una proposizione é la proposizione di partenza, ovvero:

~(~P)) =P.
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1.1.13 Esercizi

Esercizio 1.1.4. Identifica la ipotesi e tesi del sequente teorema.
I numeri naturali m € N che possono esprimersi come m = 2n+ 1 con n € N sono numeri dispari.

Suggerimento: Mostra che la proposizione suddetta puc essere espressa nella forma di una propo-
sizione condizionale del tipo P = Q.

Esercizio 1.1.5. Calcolare le tavole di veritd delle proposizioni

_'Q:>_'Pa
(@ =P),
(P =Q),

a partire dai possibili valori di veritd delle proposizioni P e Q.

Il successivo esercizio rappresenta un esempio di sofisma algebrico, cioé una dimostrazione o un
ragionamento matematico contenente un errore, che porta quindi ad un risultato errato o contrad-
dittorio.

Esercizio 1.1.6. Cosa c¢’é di sbagliato nella seguente dimostrazione di ‘1=2’. Dimostrazione:

Passo Motiwazione

1. a=>b dato

2. a’® = ab moltiplicando entrambi i lati per a

3. a? —b* =ab—b? sottraendo b* da entrambi i lati

4. (a—=0b)(a+b) =bla—0b) fattorizzazione

9. a+b=1> dividendo entrambi i lati per a — b

6. 2b="0 sostituendo a con b (a =b) e semplificando
7. 2=1 dividendo entrambi i lati per b.

Esercizio 1.1.7. Dimostra che
Se 3n + 2 € dispart allora n € dispari
Esercizio 1.1.8. Dimostra che
La somma di due numeri dispari € un numero pari
Esercizio 1.1.9. Usa una dimostrazione per contrapposizione e per assurdo per provare che:
Se n € un intero e n® + 5 é dispari, allora n é pari.
Esercizio 1.1.10. Dimostra che
Se n € un intero e n? € dispari, allora n € dispari.
Esercizio 1.1.11. Dati n, m, p € N, dimostra che
Se n = mp, allora (m V p) < +/(n).
Esercizio 1.1.12. Siano date le sequenti proposizioni

P1: ‘8 € un numero naturale’
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350 P2: ‘8 é un numero dispari’

360 quale delle sequenti affermazioni risulta falsa?
361 A. P1V P2

362 B. P1 A P2

363 C. =P1vVv P2

364 D. =P1 A P2

365 HEsercizio 1.1.13. Siano P, QQ due generiche proposizioni, quali delle sequenti affermazioni € sempre
366 vera?

A PV Q
w B.PAQ
w C. —PVP
s D. =(PVQ)

sn  Esercizio 1.1.14. L’affermazione ‘A nessuno studente sono antipatici tutti i professori’ equivale a
a2 dire che:

373 A. c¢’€¢ uno studente a cui tutti i professori sono antipatici
374 B. tutti © professori sono antipatici a tutti gli studenti

375 C. ad ogni studente é simpatico almeno un professore

376 D. ¢’¢ un professore che € simpatico a tutti gli studenti

377 Esercizio 1.1.15. Scrivere in maniera formale le sequenti proposizioni

378 e Fsiste un numero naturale maggiore di 3.

379 e [l quadrato di un numero naturale € maggiore del numero.
380 e FEsiste un numero reale pit piccolo del suo cubo.

381 o FEsiste un numero naturale maggiore di tutti gli altri.

382 e Ogni numero intero (positivo, negativo o nullo) € differenza di due numeri naturali.
383 o Ognu numero reale € somma di due numeri razionali.

384 e La sola soluzione reale dell’equazione x +3 =0 é z = —3.
385 e [l quadrato di un qualsiasi numero razionale € razionale.

386 e [l quadrato di un qualsiasi numero irrazionale € irrazionale.
387 e [l quadrato di qualche numero irrazionale € irrazionale.

388 e [l quadrato di qualche numero irrazionale € razionale.
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e La radice cubica di un numero naturale € irrazionale.

o Sex?>1 allorax>1.

e Sex>1 allora x® > 1.

Esercizio 1.1.16. Dire se le proposizioni dell’esercizio 1.1.15 sono vere o false.

Esercizio 1.1.17. Negare le proposiziont dell’esercizio 1.1.15.

Esercizio 1.1.18. Si consideri la sequente affermazione:

Non c’é nessun giocatore di calcio che non sia capace di colpire la palla con il piede destro

Quale delle sequenti proposizioni é equivalente a quella enunciata sopra?

A.
B.
C.
D.
E.

Tutti © giocatori di calcio sanno colpire di testa

Alcuni giocatori di calcio sanno colpire la palla col piede destro
Tutti © giocatori di calcio sanno colpire la palla col piede destro
Non tutti i giocatori di calcio sanno colpire di testa

Almeno un calciatore é capace di colpire la palla col piede sinistro

Esercizio 1.1.19. In una squadra di calcio giocano Amilcare, Bertoldo e Carletto nei ruoli di
portiere, centravanti, libero (non necessariamente in quest’ordine). Si sa che:

(1) 1l centravanti é il piu basso di statura ed é scapolo

(2) Amilcare € il suocero di Carletto ed € pii alto del portiere.

Quale delle sequenti affermazioni € necessariamente vera?

A.
B.
C.
D.
E.

Bertoldo € il genero di Carletto

Bertoldo ha sposato la sorella di Carletto
Carletto € il portiere

Carletto ¢ scapolo

Amilcare € il centravant:

Esercizio 1.1.20. C’¢ chi ha ipotizzato che dato un numero pari qualunque di persone almeno
la metd di loro sia idiota. Prendendo per vera questa libera opinione si dica quale delle sequenti
affermazioni € necessariamente vera:

A.

= O a W

Non ci possono essere idioti.

A parte eventualmente una persona tutta la popolazione mondiale é idiota.
Esattamente la metd della popolazione mondiale € idiota.

L’estensore di questo quesito non € idiota.

Ogni insieme di idioti € costituito da un numero pari di persone.
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420 Esercizio 1.1.21. Sapendo che laffermazione ‘Tutti i sabati vado in pizzeria e poi al cinema’ €
421 falsa, se ne deduce che:

422 A. Qualche sabato non vado in pizzeria o al cinema.

423 B. Tutti i sabati non vado in pizzeria o al cinema.

424 C. Qualche sabato non vado né in pizzeria né al cinema.
425 D. Tutti © sabati non vado né in pizzeria né al cinema.
426 E. Tutti i giorni vado in pizzeria e al cinema.

427 Esercizio 1.1.22. Quale delle sequenti affermazioni € falsa?

a8 Affinché due frazioni siano uguali

N
(=3

429 A. € sufficiente che abbiano lo stesso numeratore e lo stesso denominatore.

430 B. € necessario che abbiano numeratori denominatori proporzionali.

431 C. € necessario che abbiano uguale numeratore e uguale denominatore.

432 D. ¢ necessario che abbiano uguale numeratore e uguale denominatore.

433 E. € necessario e sufficiente che abbiano numeratori e denominatori proporzionali.

43¢ Esercizio 1.1.23. Aldo, Bruno e Carlo sono tre amici. Si sa che

a5 (a) Almeno uno di essi € laureato.

436 b) Se Aldo € laureato, anche Bruno lo €.

)
(b)

a7 (c) Se Carlo € laureato, anche Aldo lo é.

as  (d) Solo uno tra Bruno e Carlo € laureato.

430 Allora si deduce che

440 A. Aldo e Bruno sono laureati.

421 Bruno € laureato.

Aldo € laureato e Bruno non lo é.

442

443 Carlo € laureato.

= © Q%

444 I laureats sono due.
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1.2 Unit 2 - Insiemi

1.2.1 Insiemi

I concetti di insieme ed elemento si assumono come concetti primitivi, cio’e che vengono
supposti noti, senza che ci sia bisogno di darne una definizione formale, e che vengono invece
introdotti per mezzo di spiegazione e concetti [4, page 3|. Pertanto, un insieme puo essere inteso
come un raggruppamento, una collezione o una famiglia di oggetti, detti elementi dell’insieme.

Solitamente un insieme viene denotato con delle lettere latine maiuscole, ad esempio 4, B, C, X, Y, ...

mentre i suoi elementi con delle lettere latine minuscole, come ad esempio a, b, ¢, =, y, .. ..
Un insieme A risulta definito quando esiste un criterio oggettivo (una proprieta) che permette
di stabilire se un qualunque oggetto appartiene o meno ad A. Ad esempio sono insiemi:

e l'insieme degli stati della Unione Europea;
e l'insieme dei numeri pari;
e l'insieme dei matematici italiani;

e l'insieme delle soluzioni di un’equazione.

Insiemi: simbologia

Il fatto che un elemento a appartenga ad un insieme A si esprime mediante la notazione

acA.

Invece, se a non appartiene ad A si scrive

ag A.

Dati due insiemi A e B diremo che A ¢ un sottoinsieme di (o una parte di) B, se tutti gli elementi
di A sono anche elementi di B. Indicheremo questo fatto mediante la notazione

ACB.

Se A C Bma A # B (ovvero i due insiemi non coincidono), allora A é detto sottoinsieme proprio
(parte propria) di B. Questo fatto si indica con il simbolo

ACB.

Notiamo che A C B significa che A C B ed in piu esistono elementi b € B tali che b ¢ A.

Due insiemi A, B sono uguali se contengono gli stessi elementi. Se A, B sono tali che A C B e
B C A, allora A = B. La verifica é una semplice applicazione della definizione di inclusione e di
uguaglianza tra insiemi.

Denoteremo con @ l'insieme vuoto, ovvero un insieme privo di elementi.

Insiemi particolari sono quelli che contengono un solo elemento. Essi spesso vengono chiamati
singoletti (in inglese si dice singleton) e rappresentati come {a}, dove a é I'unico elemento di {a}.

Osservazione 1.2.1. Attenzione a non confondere un elemento a con linsieme {a} costituito
dal solo elemento a. Il primo é un elemento; il secondo un insieme. Cosi mentre a € {a} €

un’affermazione vera, {a} € {a} € falsa ({a} non é un elemento dell’insieme {a}). Ad esempio, é
un singoletto l'insieme {1}, ma non il numero 1, che non € un insieme [4, page 4/.
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1.2.2 Descrizione di un insieme

Un insieme A pud essere descritto in due modi:

e Elencando tutti i suoi elementi. Ad esempio ’espressione
A={0,1,a,c A\ A}

indica l'insieme A come quell’insieme formato esattamente dai numeri 0, 1, dalle lettere latine
a, ¢, e dalle lettere greche A e A. L’ordine con cui sono esplicitamente elencati gli eleemnti é
inessenziale. Ad esempio, l'insieme {4, 1} coincide con l'insieme {1, 4} [4, page 4].

e Definendo una proprieta P(z) caratteristica che deve essere soddisfatta da tutti e soli gli
elementi di A (e che quindi li identifica in modo univoco). In questo caso

A={z: Pa)},
che si legge ‘A é l'insieme degli elementi z tali che P(x) é vera’.

Nel secondo caso occorrono delle precisazioni altrimenti si ottienbe il Paradosso di Russell o del
barbiere [9]. Innanzitutto dobbiamo specificare I'insieme ambiente o universo (solitamente in-
dicato con U) da cui sono tratti gli elementi di A. A volte esso é determinato implicitamente dal
contesto. Infatti se

A ={z: z pari}

chiaramente U = Z. A volte perd é bene specificare 'insieme U pertanto scriveremo

A={zxe€U: P(x)}.

L’insieme A cosi costruito si chiama estensione della proprieta P(z) in U. Per esempio, la proprieta
x/2 € N definisce l'insieme A dei numeri pari. Corrispondentemente, 'insieme A é I’estensione (in
N) della proprieta x/2 € N [4, page 5].

La seconda e piti importante precisazione riguarda la proprietd P che caratterizza gli elementi
dell’insieme: infatti vogliamo che dato un qualsiasi « € U, si possa decidere se P(z) é vera (quindi
x soddisfa la proprieta ed é nell’insieme) o se ¢ falsa. Quindi P(x) deve essere un’affermazione con
Senso, ovvero una proposizione.

1.2.3 Insieme delle parti

L’insieme delle parti di un insieme A, denotato con P(A), é I'insieme di tutti i sottoinsiemi
di A. Per prima cosa, notiamo che gli elementi di P(A) sono insiemi (sono sottoinsiemi di A).
In particolare, si ha sempre che @ € P(A) e che A € P(A). Inoltre, per ogni a € A, il singoletto
{a} € P(A).

Se un insieme A ha n elementi, allora I'insieme P(A) ha 2" elementi. Il numero di elementi di un
insieme A viene chiamato la cardinalita dell’insieme A, e indicato con #(A). Se A ha n elementi,
allora #(A) = n.

Un insieme con un numero finito di elementi o con una infinit4 numerabile (cioé che si pué porre
in corrispondenza biunivoca con N) di elementi si dice che é un insieme discreto. Se il numero di
elementi é finito, allora I'insiem si dice insieme finito. Un insieme che non é discreto, si dice che
¢ un iniseme infinito [3|.
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Esempio 1.2.1. Calcoliamo l'insieme delle parti di A = {a, b, 1}. Si ha che #(A) = 3, e inoltre
st verifica facilmente che

P(A) = {2, {a, b, 1}, {a}, {b}, {1}, {a, b}, {a, 1}, {b, 1}}.
A

Notiamo che #(P(A)) = 8 = 2#(A),

1.2.4 Prodotto cartesiano

Si chiama coppia ordinata (a, b) una coppia di elementi a, b (cioé un insieme formato da due
elementi) di cui distinguiamo il primo elemento, a, dal secondo, b, cioé nell’insieme é importante
lordine nel quale appaiono. Quindi date due coppie ordinate (a, b), (¢, d), esse sono uguali se e
solo se a = c e b = d. Inoltre, se a # b, allora (a, b) # (b, a). La coppia ordinata (a, b) é diversa
dalla coppia {a, b} che indica semplicemente 'insiem formato dai due elementi.

Dati due insiemi A, B denotiamo con

AxB = {(a,b): ac A, be B},

I'insieme di tutte le possibili coppie ordinate in cui il primo elemento appartiene ad A ed il secondo
appartiene a B. Questo insieme lo chiamiamo il prodotto cartesiano di A per B.

Esempio 1.2.2. Dati gli insiems

A=1{1,2,3Y  B=/{a, b}

1l loro prodotto cartesiano é

AxB=1{(1,a),(1b), (2 a), (2 b), (3 a), (3 b)}.

Dati due insiemi A, B qualsiasi, la cardinalitd di A x B é #(A x B) = #(A) - #(B), ovvero il
prodotto delle cardinalitd di A e di B.

1.2.5 Operazioni tra insiemi

Dati due insiemi A e B, sottoinsiemi di un certo insieme ambiente U, si definisce I'insieme
intersezione A N B come l'insieme degli elementi di U che appartengono sia ad A che a B. In
simboli:

ANB={zecU:z€AANzxecB}.

Si definisce I'insieme unione A U B come l'insieme degli elementi di U che appartengono o ad A o
a B (anche ad entrambi). In simboli:

AUB={zecU:z€ AV zeB}.
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Si definisce I'insieme complementare A° di A come 'insieme degli elementi che appartengono ad
U ma non sono in A. In simboli:
A={xecU:z¢A}.

Notiamo che per definire l'insieme complementare di un insieme A é necessario avere l'insieme
ambiente U da dove gli elementi di A sono tratti. In effetti 'insieme A€ é il complementare di A
rispetto a U.

Definiamo anche la differenza A\ B tra A ¢ B come 'insieme degli elementi di U che apparten-
gono ad A ma non appartengono a B. In simboli:

A\B={zeU:z€ ANx¢B}.

Infine definiamo la differenza simmetrica AAB tra A e B come

AAB = BAA = (A\ B)U(B\ A).

Una rappresentazione intuitiva di un insieme é data dai noti diagrammi di Eulero o di Venn. La
rappresentazione consiste nell’individuare un insieme racchiudendo gli elementi all’interno di una
linea chiusa. In questo modo é semplice visualizzare le relazioni di sottoinsieme e le operazioni tra
insiemi. Ad esempio, sia

U:{O’ 17 27 37 47 57 67 77 87 9}
e A, B CU datida

A={z e U: x dispari} ={1, 3,5,7,9}, B={zxeU:xprimo}=1{2,3,5,7}.

Calcoliamo l'intersezione AN B. Questa é data da:
ANB={3,5,7}.

1.2.6 Operazioni tra insiemi: grafici

Dati i seguenti insiemi: U = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} (insieme ambiente), A = {1, 3, 5, 7, 9}
e B =12, 3,5, 7}, calcoliamo 'intersezione A N B:

ANB=1{3,571}.

Graficamente:

U 6

Figure 1.1 Intersezione di A= {1, 3,5,7,9} e B=1{2, 3, 5, 7}.
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561 Calcoliamo 'unione A N B:

562 AUB=1{1,2,3,5,7,9}.

s63 Graficamente:

Figure 1.2 Unionedi A=1{1,3,5,7,9} e B={2,3,5, 7}.

564 Calcoliamo il complementare di A (in U):

565 Ac=H{0, 2, 4, 6, 8}.

se6 (Graficamente:

Figure 1.3 Complemento di A={1,3,5,7,9}inU={0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}

567 Calcoliamo la differenza di A con B:

568 A\ B={1, 9}.

s60 Graficamente:
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Figure 1.4 Differenza di A =1{1, 3,5, 7, 9} con B ={2, 3,5, 7}.
570 Calcoliamo la differenza simmetrica di A e B (in U):

511 AAB = {1, 2, 9}.

Figure 1.5 Differenza simmetrica di A = {1,3,5,7,9} e B = {2,3,5,7} in U =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}

sz 1.2.7 Proprieta delle operazioni tra insiemi

573 Dati gli insiemi A, B e C, sottoinsiemi dell’insieme ambiente U, si possono stabilire le seguenti
s74  identité.

575 e AN A= A (idempotenza dell'intersezione);

576 e AUA = A (idempotenza dell’unione);

BucC

583 [ ]

577 e AN B = BN A (proprietd commutativa dell’intersezione);
578 e AUB = BU A (proprietd commutativa dell'unione);
579 e AN(BNC)=(ANB)NC (proprieta associativa dell’intersezione);
580 e AU(BUC) = (AUB)UC (proprieta associativa dell’'unione);
581 e AN(AUB) = A (assorbimento);
582 o AU( A (assorbimento);
AN(

) =
ANB) =
) =(ANB)U(ANC) (proprieta distributiva dell’intersezione rispetto all’unione);
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AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (proprieta distributiva dell’'unione rispetto all’intersezione);

AN A = & (complementarietd);

AU A® =U (complementarieta);

e (AN B)¢= A°U B¢ (prima legge di De Morgan - complemento di una unione);

e (AU B)¢ = A°N B¢ (seconda legge di De Morgan - complemento di una intersezione).
Esempio 1.2.3. Dati gli insiemi A e B, dimostrare la validitd della prima legge di De Morgan
(ANB)¢ = A°UB°.

Proof. Mostreremo prima che risulta (4N B)¢ C A°U B¢ e poi che risulta (AN B)¢ 2 A°U B°.
Sia x € (AN B)°. Questo significa che x ¢ AN B, ovvero che x ¢ A o x € B, cioé che = € A° o
x € B€. Ma questo significa che

x € A°U B°.
Quindi abbiamo visto
xe€(ANB)° = z € A°UB°
OVVero
(AN B)* C A°U B°.

Proviamo ora l'inclusione opposta. Sia

x € A°U B°.
Allora
r e A°V x € B,
OVVero
r¢AVx¢gB
che equivale a
r¢ (ANB).
Ma questo significa
x e (ANB)°.
Quindi
A°UB°C (AN B)“.
Ma allora

(ANB)*CA°UB°e A°UB°C (ANB)° = (ANB)° = A°UB°.
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1.2.8 Esercizi

Esercizio 1.2.1. Dati gli insiemi A e B, dimostrare la validitd della seconda legge di De Morgan

(AUB) = A°nB°.

Esercizio 1.2.2. Sia X={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11}. Consideriamo il sottoinsieme A formato dai

numert pari di X, e il sottoinsieme B formato dai numeri primi di X. Calcolare

(ANB);
(AU B);
A°NB;
AU B,

26
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1.3 Unitad 3 - Numeri

1.3.1 L’insieme 7Z

Indichiamo con N 'insieme dei numeri naturali (compreso lo zero):
N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,...},
ovvero quei numeri che abitualmente utilizziamo per contare, e con Z l'insieme dei numeri interi

Z=1{.,-7,-6,-5—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,...}.

I numeri interi positivi sono 1,2, 3,... e si trovano alla destra dell’origine sulla linea dei numeri,
mentre i numeri interi negativi sono ..., —3,—2, —1 e si trovano alla sinistra dell’origine sulla linea
dei numeri.

Il numero 0 non é né positivo, né negativo.

1.3.2 L’Algoritmo della Divisione

Consideriamo la divisione b+ a (o anche indicata come a : b) tra due numeri interi, a, b € Z con
a # 0 [1, page 18].

Lemma 1.3.1 (Lemma di divisione Euclidea (Euclid’s Division Lemma)). Siano a e b due numeri
interi, cio€ a, b € Z con a # 0. Allora, esistono in maniera univoca due interi, q € Z e r € Z tali
che

(Z) b:q-a+r,

@) 0<r<ld|, (1.3.1)

dove |a| indica il valore assoluto di a.

Il numero b si chiama dividendo, il numero a divisore, ¢ quoziente mentre il numero naturale
positivo 7 si chiama resto. Osserva che il resto 7 ¢ un numero intero positivo minore di |al.

Il risultato espresso dal Lemma 1.3.1 é tradizionalmente noto anche come I’Algoritmo della
Divisione. L’uso del termine algoritmo é perd impropio dato che questo risultato non fornisce un
algoritmo, cioé un metodo, per trovare q e r. Questi possono essere trovati usando invece il familiare
metodo della divisione.

Esempio 1.3.1. Considera le sequenti divisioni:
o 7:3=2 con resto di 1 perché 7T=3-2+1
o 7:(=3)=—2 con resto di 1 perché 7= —-3-(-2)+1
o —7:3=—3 con resto di 2 perché —7=3-(—3) + 2

o —7:(—3) =3 con resto di 2 perché —7=—3-3+2
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Esercizio 1.3.1. Trova il quoziente q e il resto r quando

(i)
(i)
(iid)

)

(1v

207 € diviso per 15.
—207 € dimso per —15.
—23 € diviso per 5.

23 € diviso per —5.

1.3.3 Criteri di divisibilita

[R: ¢ =13, r =12/
[R: q=14,r=2]
|R:q=—5,1r=2]
[R:q=—4,r=3]

Definizione 1.3.1. Dato un numero naturale n, cio¢ n € N, diremo che un numero naturale d
divide il numero naturale n, e scriveremo d|n, se esiste un numero naturale c tale che ¢ -d = n.

In questo caso, il numero d si chiama un divisore di n oppure che n é un multiplo di d o che
n é divisibile per d.

In poche parole, d divide n se 'operazione di divisione n = d in N tiene resto uguale a zero.

Ogni numero intero é sempre divisibile per se stesso e per I'unita: n<+n=1en+1=n, ovvero

1n ed n|n.
Dato un numero intero, esistono alcune regole che permettono di verificare se esso é divisibile ad
esempio per 2,3, .... Queste regole si chiamano criteri di divisibilita.

Elenchiamo alcuni criteri di divisibilita tra i pit utili.

Un numero naturale n é divisibile per:
2 | se l'ultima cifra é pari;
3 | se la somma delle cifre é divisibile per 3;
4 | se le ultime due cifre formano un numero divisibile per 4;
5 | se l'ultima cifra é 0 o 5;
6 | se é divisibile per 2 e per 3;
7 | se il numero ottenuto tralasciando I'ultima cifra sommato a cinque volte I'ultima cifra é
divisibile per 7;
8 | se lo é il numero formato dalle sue ultime tre cifre;
9 | se la somma delle sue cifre é divisibile per 9;
10 | se la sua ultima cifra é 0;
11 | se la somma delle sue cifre, prese con segni alterni, é divisibile per 11;

Consideriamo il numero 27720. Esso ¢é divisibile per

28
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2:  T'ultima cifra é 0 quindi pari;

3:  la somma delle cifre é 18 quindi divisibile per 3;

4:  le ultime due cifre formano 20, un numero divisibile per 4;

5:  T'ultima cifra é 0;

6: ¢ divisibile sia per 2 che per 3 per quanto visto prima;

7: il numero ottenuto tralasciando 'ultima cifra sommato a cinque volte 'ultima cifra é 2772.
Per verificare che é divisibile per 7 iteriamo il processo: esso é divisibile per 7 se 287 lo é;
quest’ultimo é divisibile per 7 se lo é 63, cosa chiaramente vera;

8: il numero formato dalle ultime tre cifre é 720 chiaramente divisibile per 8 (90 - 8 = 720);

9:  la somma delle sue cifre é 18, quindi divisibile per 9;

10: la sua ultima cifra é 0;
11: 27720 é divisibile per 11 perché la somma delle sue cifre prese con segni alterni é data da
2—T+7—2+4 0 che é uguale a 0 che é divisibile per 11.

In effetti
27720 =5-7-8-9.11=2%.32.5.7.11.

1.3.4 Numeri primi e fattorizzazione

Numeri primi

Definizione 1.3.2. Diremo che n € N é un numero primo se n # 0, n # 1 ed n € divisibile solo
per se stesso e per 1.

In maniera pit formale possiamo dire che n € N é primo se

dd e N, d#1: djn(cioé d é un divisore din) = d=mn.

I numeri primi minori o uguali a 100 sono

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47,53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 .

Teorema 1.3.1. [ numeri primi sono infiniti.

Teorema 1.3.2. Sia p € N. Il numero p € un numero primo se e solo se non € divisibile per nessun
numero primo minore o uguale a \/p.

Scomposizione in fattori primi: Teorema Fondamentale dell’Aritmetica

La scomposizione di un numero naturale maggiore di 1 in fattori primi é la rappresentazione
di quel numero come prodotto dei suoi divisori che siano numeri primi. La scomposizione di un
numero in fattori primi é unica. Ad esempio

420=2.2-3.5.-7=2%2.3.5.7.
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Questo é formalmente espresso dal seguente teorema.

Teorema 1.3.3 (Teorema Fondamentale dell’Aritmetica). Ogni numero naturale maggiore di 1 o é
un numero primo o st pud esprimere come prodotto di numeri primi. Tale rappresentazione € unica,
se si prescinde dall’ordine in cui compaiono 4 fattori.

Un modo per scomporre un numero naturale n in fattori primi é quello delle divisioni successive.
Si procede cercando di trovare un numero primo che divida n partendo dai numeri primi pita piccoli:
2,3, 5,..., finché non lo si trova. Questo saré il primo fattore. Riapplichiamo il metodo al quoziente
ottenuto fino a quando non giungeremo ad avere quoziente 1.

Esempio 1.3.2. Consideriamo di nuovo il numero 420. Risulta dunque:

420 | 2
420 | 2

420 | 2 210 | 2
420 | 2 210 | 2

420 | 2 210 | 2 105 | 3

— 2102 — — 1053 — —~420=2-2-3-5-7=22.3.5-7.

210 105 | 3 35 |5
105 35 |5

35 7 07

7
1

1.3.5 Massimo Comune Divisore (MCD) e minimo comune multiplo (mcm)

Dati due numeri n, m € N, il Massimo Comune Divisore di n ed m, o MCD(n, m) é il pia grande
numero naturale che divide sia n che m. Esso si calcola scomponendo i due numeri n ed m in
fattori primi e prendendo il prodotto dei fattori primi comuni (ciascuno preso una sola volta), con
il minimo esponente con cui appaiono.

Dati due numeri n, m € N, il minimo comune multiplo di n ed m, o mem(n, m) é il pia piccolo
numero naturale divisibile sia per n che per m. Esso si calcola scomponendo i due numeri n ed m
in fattori primi e prendendo il prodotto dei fattori primi comuni e non comuni (ciascuno preso una
sola volta), con il massimo esponente con cui appaiono.

In formule, se

a a a C C: C,
n:p11p22pkkq11q22qll

€
d:
m:pll)l.pgg....pzk.rtlil.TSQ....Tj]

dove p;, qi, r; € N sono primi distinti e k, [, 7 € N allora

MCD(n, m) = prlnin(al,bl) 'pmin(ag,bg) ..pmin(“bbk)

2 k
_max(a1,b1) max(az, b2) max(ag, bg) c c a d do d;
mcm(n’ m) —_— pl -p2 .. .pk . q11 . q2 DT ql . rll . /r‘2 .. -’)"JJ .
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In maniera analoga possiamo definire il MCD ed il mcm per pit numeri nq, . . ., ng rispettivamente
come il pit grande numero che divide contemporaneamente ni,..., ng ed il pid piccolo numero
divisibile per ognuno degli ny, ..., ng.

Esempio 1.3.3. Calcoliamo MCD(180, 144) e mem(180, 144).

180 =2%2.32.5 MCD(180, 144) =22.3? = 36
—
144 =2%.32 mcm (180, 144) =2%.3%2.5 =720.

Esempio 1.3.4. Calcoliamo MCD(60, 75, 210) e mecm(60, 75, 210).

60 =22.3.5
MCD(60, 75, 210) =3-5 =15
75 =3.52 —

mem(60, 75, 210) =22.3.52.7 =2100.
210 =2-3-5-7

1.3.6 Esercizi

Esercizio 1.3.2. Dimostra il sequente risultato: Siano n, m, p € N. Sen = m - p allora m o p
risultano non pid grande di \/n, cioé (mVn) < \/n. [Possiamo uasare questo risultato, per esempio,
per verificare se un dato numero n € N, risulti un numero primo verificando che non abbia come
divisori i numeri primi minori o uguale a \/nj

Esercizio 1.3.3. Dimostra il sequente risultato: Siano n, p € N numeri naturali positivi, e p un
numero primo. Se n? ¢ divisibile per p allora anche n € divisibile per p. [Usiamo questo risultato,
per esempio, per dimostrare che \/p non € un numero razionale/

Esercizio 1.3.4. Dato n € N. Se 2" — 1 € un numero primo, allora n é un numero primo. Mostra
che questa implicazione non si inverte, cioé non vale il vicerversa.

Esercizio 1.3.5. Si considerino i sequenti numeri
91 100 231 440 1003

Quanti di essi sono numeri primi?
A. Nessuno

Uno

Due

Tre

= © a %

Quattro
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Esercizio 1.3.6. Per quali valori din € N
n? — 14n + 24

€ un numero primo.

Esercizio 1.3.7. Per quali valori di n € N

vn—1
é un intero positivo

Esercizio 1.3.8. Per quali valori di n € N risulta
(77,2 —n— 1)n+2 -1
Esercizio 1.3.9. Per quali coppie (n, m) di numeri naturali, risulta

n? —4m? = 45

1.3.7 Relazione di Ordine in R

Diamo innanzitutto la definizione di relazione che é sinonimo di corrispondenza, per poi consi-
derare particolari relazioni che sono le relazioni d’ordine |2, page 29].

Definizione 1.3.3. Siano S e T insiemi (distinti o no). Qualunque sia il sottoinsieme non vuoto
G di S x T, la coppia
R=(SxT,G)

si chiama corrispondenza (o relazione) tra S e T rappresentata da G. L’elemento y di T si dice
corrispondente dell’elemento x di S per mezzo di R (o corrispondente nella relazione R con x) se
la coppia (z, y) € G.

Dalla definizione data, una relazione tra l'insieme S e I'insieme 1" é ottenuta quindi assegnando
un sottoinsieme non vuoto del prodotto cartesiano S x T

La definizione di corrispondenza qui data é generale. Puo essere una corrispondenza sia univoca
che plurivoca, cioé quando definiamo G C X x Y, possiamo avere coppie (x, y) € G che presentano
la stessa prima coordinata z ma diversi corrispondenti y € T'.

Osservazione 1.3.1. Una funzione é una particolare relazione, nel senso che date due coppie
distinte di G avente la stessa prima coordinata, allora le due coppie devono essere identiche, cioé

Se (z1, 1) €Ge(x1,2) €EG=>y1 =2

Non possiamo avere coppie (x, y) € G che presentano la stessa prima coordinata.

Definizione 1.3.4. Una relazione R tra linsieme S e se stesso si chiama relazione binaria.
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Relazioni binarie particolari sono le relazioni d’ordine definite come segue [2, page 29].

2

Definizione 1.3.5. Sia S un insieme non vuoto. Una relazione d’ordine in S € una relazione
binaria R che risulta riflessiva, transitiva ed antisimmetrica, cioé che verifica le sequenti proprietd

O1: 2Rx Vz € S (reflessiva)
Oz: 2Ry N yRx — z =y Vz,y € A (antisimmetrica)

Os3: 2RyANyRz = xRz Vz,y,z €S (transitiva)

La coppia (S, R) costituita dall’insieme S e da una relazione d’ordine su di esso si dice insieme
parzialmente ordinato. Se si verifica inoltre la proprieté per cui dati due qualsiasi elementi x, y
di .S, pud verificarsi una e una sola delle due circonstanze, Ry oppure yRz, allora diciamo che la
coppia (S, R) é un insieme totalmente ordinato.

Nel campo R dei numeri reali, si introduce un ordinamento, cioé una relazione d’ordine, che
si indica con il simbolo < e che si legge minore o uguale. Tale ordinamento ¢ totale ed ¢ dato
dall’ordinamento naturale dei numeri reali. Si verifica che dati a, b € R, la relazione d’ordine in R
ha le seguenti propieta [4, page 46]

O1: a < a (proprieta riflessiva)
Os2: Sea<beb<a, allora a=>b (proprietd antisimmetrica)
O3: Sea<beb<c, allora a < ¢ (proprieta transitiva)

O4: Dati due numeri a e b, sussiste una almeno delle due relazioni: @ < b 0o b < a (ordinamento
totale)

Un modo diverso di scrivere che a < b ¢ b > a, che si legge "b é maggiore o uguale ad a". Si
usa poi il simbolo a < b (a minore di b) per indicare che a < b, e che a é diverso da b, cioé a # b.
Analogamente, ¢ > d (c maggiore di d) significa che ¢ > d (ossia d < ¢, e che ¢ é diverso da d, cioé
¢ # d [4, page 46].

Con rispetto all’operazione di somma in R, si assume che la relazione d’ordine < verifica il
seguente assioma di invarianza per traslazione

SO : a<b<= (a+c<b+c VYceR) (1.3.2)

che si esprime dicendo

Se si aggiunge ad ambo i membri di una disuguaglianza un medesimo numero reale, si ottiene una
disuguaglianza ad essa equivalente.
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Con rispetto all’operazione di moltiplicazione, si assume che la relazione d’ordine < verifica il
seguente assioma di ordinamento del podotto

PO : r<y<= (zz<yz VYz2>0) (1.3.3)

che si esprime dicendo

Se si moltiplicano ambo © membri di una disuguaglianza per un medesimo numero reale positivo, si
ottiene una disuguaglianza ad essa equivalente.

A partire dai suddetti assiomi, si ricavano le seguenti proprieta.

Esempio 1.3.5. Sea <0, si ha —a > 0.

Proof. Sommando —a ad ambedue i membri della disuguaglianza a < 0, per I’assioma PO (1.3.2)
risulat dunque a — a < —a, cioé 0 < —a che € lo stesso che scrivere —a > 0. ]

Osservazione 1.3.2. In [?, page 47], la proprieta dell’ Esempio 1.3.5 é assunto come assioma PO,
mentre il nostro assioma PO (1.3.3) & considerata come una proprieta da dimostrare usando gli
assiomi dati.

Esempio 1.3.6. Dati z, y € R, si ha
r<y<= (rz>yz Vz<0) (1.3.4)
che si esprime dicendo:

Se si moltiplicano ambo © membri di una disuguaglianza per un medesimo numero reale negativo, e
poi si cambia il verso della disuguaglianza, si ottiene una disuguaglianza equivalente alla data.

Proof. ¥z < 0, considera —z che per quanto visto nell” Esempio 1.3.5 risulta dunque —z > 0. Per
lassioma PO (1.3.3), dato che z < y, allora ¢ anche

—zx < —2y
Per ’assioma SO (1.3.2) sommiamo ora ad ambedue i membri ¢ = zz + zy,
—zx+zx+ 2y < —zy+zx +zy

ottenendo cosi
zy < zz,

che ¢ lo stesso che scrivere zx > zy. O
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Applicando gli argomenti usati negli esempi, risolvere i seguenti esercizi.
Esercizio 1.3.10. Dati a, a1, b, by € R tale che
a<b

a1 < by

dimostra che & anche
a + aq S b + bl )

che si esprime dicendo che due disuguaglianze dello stesso verso si possono sommare membro a
membro.

Esercizio 1.3.11. Dati a, a1, b, by € R tale che
0<a<b

0<a <b

dimostra che ¢ anche
aay < bby,

che si esprime dicendo che due disuguaglianze dello stesso verso si possono moltiplicare membro a
membro se entrambi © membri delle due disuguaglianze sono non negativi.

Esercizio 1.3.12. Dimostrare che:
e Sea>0eb>0, allora ab> 0 (il prodotto di due numeri positivi & positivo).

e Sea>0eb<0, allora ab < 0 (il prodotto di un numero positivo e un nuemro negativo &
negativo).

e Sea<0eb<0, allora ab> 0 (il prodotto di due numeri negativi é positivo).
Esercizio 1.3.13. Dimostrare che se 0 < a < t, si ha s*> < t.

Esercizio 1.3.14. Dimostrare che se per ogni € > 0, si ha a < b+ ¢, allora a < b.

1.3.8 Base 10 e altre basi

In questa Sezione ci occupiamo della rappresentazione dei numeri razionali in diverse basi. Con-
sideriamo dapprima il caso dei numeri naturali.

Il nostro sistema di numerazione, ovvero il modo di esprimere un numero attraverso dei
simboli, é di tipo posizionale, ovvero i simboli che utilizziamo per scrivere i numeri assumono
un significato diverso a seconda della posizione che occupano, ed é decimale, cioé in base 10,
ovvero utilizziamo 10 cifre distinte (la base: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) per rappresentare i numeri.
A seconda della posizione che queste cifre assumono all'interno del numero, esse hanno un valore
distinto. Ad esempio, il numero 12345 pud essere espresso come

12345 = 5 + 40 + 300 + 2000 + 10000 = 5 -1 +4-1043-10% +2- 103 +1-10*.

In pratica, dato un numero naturale, assumendo la prima cifra da destra corrispondere a k = 0, la
seconda a k = 1, etc., la cifra in posizione k a partire da destra corrisponde quindi al coefficiente
con cui 10¥ compare nella rappresentazione decimale del numero.
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In modo del tutto analogo si definiscono i sistemi di numerazione posizionali in base b con
b naturale positivo qualsiasi. Tali sistemi hanno una base costituita da b simboli o cifre, ed ogni
numero naturale si esprime in base b mediante i coefficienti delle potenze della base, disposti da
sinistra verso destra in ordine decrescente.

Si ha infatti il seguente risultato |6, Thm. 2.7, page 80].

Teorema 1.3.4. Sia b un numero intero positivo > 2. Allora ogni numero intero positivo n € N
pud essere espresso in maniera univoca nella sequente forma

n=apb® +ap_1"" 1+ ... +arb+ao, (1.3.5)
dove ag, ay, ..., ai sono interi nonengativi (cioé > 0) minori di b, ax, # 0, e k > 0.

Proof. Vedi |6, page 81]. O

Questo teorema costituisce il fondamento della rappresentazione dei numeri naturali anche in
altre basi b € N, b > 2 e giustifica la seguente definizione.

Definizione 1.3.6. L’espressione
akbk + ak,lb’“l +...+a1b+ ag
€ la rappresentazione in base b del numero n € N. Concordamente, scriviamo

n = [akak_l “. alao]b .

Per indicare che un numero é espresso in una base b diversa dalla base 10, si scrive il numero
espresso in base b tra parentesi quadre, e pedice b. Nel caso della rappresnetazione decimale, si
omettono tante le parentesi quanto il pedice. Per esempio, il numero 357 dovrebbe indicarsi come
[357]10-

Se b < 10, possiamo utilizzare i primi b numeri arabi come cifre, mentre per basi con b > 10
bisogna introdurre altri simboli (abbiamo bisogno di b cifre), ad esempio il sistema esadecimale (cioé
in base 16) utilizza le cifre 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, A, B, C, D, E, F.

Mostriamo alcuni esempi di passaggio da una numerazione in base b ad una numerazione in base

10.

Esempio 1.3.7. Consideriamo il numero [1201]3 espresso in base 3. Si chiede di trovare il cor-
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rispondente numero in base dieci.

Dato che la base b = 3, abbiamo usato i simboli {0, 1, 2} per indicare i tre elementi della base
(essi mantengono lo stesso significato che hanno nel sistema decimale). Analogamente alla rappre-
sentazione nel sistema decimale, si ha dunque

[1201]3 =1-3°+0-3+2-324+1-3% — espansione ternaria
=14+0+18+27=46

Esempio 1.3.8. Ricaviamo la rappresentazione decimale del numero [3ABCli¢ reppresentato in
base sedici. Nel sistema decisimale, 1 simboli sono i sequenti

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E, F'}

dunque usiamo i dieci digiti del sistema decimale, e poi abbiamo A che corrisponde al numero 10 del
sistema decimale, B corrisponde al numero undici, C' corrisponde al numero dodici, D corrisponde
al nuemro tredici, E corrisponde al numero quartodici e infine F' che corrisponde al numero quindici.

St inizia dalla cifra di destra e si procede verso sinistra, con ogni cifra rappresentando il fattore
di potenza della base che nel nostro caso € 16. Si ha dunque

— 160 , 162 163 ; L
[BABClig = 12 -16° + 11 -16 4+ 10 -16°+3-16° — espansione sedicimale

C B A
=12 4 176 + 2560 + 12288 = 15036

Passaggio dal sistema decimale al sistema in base b

Vediamo ora come data la rappresentazione decimale di un numero si ricava la rappresentazione
in base b, cioé come otteniamo la sua espansione (1.3.5) definita nel Teorem 1.3.4.

Per poter trovare la rappresentazione in una base b di un numero espresso in base 10 dobbiamo
effettuare divisioni successive del numero per b. Ogni volta otterremo, per il lemma della divisione
Euclidea, un quoziente ed un resto minore di b. Questa operazione si conclude in un numero finito
di passi, diciamo k, con un quoziente nullo ed un resto minore di b. Il numero di partenza espresso
in base b ¢é costituito da k cifre, in particolare la prima cifra (da destra) ¢ data dal resto ottenuto
alla prima divisione, la seconda é data dal resto ottenuto alla seconda divisione, e cosi via fino alla
cifra k—esima.
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Esempio 1.3.9. Scriviamo in base 6 il numero decimale 34567. Abbiamo dunque
34567 = 6 = 5761 con resto 1) —
5761 <+ 6 = 960 con resto (1) —
960 ~ 6 = 160 con resto (0) —
160 = 6 = 26 con resto (4) —
26 ~ 6 = 4 con resto (2) —
4+6=0 con resto(d
per cui sostituendo all’indietro, si ha la sequente espansione
34567 = ((((4-6+2)-6+4)-64+0)-6+1)-6+1
=4-6"+2-6'+4-6°+1-6"+1-6°

che presenta 6 cifre dato che la massima potenza di b che compare nell’espansione € 5. Dunque
risulta
[34567]10 = [424011]¢ .

1.3.9 Esercizi

Esercizio 1.3.15. Nel sistema di numerazione ternaria le tre sole cifre usate sono 0, 1 e 2. Quinds,
ad esempio, si hanno le uguaglianze sequenti (nelle quali il numero in basso ricorda la base):

[0J10 =[0]3, [Lho=[l3, [2li0 =23, [3li0=1[10]3, [4]10=[11]3, [5]10=[12]3
eccetera. Quale dei sequenti numeri € 9121 in forma ternaria?
A. 121015
201213
10202103

2102123

= © a %

10101013
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