TEMA 4: ESTIMACION DE PARAMETROS MEDIANTE INTERVALOS DE
CONFIANZA
(Bibliografia basica: “Técnicas Cuantitativas para la Inferencia” Yy “Ejercicios

Resueltos de Técnicas Cuantitativas para la Inferencia”)

1. CONCEPTO DE INTERVALO DE CONFIANZA PARA UN PARAMETRO
POBLACIONAL

X 6 desconocido Hasta ahora cuando teniamos un parametro
\2 . . . ,
N — (X1, Xa, ... Xn) poblacional & desconocido lo estimabamos a traves

. de un estimador puntual, 8.
0 =t(Xe, Xa, oy Xa) P 0

estimador Por ejemplo, la media poblacional la estimabamos a

través de la media muestral, X .

X @ desconocido En este tema lo que se pretende es
A
N — (X1, Xa, ..y Xn) construir un intervalo de confianza,

v \ ara lo cual se fija una probabilidad
T, =t (X, Xpros X ) YT, =26,(X, Xppon X ) P Ja una p

(extremo inferior) (extremo superior) B de que el parametro pertenezca al

intervalo y, basandonos en una m. a.
S., obtenemos los extremos del
intervalo Ty y Ta:

Los extremos del intervalo T, =t,(X;, X5,.... X)) ¥ T, =t,(X;, X,,..., X,,) son
funciones de las observaciones muestrales, las cuales son variables aleatorias, por lo
que los extremos también tienen el caracter de variables aleatorias.

Por ello, la posibilidad de que el extremo inferior sea menor que € y el
extremo superior sea mayor que @&, tiene el caracter de probabilidad, que se ha
denominado probabilidad £.

P[t,(X;, X5, X, ) <O <ty(Xy, X500, X, )] = f=1-
0 P[T,<0<T,]=B=1-«a
A la probabilidad de que el parametro esté incluido dentro del intervalo

(pertenezca al intervalo) se le llama £ : probabilidad fiduciaria o nivel de confianza.
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A la probabilidad de que el pardmetro esté fuera del intervalo (no pertenezca al
intervalo que se ha construido) se le llama « : riesgo de error o nivel de significacion.

Cualquier valor del intervalo (T,, T,) puede tomarse como estimacion puntual

del parametro poblacional @ desconocido.

Vamos a construir los intervalos de confianza para ciertos pardmetros
poblacionales (media, varianza, diferencia de medias y cociente de varianzas),
suponiendo siempre poblaciones normales, excepto en el epigrafe 6, en el que se
trabajara con poblaciones binomiales (entonces construiremos intervalos de confianza
para proporciones poblacionales).

En todos los casos, para una probabilidad g prefijada, el intervalo de

confianza que vamos a construir tendré una amplitud minima.

2. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA DE UNA POBLACION
NORMAL

Vamos a distinguir los siguientes casos:

2.1. I. C. para la media de una poblacion normal con varianza conocida.

2.2. 1. C. para la media de una poblacion normal con varianza desconocida:

a) Muestra pequefia (n < 30).

b) Muestra grande (n > 30).
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2.1. 1. C. PARA LA MEDIA DE UNA POBLACION NORMAL CON
VARIANZA CONOCIDA

X ~ N(,u;az) (con o’ conocida)

¢ C. (u)?
= (X, Xg,m X))
¥
2 X —
X ~N| w2 K _7-~N(01
[ﬂ J O'/\/_ ( )
(Tema 2.1)

Una vez fijada la probabilidad g =1-«, establecemos que:

P(-Z,<Z<Zy)=p=1-a

~-Z, 0 Z, Z~N(032)

(Z, es el cuantil 1—% de una Z ~ N(0;1), por lo que P(Z sZO)zl—%)

(- Z, es el cuantil % de una Z ~ N(0;1), y es el opuesto de Z,)

A continuacion se sustituye:

P( Z, GN_<20]_5 l-a

Se quiere construir el I. C. para el pardmetro media poblacional, «, por lo que

hay que realizar operaciones para dejar solo el pardmetro en la parte central de la
desigualdad.

. - . . (o)
Para ello, multiplicamos en los tres miembros de la desigualdad por T:
n

P(—Z \/E<X U<Z, \/_j p=1l-«
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Restamos en los tres miembros X :

P(—)T O\/_< —U<— X+Z\/_j p=l-«a

Se multiplican los tres miembros por (-1), por lo que los signos de desigualdad

cambian de sentido:

P()?+Z \/_>y>X Z\/_j f=1-«a

Se reordena el intervalo, de tal forma que el extremo inferior quede en la parte

izquierda de la expresion y el extremo superior quede a la derecha:

P()?—Z \/_<y<X+Z \/_j f=1-«a

La expresion del recuadro tiene una doble interpretacion, pudiendo ambas

coexistir en la préactica:
(o) y-
18) pe| X -2, +Z,— | con una probabilidad f=1-« .
) 1 ( \/— O\/ﬁj p B

Esta va a ser la interpretacion que usualmente se utilizara a lo largo del curso.

2%) Se toman muestras sucesivas de tamafio n, y para cada una de las muestras
se construye su correspondiente I. C. (los I. C. asi obtenidos, previsiblemente, pueden
ser diferentes, al ir cambiando las observaciones muestrales de una muestra a otra).

Entonces, en el £-:100% de los intervalos obtenidos, el verdadero valor de u# debe

caer dentro de dichos intervalos obtenidos.

Puede observarse en la expresion del recuadro, que reproducimos de nuevo,

P()?—Z \/_<y<X+Z fj f=1-a

que se ha construido un intervalo simétrico cuyo centro es la media muestral, X,y

cuyos extremos se obtienen sumando y restando una misma cantidad, Z, , que es,

\/_

por tanto, el radio del intervalo, que denominaremos r (observe que es un intervalo

simétrico respecto de X ). Asi, la expresion del radio es:
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(o2
5T

pe (- )con una probabilidad f=1-«
J ! \§
N (o)
X—-2Z,— X X+Z
0 Jn X 0\/—
zo% zo%
(o2
7. %
°Jn

Atendiendo a la primera interpretacion, dicho intervalo contiene en su interior a

la media poblacional, s, con una probabilidad g=1-«, que es el nivel de

confianza del intervalo.

Por otro lado, el radio del intervalo, r=2Z también se puede interpretar

9
0 \/ﬁ !
como la cota superior (tope o limite maximo) para el error de estimacion, siendo éste
el error cometido al estimar 2 mediante el estimador X :

Error de estimacion: |X — 4|

La interpretacion del radio, r, como la cota superior o limite maximo para el

error de estimacion se deduce de la expresion del recuadro:

P()?—Z \/_<y<X+Z \/_] B=1-a

yendo hacia atras:

Pl-Z,—<X-u<Z, =p=l-«a
f —u ﬁ P
=— =r
\x 1 <z,-2 f =f=1-a

error de
estimacion =
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el error de estimacion es inferior al radio, r (que actla, por tanto, como cota superior

o limite maximo para el error de estimacion), con una probabilidad f=1-«.

Por otro lado, en la practica se comprobara que cuanto mayor sea el nivel de

confianza exigido, f#, mas alto es el valor del cuantil, Z,, y mayor se hace el radio

del intervalo, r (permaneciendo n constante):

~-Z, 0 Z, Z ~N(0:1)

T T2, 0 (r =Z, %j (con n constante)

Por el contrario, a medida que aumenta el tamafio de la muestra, n, el radio, r
(cota superior o limite maximo para el error de estimacion) disminuye, con lo que la

estimacion por medio del intervalo aumenta su precision (permaneciendo f

constante):
™n i(r -7, j (con B constante)
Jn

Si se pretende determinar el tamafio de la muestra que es necesario tomar para
estimar 1, con un limite o cota para el error de estimacion de cuantia r, prefijada, y
con un nivel de confianza g, también dado, se despeja n de la expresién del radio,
r:

o o 2 o) Z, o\
Dadosr y f: rzzoﬁ ; \/ﬁ:zo? ; (\/ﬁ) =(20?j : nz( Or j

Este es el tamario de la muestra que ha de tomarse para estimar , con un error

de estimacion que sea inferior a la cota o limite r, y con una probabilidad /.
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22. 1. C. PARA LA MEDIA DE UNA POBLACION NORMAL CON

VARIANZA DESCONOCIDA
a) Muestra pequeina (n < 30)
X ~N (,u;az) (con o? desconocicta)

v ¢l.C. (u)?
n—(X;,X3,... X)) (conn <30)
V2R N

X S, S

o desconocida} X-u  X-u ¢

n <30 s, /vn-1 S, /Jn

(T.2.3.3)
Una vez fijado el nivel de confianza £ =1—a establecemos que:

P(—ty <t, , <ty)=B=1-«

~t, 0 t, t

a
(t; es el cuantil 1—5 de una t, 1, por lo que P,y < 5)

Se quiere construir un I. C. para 4, por lo que, haciendo operaciones similares a las

del apartado 2.1., se obtiene:

Sn—l ) \/ﬁ
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- .S .S S
Pl X —t,—2—< u< X +t L |=p=1-« r=t L
I e e = R R AR =T

= El tamafio muestral necesario para estimar £, con un limite o cota para el error

de estimaciéon de cuantia r (con un nivel de confianza S =1-«, dado), se
obtiene despejando n de cualquiera de las dos expresiones anteriores de r:

Z0 ZO
7 J

/ 2 5
r:to%; n:(tOSTn_lj 6 I’=t0 Snl’ n:(torsnj +1
n n—

= Se utiliza el cuantil Zy, envez de t,.

= Se utilizan S,.; o S,, obtenidas mediante un muestreo realizado con

anterioridad al actual. Por tanto, es necesario un muestreo en 2 etapas
(muestreo bietapico). Méas detalles sobre la obtencién de n en pagina 80 de
“Técnicas Cuantitativas para la Inferencia”.

b) Muestra grande (n > 30)

Recuerde que cuando n > 30: &, —z7>Z ~ N(0,1)

X—u

X—u

- 2 sy L= = >Z ~ N(0,1
Se vio también con anterioridad: -1 S, / n—1 S, 4 / \/ﬁ (n>30) ( )

(T.2.3.h)
Una vez fijado el nivel de confianza  =1-«a establecemos que:
P(-Z,<Z<Zy))=p=1-«a

-7, O Z, Z~N(02)
a a

(£, es el cuantil 1—5 deuna Z ~ N(0,2), por lo que P(Z < 20)21_5)

Material de clase. Tema 4. Estimacion de parametros mediante intervalos de confianza.
Prof. Rafael Cano Guervés Pagina 8



X —
Sos ) F{—zO <ﬁ<zoj=ﬁ=1—a 6
"

X —u
Sn) P(—Zo<m<zonﬂ:1—a

Se quiere construir un 1. C. para , por lo que, haciendo operaciones similares a las

del apartado 2.1., se llega a:

Sp1) P(X Z, \/_<y<X+Z \/_j p=l-«a (con r=zo%) 6

- S S, S,
Sy) P(X_Z\/n—l mj B=1l-a (conr—zo\/n—_l)

= El tamafio muestral necesario para estimar 4, con un limite o cota para el error

de estimacion de cuantia r (con un nivel de confianza B =1-«, dado), se
obtiene despejando n de cualquiera de las dos expresiones anteriores de r:
S ZoS, ) S Z,S, Y
r=2, n-1 nz( 0 n—l) 6 r:ZO n__ . nz( 0 n) +1
Jn r r

= Para poder calcular n ha de utilizarse S,_; o S,, obtenidas mediante un

muestreo realizado con anterioridad al actual. Por tanto, es necesario un

muestreo bietapico.

3. 1. C. PARA LA VARIANZA DE UNA POBLACION NORMAL
3.1. Intervalo de confianza bilateral (véanse péaginas 97-99 de “Técnicas

Cuantitativas para la Inferencia”).

CasoA: 1 y o desconocidas

. 2 .
Caso B: ¢ conocida o~ desconocida
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Caso A: 1y o desconocidas

X ~ N(y;az) (con 1y o’ desconocidas)
! 1. C. [6?)
n— (X, X5, X,,)

l \
/ (X,-XF 3%/ 3 (x, - X}

va 82:i=1 _ =l _)?2 S _
X o n n " n-1

NgE

Recuerde que:

L —\2
st oy, 20X
o2 = o2 = o’ =Xna
(T.2.2)

Una vez fijado el nivel de confianza £ =1—a establecemos que:

P12 < 421 <22)=PB=1-a

/ p=1l-a al2
7 J
Xo = X1 = 2
O ) : Ana
X  « X

n-1,— n-1, 1-£
2

(04
(;(5 es el cuantil /2 deuna x/_s, por lo que P()(r?—l < ZS)Z E)

o a
(;(12 es el cuantil 1—5 de una ;(,3_1, por lo que P(Zﬁ_l 3112)21—5)

) P 2 nsr? 2 | _ —1— ,
Si) Xo<—7<nl|=B=l-a 4
(o)

n-1)S2
s,y Pl < R et
o
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; ] 2 ] .
Se quiere construir un I. C. para o, por lo que se hacen operaciones en el intervalo

NSy o (n-1)s,
del estadistico o2 (o bien, en el del estadistico T)'

se divide en los tres miembros de las desigualdades por N Sﬁ :

2 2

X0 1 Y4

P < < =f=1l-«
(nsﬁ o’ nSﬁ) 4

se calcula el inverso de los tres miembros (las desigualdades cambian de sentido):

2 2
P(nszn >O'2 > nsznj:ﬂzl—a

X0 yA

se reordena:

2 2
Sﬁ) P(nszn <o-2<n82“j:/3:1—a

0
V4 20

. 2 . 2
Sl’?—l ) P(—(n 1)an_l < (72 < —(n 1)28n1J = ﬂ =1l-«

4 20
Caso B: ¢ conocida y o* desconocida
Se utiliza el estadistico
Z(Xi _/U)Z
= , gue sigue una distribucion Zﬁ como se vio en T. 2. 2 (la

o
demostracion también se encuentra en la pagina 66 de “Técnicas Cuantitativas para
la Inferencia”y en el Ejercicio 2 de la “Relacion de Ejercicios Complementarios™).

Se parte de que:

Plr2 < 22 <it)=p=1-a
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7 _ Z _
0 %~ SR 7
Z.a /1/ a
n,E n,l—E
(X, 2f
Z i —H
Pl 42 <=L 5 <;(12 =f=1-«

y haciendo operaciones analogas a las del caso A (véase pagina 152 de “Ejercicios

resueltos de técnicas cuantitativas para la inferencia ), se llega a:

i(xi—y)z i(xi_ﬂ)z
i=1 <ol < =p=1-«a

P
" 7%

;(12 y ;(3 son cuantiles de la distribucion ;(r? (véase la gréafica de arriba).

3.2. Intervalo de confianza unilateral (véanse péaginas 92-96 de “Técnicas
Cuantitativas para la Inferencia”).

En ocasiones interesa conocer una cota superior de la varianza, es decir, qué valor de
la varianza es dificil de sobrepasar, para lo cual, se construye un I. C. unilateral (en

lugar de los I. C. bilaterales que se han construido hasta ahora).

Caso A: 1y o desconocidas

Se utiliza el estadistico:

n

st (n-s;, 25X

— =1 _ A2
2 2 7 2 - Zn—l
o o o

Una vez fijado el nivel de confianza f# =1—«a establecemos que:
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P(z2,> 22)=B=-1-a

p=l-«a

0 %= Yia
Z ril;a

(;(5 es el cuantil  de una )(ﬁ_l, por lo que P(;(ﬁ_l < Zg):a)
nS?

PE D >Z§j:ﬂ:1—a
o)

Se hacen operaciones analogas a las del apartado 3. 1. A:

1 ;(2
Pl =>2% |=p=1-a
(0‘2 nSan p

ns?

Caso B: ¢ conocida y o desconocida

Se utiliza el estadistico

(X, - uf

i=1 . yar .y, 2 . ,
: o , que sigue una distribucion v, , y con un planteamiento analogo al del

Caso A anterior, se obtiene:
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;(3 es el cuantil « de la distribucion ){ﬁ por lo que P(}(ﬁ S)(g)za

4. 1. C. PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS POBLACIONALES

Se pueden distinguir los cuatro casos que se derivan de lo explicado en el Tema 2.4.
4.1. 1. C. para la diferencia de medias poblacionales, con varianzas poblacionales
conocidas.

4.2. 1. C. para la diferencia de medias poblacionales, con varianzas poblacionales
desconocidas y muestras grandes (n+m>30).

4.3. 1. C. para la diferencia de medias poblacionales, con varianzas poblacionales
desconocidas, pero iguales, y muestras pequefias (n+m<30).

4.4. 1. C. para la diferencia de medias poblacionales, con varianzas poblacionales

desconocidas y desiguales, y muestras pequefias (n+m<30).

4.1. 1. C. para la diferencia de medias poblacionales, con varianzas poblacionales

conocidas.
X ~ N(,ul;af) of , o5 conocidas I ~ N(,LIZ;GZZ)
B> (X Xz X,) IO p)? T (Yo )
X Muestras independientes Y
Recuerde que o7 ,o5 conocidas: (X-Y)~ N[M ty, A +2]_>
(X=Y)— (et~ 115)

(T.2.4.1) 5 —L_~2° =7~ N(0,1)

oy Oy

n m

Una vez fijado el nivel de confianza  =1-«a establecemos que:
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P(-Zy<Z<Zy)=p=1-a

o
(Z, es el cuantil 1—5 deuna Z ~N(0,2), porloque P(Z<Z,)=1-7)

Se quiere construir un I. C. para (ul —/12), por lo que en la expresién anterior habra

que realizar operaciones tendentes a que (ul—yz) quede en la parte central de la

desigualdad (las operaciones son analogas a las del apartado 2.1).

2 2 2 2
P[(X—Y)—ZO %+0—r§<(,u,l—,u2)<(X—Y)+Zo %+%J:ﬂ:l—a*
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El centro del intervalo es (X—V) y su radio (cota superior o limite maximo para el

[ 2
L 01 G
error de estimacién) es I'= Z, % +— m (observe que es un intervalo simétrico

respecto de (X —Y)).

Error de estimacion: ‘(Y - _)— (/Jl - ﬂz)(

La expresion * es equivalente a esta otra:

2
Pl (X =¥)~ (e, — 11, < Z, %+U—ni = f=1-a

V

=r

El error de estimacion debe ser inferior a r (que actla, por tanto, como cota superior 0
limite méaximo para el error de estimacion), con una probabilidad f=1-«.

El tamafio muestral necesario para que el error de estimacion sea inferior a una cota
dada de cuantia r (con un nivel de confianza B =1—«a, también dado), se obtiene

imponiendo que las dos muestras sean del mismo tamafio, y despejando el tamafio

muestral de la expresion del radio, r:

2 2
o ol +o; \Jor +Oo
n=m->r=2 ]/—1+ L —Z.r=z,——*.
n VN

2
VRNl n=(éj (o7 +2)

r

Interpretacion del resultado del I. C. (aplicable a los cuatro casos del 1. C. para la

diferencia de medias: apartados 4.1., 4.2., 4.3. y 4.4.): cuando el I. C. obtenido

incluye el 0, ello quiere decir que (ul—uz) podria tomar el valor 0, con lo que no
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existiria una diferencia significativa entre 44 y u,, con un nivel de confianza
p=1l-«.

4.2. 1. C. para la diferencia de medias poblacionales, con varianzas poblacionales
desconocidas y muestras grandes (n+m > 30).

lX ~ N(,ul;af) o7, o5 desconocidas I ~ N(,u2 ;0'22)
s (X0, X0 X, JCG—p)> T (YY)
VNN 20 YN
5 n+m> - o2 o2
X Sq Sna (Muestras independientes) Y Sk Sma
Recuerde que:
\
) S Sz, St
012 ,0'22 desconocidas (X —Y)~ N(/Jl_/uZ’ rrlll +mle —
>
)Ny, St SE
Muestras grandes Mt T T )
(T.2.4.2) y
(X _Y)_(IUCL_IUZ) — (X _Y)_(zul_:UZ) —7 ~ N(O,l)
— |s2, s Sz S2
ni_l-i- m-1 n_ 4 “m_
n m n-1 m-1
Una vez fijado el nivel de confianza £ =1—a establecemos que:
P(-Z,<Z<Zy))=p=1-«
-Z, O Z, Z~N(0,)
a a
(Zg es el cuantil 1—5 deuna Z ~ N(0,1), por lo que P(Z < Zo):l—E)
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P _ZO < (X_Y_)_(M_IUZ)<ZO =,B=1—0[

(podria utilizarse la otra expresion del estadistico)

Tras realizar operaciones analogas a las del apartado 2.1., se obtiene la expresion del
IC(M - ﬂ2)3

. 2 @2
Si se utilizan S ,S° )

5 82 82 & SZ SZ
P| (X —Y)—zo\/nTum?l <1y —115) < (X —Y)+ZO\/”—1+L1 = f=1-a

o bien, Sf,Si)

S . Sm
+—"" 1 =f=1-«
n-1 m-1 p

2 2
P ()?—V)—ZO\/ o <(ul_y2)<(>?_v‘)+zoJ

Ambas expresiones dan finalmente el mismo resultado.

El centro del intervalo es (X—V) y su radio (cota superior o limite maximo para el

error de estimacion) es o\ Tn m * © bien, NV h_1 m-_1

Intervalo simétrico respecto de (X =Y ).
El tamafio muestral necesario para que el error de estimacion sea inferior a una cota
dada de cuantia r (con un nivel de confianza B =1-«, también dado), se obtiene

imponiendo que las dos muestras sean del mismo tamafio, y despejando el tamafio

muestral de la expresion del radio, r:

Sr%—l Sr%—l Sr?—l'i_sr?w—l \/Sr?—1+8nzw—1
n=m->r=2, " + » =27, T;r:ZO Jﬁ ;

2
Z
Sr?—l + Sr%—l - |N= (Toj (Sr?—l + Sr%]—l)
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. . . 2 o2
Si se utilizan las varianzas muestrales S, S

2 g2 82452 JS2+52
n +—m :ZO n m . r:ZO— -
n-1 n-1 n-1 "' Jn=1 "

2
4
Jn-1 :%w/sﬁ +SZ :In :(Toj (s2+52)+1

2 2 ‘ 2 2 . .
Sp—1 Y Sm-1, 0 bien, S5 y Sy, que aparecen en las anteriores expresiones del

n:m—>r:ZO\/

calculo del tamafio muestral deben ser obtenidas mediante un muestreo realizado con

anterioridad al actual, por lo que se requiere un muestreo bietapico.

4. 3. I. C. para la diferencia de medias poblacionales, con varianzas
poblacionales desconocidas, pero iguales, y muestras pequefias (n+m < 30).

l)( ~ N(,Ul;(le) 0'12, 0'22 des. pero oy =05 Y ~ N(yz;azz)

n— (X, X500 X)) (1C (0~ 11)? m = (Y, Yz, V)
VNN 20 YN

— < _

X Sy Soa e Y Sq Sma

(Muestras independientes)

Recuerde que:

2 2 . 2 2\ ()?_Y_)_(M_,Uz):t
o, ,0, desconocidas, pero o, =0, 1 1 n+m-2
Sei| —+—
’ n m
Muestras pequefias
(T.2.4.3) )
Donde:

. _ \/n S,2+mS,? \/(n -1, 2 +(m-1s, * |5 =
¢ n+m-2 n+m-2 n+m-2
Una vez fijado el nivel de confianza £ =1—« establecemos que:

P(~ty <thmo <ty)=f=1-a
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a a
(to es el cuantil 1—5 de una ty.m 2, por lo que Pltnim—2 S'[0)21—5)

P —t0<(X

_Y)_(:ul_:uZ)<t0 =ﬁ=1—0{
1 1
Sea| =+ —
n m
Se pretende construir un IC(,L11 —,uz), por lo que haciendo operaciones analogas a

las del apartado 2.1., se obtiene:

P(()?—V)—tosmf%+% < — 1)< (X =Y )+1,S, %+%):ﬂ:1—a

I 1 1 o o
Centro: (X -Y ) Radio: M =1, S, H+E . Intervalo simétrico respecto de (X -Y )

4. 4. 1. C. para la diferencia de medias poblacionales, con varianzas

poblacionales desconocidas y desiguales, con muestras pequefias (Aprox. Welch)
Recuerde que:

()?—\7)—(;11—;12) (X _Y)_(ﬂi_ﬂz) t

_/

ol 0% desconocidas y oF #05 g2 g2 B 52 52 v
\/n_l_}_m_l \/ n_, =-m_
> n m n-1 m-1
Muestras pequefias
(T.2.4.4) )
Donde:

m

(0'12/(722)2 1

n2(n—1) " m?(m-1)

2
of/oy 1
n

V =
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: 2/ 2 : : .
Generalmente el cociente oy /02 es desconocido, pudiendo sustituirse por el

. 2 /a2
cociente Sn_l/Sm_l .

Siguiendo pasos analogos a los del epigrafe anterior se llega a:

. 2 @2
Si se utilizan S, S’ )

2 L 2

P| (X —Y)-t \/h+i<(;ﬁ—y )< (X =Y )+t \/Sﬁuh =B=1-a
N'n  0m : N'n 0m

0 bien, $?,8%)

e Sh
+ =f=1l-a
n-1 m-1 p

2 2
o (7)o 2 58 <) <67t

a a
(to es el cuantil 1—5 de una t,, por lo que P(t, Sto)=1——),

Centro: (X -Y). Radio: T =t S + S o bien, ' =to\/ S, + S

' ' ' n m ' ’ n-1 m-1
Intervalo simétrico respecto de (X —Y).
El tamafio muestral necesario para que el error de estimacion sea inferior a una cota
dada de cuantia r (con un nivel de confianza B =1-«a, también dado), se obtiene

imponiendo que las dos muestras sean del mismo tamafo, y despejando el tamafio
muestral de la expresion del radio, r:

En el caso 4.3: En el caso 4.4:

1 1
(r—tOSC H+a) . 7

, . -
~0 t t
n= (%) (Sr?—l + Sr%l—l); o0 bien: |N= (%) (Sr? + S$)+1

4 2
n=o o>
;

En las expresiones obtenidas se sustituye el cuantil ty por Zg.
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Si.y Sii, o bien, S7 y SA, que aparecen en las anteriores expresiones del
calculo del tamafio muestral deben ser obtenidas mediante un muestreo realizado con
anterioridad al actual, por lo que se requiere un muestreo bietapico.

5. 1. C. PARA EL COCIENTE DE VARIANZAS POBLACIONALES

La comparacion de las varianzas entre dos poblaciones se realiza mediante cociente
(en vez de hacerlo a través de la diferencia, como se ha visto para el caso de dos

medias).

Caso A. 1y, U, desconocidas

X ~ N(,ul;af) My, Mo desconocidas Y ~ N(y2 ;022)
| |
n— (Xy, X5,00, X)) 1C(62 /62 ) m— (Y,Ys,...,Ys,)
NN 1003 o) NN
X S7 S¢ Muestras independientes Y SZ S,
82_ 2
Recuerde que: 821—7;12 =F 1ma *
m-1/ %2
(T.245)

Una vez fijado el nivel de confianza £ =1—a establecemos que:

P(Fy<Fryimi<FR)=B=1-a

|:1:F(n_1 m-1)1-% puede encontrarse directamente en las tablas (cuando la
T2

probabilidad acumulada hasta F; sea 0°9, 0°95, 0°975, 0°99, 0°995). Pero el valor
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F = F(n_lm_l)_g no puede encontrarse directamente en las tablas, sino que se
’ 2

obtiene indirectamente aplicando el teorema de inversion:

1
FO - F a =
(n-Lm-1),= F
2 (m-1,n-1)1-%
2
(no tabla) (si tabla)
Asi, el intervalo:
P F(n_l m-1); < <Frima< F(n_l m-1)1-% =f=l-a g puede reescribir
m-1);> :
P 1 <F <F =f=1-a
F( 1,n-1)1-2 e (-1, m-1)1-2 -
m-1,n-1)1-—

A continuacion, se sustituye la expresion * en el intervalo:

1 S2,/c?
g F ) S2 1?(712 ) F(n—l m-1)1-2 =p=l-a
(m—l,n—l);l—% m-1/72 | S 2
2 2 2 2 2 2 2 2
Sn—l/o'l _Sha : Smo1 _ Spa 0 _ Sig 0y

2 ) 2 202 o2 2
Sm—l/o'z 0, Oy 01 Sy Smo1 01

Teniendo en cuenta que:

2 2
1 Sn—l _0-2

F 2 2 n-1,m-1)1-%
(m-1, n—l);l—% Sm-1 01 ( ) 2

P

2 2
(o2
El objetivo es obtener el IC| = |, por lo que el parametro 22 debe quedar sélo en la
o o’

1 1

2
Smfl

parte central de la desigualdad. Para ello, multiplicamos los tres miembros por g2
n-1
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2 2 2
g2 g2y P 1 Sm1 92 i Sty
N1, Om-1) F g2 0-12 (n-1m-1)2-% Sﬁ_l

=f=1-«

: . : 2 @2
Para obtener el intervalo en funcion de las varianzas muestrales (S, Sy,) se hacen

las siguientes sustituciones:

n
152 =(n-1)s2, 52, =57
n-1
2 m <2
mSy =(m-1)S;; — Sn1 = —om
m <o m .
1 Sn o2 m
g2 g2y |P m-1 = <F a—m—l =f=1-«a
ns m) F n s O (n-Lm-1)1-= N 2
(m-1,n-1)1-% 7Sn } 2 78,1
2 n-1 n-1

Interpretacion del resultado del IC: cuando el IC obtenido incluye la unidad, ello

. . 2 2 p s e
quiere decir que 0'2/0'1 podria tomar el valor 1, con lo que no existiria una

. . . . . 2 2 . .
diferencia significativa entre o, y o7 , con un nivel de confianza .

Caso B: 14, H, conocidas

X ~ N(yl;af) L, Ly conocidas Y ~ N(yz;azz)
l/ '|C((72/02)7
n— (X, X5, X,) ¢ m— (Y,Y,,....Y,,)

Muestras independientes
SevioenT.2.2yenel T.4.3 que cuando £ es conocida, se usa dicho parametro en

vez del estadistico X , y, en tal caso el estadistico a utilizar:

N 2
(Xi - ,Ll)
—1 —~ sigue una distribucion Zr?

Por analogia:
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n m

Z(Xi_ﬂl)z Z(YJ_/UZ)Z
= ique distribucion 7 =
0_12 Sigue n (722

sigue distribucion

Recuerde, ademaés, que se vioen el Tema 1.7:

1,
F =1

Ry
m

Teniendo esto en cuenta, el estadistico:

1 z X ﬂl

— =l

n of
m ( i sigue una distribucion Fy
2V~

=1

2
0,

=l

Partiendo de ello, y siguiendo pasos analogos a los del Caso A (se propone hacer el

desarrollo), se llega al IC:

m m
Z;(Yj—ﬂz)z Z;(Y ﬂz)z
j= j=
1 2
(m,n);l—% Z(Xi _/J’l) . 2 Z
i=1 i=1
n n

6. 1. C. PARA PROPORCIONES (POBLACIONES BINOMIALES)

6.1. 1. C. PARA LA PROPORCION POBLACIONAL

Consideremos una poblacion sobre la cual se estudia cierta caracteristica,
representada por la variable aleatoria X, de tal forma que cada elemento de la
poblacion, individualmente considerado, puede tener 0 no dicha caracteristica. Desde
este punto de vista, la variable aleatoria X podria conceptuarse como una binomial.
Llamaremos:

p = proporcidn de elementos de la poblacion que tienen la caracteristica
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q =1 - p = proporcién de elementos de la poblacion que no tienen la caracteristica
Para construir un 1. C. para p, extraemos una muestra aleatoria simple, a partir de la
cual se pueden obtener las proporciones muestrales P y q:

X (Bmomlal)

proporciones poblacionales

n §0 IC (p)
fl d (proporciones muestrales)
P = proporcion de elementos de la muestra que tienen la caracteristica

d = proporcion de elementos de la muestra que no tienen la caracteristica

P-p_
Se vio en T.2.5.1 que sin>30: P~ N(p,qu 0 =Z~N(01)

n
Una vez fijado el nivel de confianza  =1-«a establecemos que:

P(-Z,<Z<Zy)=p=1-a

~N(0,2)
a

. :
(Z, es el cuantil 1—5 deuna Z ~N(0,1), por lo que P(Z SZO):l—E)

se sustituye:

Pl-z,< PPz |=p=1-a
P

n

Se quiere construir un I. C. para P, por lo que, haciendo operaciones analogas a las

del apartado 2.1., se llega a:
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Pl -2, /%< p<p+Z, /% = f=1-a

Pero este intervalo ain no se puede calcular porque p y g son desconocidos, por lo

/ PqQ . _ . :
gue no se puede calcular N Este se puede estimar mediante su correspondiente

. | Pq ) | Pq imaci6 pg
estimador muestral 1/~ , que si se puede calcular: /= = estimacion o -ElC

quedaria asi:
Plp-Zp X < p<przy /X |=p=1-0
n n
. . o [pd -
El IC obtenido estd centrado en P y tiene de radio I = 4g n (que es el limite

maximo o cota superior para el error de estimacion).
Para determinar el tamafio de la muestra que es necesario tomar para estimar p (con

un limite maximo o cota superior para el error de estimacion de cuantia r dado, y con

un nivel de confianza £ también dado), se despeja n de la expresion del radio, r:

A A

A 7 — Zo\, ..
dadosr, f: =2, Ly r220%; \/_=TO oq n:[_oj (pg)

n '’ r

P y § son las proporciones de una muestra anterior a la que ahora se pretende
extraer (muestreo bietapico). Si no se dispone de esta informacién muestral previa,

nos situamos en el caso de la maxima incertidumbre, asignandole a P y § el valor

0’5: p=¢=0%5, sustituyéndolas en la ecuacion de n:

n= (ET(O'zs)

r

Este tamafio muestral es mas grande que el que se obtiene cuando hay informacion
muestral previa sobre P y @ (se obtiene un tamafio muestral denominado

“conservador”).
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6.2.1. C. PARA LA DIFERENCIA DE PROPORCIONES POBLACIONALES

Consideremos una poblacion sobre la cual se Consideremos otra poblacion sobre la cual se
estudia cierta caracteristica, representada por la estudia cierta caracteristica, representada por la
v. a. X, tal que cada elemento de la poblacion, v. a. Y, tal que cada elemento de la poblacién,
individualmente considerado, puede tener o no individualmente considerado, puede tener o no

dicha caracteristica. dicha caracteristica.
X (Binomial) Y (Binomial)
p1=proporcion de elementos de la poblacion p2=proporcion de elementos de la poblacion
1 que tienen la caracteristica 2 que tienen la caracteristica
qi=1-p1=proporcion de elementos de la g2=1-p.=proporcion de elementos de la
il poblacion 1 que no tienen la caracteristica il poblacién 2 que no tienen la caracteristica
n m
AN v
Py Ch (Q1=1_ ﬁl) f)z Q2 (qZ=1— ﬁz)
Muestras independientes, con n + m > 30
¢1C (p1-p2)?
. A A P | P20
Recuerde que si N+m>30: (pl_p2)~N(p1_p2’ 0 + m )
(pl - pZ)_ (pl - p2) -7 ~ N(O,l)
(T.2.5.2) —
P1th + P20:
n m

Una vez fijado el nivel de confianza £ =1—a establecemos que:

P(-Zy<Z<Z))=p=1-a

Z~N(0,2)

o

a
(Z, es el cuantil 1—5 de una Z ~ N(0,1), por lo que P(Z < ZO):l_E)

se sustituye:
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P _ZO<(p1_f)2)_(p1_p2)<ZO =ﬁ=1—0[

\/p1q1+ P20,
n m

Se quiere construir un I. C. para (pl — pz), por lo que, haciendo operaciones:

o (50020 P2 P )< ) 20 P4 B |- o

\/plql L Pt
n

En la expresion anterior, generalmente sera desconocida, pero puede

X
n m

ser estimada mediante su correspondiente estimador muestral, \/ . Por lo

que la expresion del IC quedaria asi:

P[(ﬁl_ pz)_ZO\/%JF% <(p1— p2)<([51— ﬁ2)+zo %+%):ﬂ:1—a

Interpretacion del resultado del I1C: cuando el IC construido contiene el valor 0, ello

querria decir que (pl— pz) podria tomar el valor O, por lo que no existiria una

diferencia significativa entre P; y P,, con un nivel de confianza £.

El IC obtenido esta centrado en (P — P,) y tiene de radio ' = Zo\/%+%

(cota superior o limite maximo para el error de estimacion).

Para determinar los tamafos que han de tener ambas muestras para que el error de
estimacion sea inferior a la cota dada, r, y para un nivel de confianza £ también
prefijado, se ha de imponer n=my despejar el tamafio muestral de la expresion de r:

dadosr, /3

2
0,6, + D4 Zo r———— Z Ln  aoa
rzsz—plqlnpﬂz; Jn = =2\ Buly+ Pl n=£7°j (PyGy + PoGz)
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Analogamente a lo comentado en el epigrafe anterior, para obtener las proporciones
muestrales Py, G;, P,, G, hay dos soluciones:

1%) Si se conocen gracias a un muestreo anterior, se utiliza dicha informacion previa
(muestreo bietapico).

2%) Si no se cuenta con informacién anterior, se opta por asignar a las proporciones

muestrales el valor 0’5, por lo que:

n= (%)2(0'5 05+0'5-0%5). n= (%)2(0'5)

Asi se obtiene un tamafio muestral mayor que el que se obtendria si se tuviera alguna
informacion sobre dichas proporciones muestrales (se obtendria un tamafio muestral

denominado “conservador’).
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