Esame di Analisi Funzionale e Trasformate
Secondo appello. 16 luglio 2020
A A. 2019/2020. Prof. M. Bramanti

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. Enunciare con precisione e dimostrare il teorema sulla continuita del
limite uniforme di funzioni continue. Mostrare con opportuni contresempi la
necessita delle ipotesi.

B. Definire gli spazi L? () su uno spazio di misura astratto, per p € [1,00)
e illustrarne le principali proprietd studiate (in particolare, ma non solo, la
disuguaglianza di Holder). Cosa si pud dire sugli spazi L? (Q2) per p € (0,1)7

C. Dopo aver ricordato la definizione di trasformata di Laplace e ascissa di
convergenza, enunciare con precisione e dimostrare le proprieta che riguardano
la L-trasformata della convoluzione e la L-trasformata della primitiva di una
funzione.

D. Dopo aver richiamato la definizione di distribuzione temperata e trasfor-
mata di Fourier di una distribuzione temperata, dimostrare (con i calcoli det-
tagliati) come si calcolano le trasformate di Fourier di: delta di Dirac, esponen-
ziale complesso, funzioni seno e coseno, funzione z*. (E’ sufficiente trattare il
caso unidimensionale, cio¢ funzioni di una variabile).



Svolgere i seguenti esercizi
1. (5 punti). Considerando nota la trasformata di Fourier

F (e_lxl) €= Hjﬁég

e sfruttando le proprieta della trasformata di Fourier:
a. Calcolare
F (e‘“lxl) per a > 0 qualsiasi;

quindi calcolare
F (efzm “ 673\00\)

(in entrambi i casi si chiede di riportare i passaggi, non limitarsi a scrivere il
risultato).

b. Calcolare
e 207l 4 6—3lﬂ£|7

sfruttando il risultato del punto precedente. (Suggerimento: non occorre usare
il metodo dei residui; ricondursi alle trasformate appena calcolate).

2. (5 punti). Utilizzando il metodo della trasformata di Laplace, risolvere
il problema di Cauchy
y' — 4y +6y = f(¢)
y(0) =2
y'(0)=-3
cioe scrivere una formula risolutiva esplicita che assegna la soluzione in funzione

del generico termine noto f (t), che si suppone L-trasformabile.

3. (5 punti). Si consideri la funzione
Fla) =3 ax s 1y (@),
n=1

a. Dimostrare che Ty ¢ una distribuzione su R. E’ una distribuzione tem-
perata? E’ una distribuzione a supporto compatto?

b. Calcolare (Tf)', semplificando I’espressione trovata. Infine scrivere il val-
ore di <(Tf)' , ¢>> esplicitamente, cio¢ in termini di ¢ e non di ¢'.
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funzione.

D. Dopo aver richiamato la definizione di distribuzione temperata e trasfor-
mata di Fourier di una distribuzione temperata, dimostrare (con i calcoli det-
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Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Considerando nota la trasformata di Fourier F (e“‘r') &) =
ﬁ e sfruttando le proprieta della trasformata di Fourier:

a. Calcolare F (e—a\w\) per a > 0 qualsiasi; quindi calcolare F (6_2‘“| * e‘3|x|)
(riportare i passaggi).

b. Calcolare e~2I*lxe=31#l sfruttando il risultato del punto precedente. (Sug-
gerimento: non occorre usare il metodo dei residui; ricondursi alle trasformate

appena calcolate).
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2. (5 punti). Utilizzando il metodo della trasformata di Laplace, risolvere
il problema di Cauchy
y' — 4y +6y=f(t)
y(0)=2
y (0)= -3

cioe scrivere una formula risolutiva esplicita che assegna la soluzione in funzione
del generico termine noto f (t), che si suppone L-trasformabile.



Indicando conY (s), F'(s) rispettivamente le trasformate di y (¢), f (¢) si ha:

sY (s) = sy (0) = 3/ (0) = 4(sY (s) =y (0) + 6Y (s) = F' (s)

Y (s) (s> —4s+6) = F (s)+ sy (0) +y (0) — 4y (0)
Y (s)(s*—4s+6) =F(s)+2s—3—38
1 25 — 11

Y(S):F(S).(82—48+6)+82—48+6.
1 1 1 V2 1
= :77:‘6 72t 1 2t>
827454‘6 (3_2)2+2 \/5(8—2)24—2 <\/§€ Sln(f)
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52—4s+6_2(5_2)2+2 \/5(8_2)2+2—L‘<2e cos(\/ﬁt) \/56 sin

Y(s)=L (f (t) = %e% sin (\/it) + 22! cos (\/Qt) - %e% sin (\/515)) (s)
y(t)=f(t)* %ezt sin (\/51&) + 2¢% cos (\/Et) - %e% sin (\/§t>

(ﬂt))

= % /Ot 2= gin (\/5 (t— T)) f (1) dr + 2 cos (ﬁt) - lezt sin (\/575) .
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3. (5 punti). Si consideri la funzione
f(z)= Z$2X(_%g) ().

a. Dimostrare che Ty ¢ una distribuzione su R. E’ una distribuzione tem-
perata? E’ una distribuzione a supporto compatto?

b. Calcolare (Tf)/, semplificando 'espressione trovata. Infine scrivere il val-
ore di <(Tf)/ , ¢> esplicitamente, cio¢ in termini di ¢ e non di ¢'.

a. Primo modo di provare che Ty ¢ una distribuzione: provare che f €
L}, (R). (Anzi, in realta f € L' (R)). Infatti

1/n o0

f(z)]dx < / 22dr = 2/ 22dx = — < 0.
Jreiesd [ va=de | 2

Secondo modo di provare che Ty ¢ una distribuzione: per ogni ¢ € D (R),

o 1/n o 1/n < 9
(Tr.8) <D / L lo@ldr <ldlon 32 / e =9l Y 5
n=1"v—1/T n=1 n=1



e per il criterio delle seminorme visto a lezione, Ty € D' (R).

Poiché supp f C [-1,1], Ty & una distribuzione a supporto compatto, a
maggior ragione ¢ una distribuzione temperata.

b. Calcoliamo (T)" derivando termine a termine.
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Grafico di xzx(_%%) (z)

Si ha: )
1 1
Quindi
/ > 1 1
(Ty) = nz::l {QJJX(,}“,}L) (z) — FS% + ndi} .
/ > 1/n =1 1 1
((Ty)",9) —2;/_1/nm¢7(x)dw+nzln <¢ (n) —¢ (n))



