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Cap. 1. Elementi di analisi funzionale

1. Si dia la definizione di spazio metrico (riportando gli assiomi di distanza),
successione di Cauchy, spazio metrico completo, spazio vettoriale normato (ri-
portando gli assiomi di norma), spazio di Banach. Si facciano esempi di spazi
di funzioni con le seguenti caratteristiche:

-uno spazio vettoriale normato e uno spazio vettoriale che non ha una norma
naturale
-uno E%ml metrico che non & uno spazio vettoriale;

-uno spazio vettoriale normato completo e uno non completo.

Si sottolinea che tutti gli esempi fatti devono consistere di spazi di funzioni,
non di spazi di dimensione finita.

2. Per una successione di funzioni f,, : & — R, con Q C R"”, definire le
nozioni di convergenza puntuale e convergenza uniforme. Enunciare (senza di-
mostrazione) i vari teoremi studiati che, sotto opportune ipotesi che coinvolgono
il concetto di convergenza uniforme, garantiscono che certe proprieta di f, si
trasferiscono al limite f. Mostrare quindi con esempi espliciti che, se viene a
cadere l'ipotesi di convergenza uniforme, le conclusioni dei precedenti teoremi
possono venire a cadere.

3. Dopo aver richiamato la definizione di condizione di Cauchy in uno spazio
vettoriale normato e la definizione di spazio vettoriale normato completo, di-
mostrare (utilizzando esempi opportuni) che lo spazio C° ([a, b]) con la norma
integrale non ¢ completo e che lo spazio C* ([a, b]) con la norma C° non ¢ com-
pleto.



4. Di ciascuno dei seguenti spazi di funzioni, dire se & vettoriale, se & nor-
mato, se & completo, fornendo le opportune giustificazioni:

a. Lo spazio C° [a,b] con la norma sup, ¢, 4 | f (z)|

b. Lo spazio C” (a,b) con la norma sup,¢(, ) | f ()]

c. Lo spazio C! [a, b] con la norma SUPgefa |f ()]

d. Lo spazio C" [a, b] con la norma sup,c(, 4 [/ ()]

e. Lo spazio C" [a,b] con la norma sup, ¢, ) |f ()] + sup,epqy [ ()]

f. Lo spazio C? (R) delle funzioni continue e limitate su R con la norma
super | f ()] -

g. Lo spazio C? (R) delle funzioni continue su R e che tendono a zero
all’infinito, con la norma sup,cp | f ()] .

h. Lo spazio C§ (R) delle funzioni continue su R e nulle fuori da un intervallo
chiuso e limitato (variabile da funzione a funzione), con la norma sup,cp | f ()] .

Cap. 2. Teoria della misura e dell’integrazione

1. “Sia (Q, M, ) uno spazio di misura”. Si spieghi cosa significa, cio¢ si dica
cosa sono 2, M, u, definendo in dettaglio i concetti coinvolti di sigma algebra e
misura. Fare poi diversi esempi di spazi di misura incontrati nel corso.

2. Enunciare dettagliatamente il teorema che afferma 1’esistenza della misura
di Lebsegue in R" e le sue proprieta.

3. In un generico spazio di misura (2, M, p), illustrare come si definisce
Pintegrale, prima per una funzione misurabile positiva e poi per una funzione
di segno qualunque o a valori complessi. Richiamare le definizioni dei principali
concetti coinvolti. Enunciare quindi le proprieta elementari dell’integrale in
questo contesto (linearita, monotonia...).

4. Enunciare il teorema della convergenza dominata per 'integrale di Lebesgue
e fare esempi di applicazioni teoriche di questo teorema incontrate nel corso.
Confrontare con il teorema di passaggio al limite per I'integrale di Riemann che
si & incontrato nel corso.

5. Nel contesto della teoria dell’integrale di Lebesgue, si enuncino con pre-
cisione e si dimostrino il teorema sulla continuita di un integrale dipendente
da un parametro e il teorema di derivazione sotto il segno di integrale per un
integrale dipendente da un parametro, cioé¢ una funzione del tipo

F(z) = /Q f () dy.

Fare anche un esempio significativo incontrato nel corso, di applicazione teorica
di ciascuno dei due teoremi.

6. Si enunci con precisi teorema di Fubini-Tonelli che consente di
trattare gli integrali doppi nella teoria di Lebesgue. Si discuta poi qualche
applicazione di questo teorema che si ¢ incontrata nel corso.

7. Si definisca cosa si intende per convoluzione di due ((;Emjni in R™ e si
illustrino le proprieta della convoluzione viste nel corso. In particolare, si enunci



e dimostri un risultato preciso che riguarda la convoluzione di due funzioni
L' (R™). Si enunci poi il risultato analogo che estende il precedente a spazi LP.
8. Definire gli spazi L? () su uno spazio di misura astratto, per p € [1,00)
e illustrarne le principali proprietad studiate (in particolare, ma non solo, la
disuguaglianza di Holder). Cosa si puod dire sugli spazi L? (Q2) per p € (0,1)7
9. Definire gli spazi LP () su uno spazio di misura astratto, per p € [1, cq].
(Distinguere la definizione nei casi p < 0o e p = 00). Quindi illustrare le re-
lazioni di inclusione che valgono tra spazi LP (2) quando © ha misura finita,
dimostrandole. Dare la definizione degli spazi L? (R") e spiegare che inclu-

loc
sione vale tra spazi L} . (R™) per diversi valori di p.

Cap. 3. Operatori e funzionali lineari continui

1. Operatori lineari continui tra due spazi vettoriali normati: si enunci con
precisione il teorema che sta alla base della definizione di “operatore lineare
continuo” (equivalenza tra tre condizioni), si dia quindi questa definizione e la
definizione di norma di un operatore. Si facciano diversi esempi di operatori
lineari continui tra spazi di funzioni, e un esempio di operatore lineare non
continuo.

2. Si dia la definizione di funzionale lineare continuo su uno spazio vettoriale
normato, norma di un funzionale lineare continuo, spazio duale di uno spazio
vettoriale normato. Si faccia qualche esempio di funzionale lineare continuo
sugli spazi di funzioni incontrati nel corso, e un esempio di funzionale lineare non
continuo. Infine, si faccia un esempio incontrato nel corso di caratterizzazione
dello spazio duale di un certo spazio vettoriale normato.

Cap. 4. Spazi di Hilbert

1. Dopo aver dato la definizione di spazio vettoriale con prodotto scalare (in
particolare, elencando gli assiomi di prodotto scalare), si enuncino la disug-
uaglianza di Cauchy-Schwartz, la proprieta che consente di definire una norma, e
I'uguaglianza del parallelogramma. Si dia la definizione di spazio pre-hilbertiano
e spazio di Hilbert, e si facciano esempi di spazi di Hilbert e di spazi pre-
hilbertiani che non sono di Hilbert. Si enuncino e dimostrino le proprieta di
continuita della norma e del prodotto scalare.

2. Enunciare e dimostrare il teorema di Pitagora negli spazi pre-hilbertiani
per un numero finito di vettori. Quindi enunciare e dimostrare la versione di
teorema di Pitagora che vale in uno spazio di Hilbert per una successione di
vettori.

3. Dopo aver richiamato la definizione di spazio di Hilbert e di sistema
ortonormale (finito), enunciare e dimostrare il teorema della proiezione su un
sottospazio finito dimensionale di uno spazio di Hilbert.

4. Dopo aver richiamato la definizione di spazio di Hilbert e di sistema
ortonormale (finito), enunciare (senza dimostrazione) il teorema della proiezione



su un sottospazio finito dimensionale di uno spazio di Hilbert. Dare quindi la
definizione di sistema ortonormale (s.o.n.) numerabile e di serie di Fourier, in
uno spazio di Hilbert, rispetto a un fissato s.o.n. numerabile. Dimostrare come
dal teorema della proiezione seguono la disuguaglianza di Bessel e la convergenza
delle serie di Fourier (a un elemento dello spazio per ora non precisato).

5. Dopo aver richiamato la definizione di spazio di Hilbert e di sistema
ortonormale, dare la definizione di sistema ortonormale completo (s.o.n.c.) in
uno spazio di Hilbert. Quindi enunciare con precisione e dimostrare il teorema
che riguarda la trasformata di Fourier come isometria lineare tra spazi di Hilbert
e la convergenza delle serie di Fourier in spazi di Hilbert.

6. Ortonormalizzando le potenze 1,z,2% in L?(—1,1), costruire i primi
polinomi di Legendre.

7. Ortonormalizzando le potenze 1, x, 2 in L? (]R, e’ dm), costruire i primi

polinomi di Hermite.
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