Esame di Analisi Funzionale e Trasformate
Prima prova in itinere. Aprile 2018
A.A. 2017/2018. Prof. M. Bramanti Dom 1

Tema A Dom 2
Dom 3

Es 1
Es 2
Es 3
Tot.

Punti

Cognome:

Nome
N° matr. o cod. persona:

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Enunciare con precisione e dimostrare il teorema sulla
continuita del limite uniforme di funzioni continue. Mostrare con opportuni
contresempi la necessita delle ipotesi.

B. (6 punti). Nel contesto della teoria dell’integrale di Lebesgue, si enun-
cino con precisione il teorema sulla continuita di un integrale dipendente da un
parametro e il teorema di derivazione sotto il segno di integrale per un integrale
dipendente da un parametro, cioé¢ una funzione del tipo

F(2) =/Qf(x,y) dy,

e si dimostri il teorema di derivazione. Fare anche un esempio significativo
incontrato nel corso, di applicazione teorica di ciascuno dei due teoremi.

C. (6 punti). Si dia la definizione di funzionale lineare continuo su uno
spazio vettoriale normato, norma di un funzionale lineare continuo, spazio duale
di uno spazio vettoriale normato. Si faccia qualche esempio di funzionale lin-
eare continuo sugli spazi di funzioni incontrati nel corso e si faccia un esempio
incontrato nel corso di caratterizzazione dello spazio duale di un certo spazio
vettoriale normato.

D. (6 punti). Dopo aver definito lo spazio S (R™) delle funzioni a de-
crescenza rapida, enunciare e dimostrare (nel caso unidimensionale) le propri-
eta di questo spazio rilevanti dal punto di vista della teoria della trasformata di
Fourier. Quindi mostrare come, sfruttando queste proprieta, & possibile definire
la trasformata di Fourier di una funzione L? (R™).



Svolgere i seguenti esercizi
1. (5 punti). Di ciascuna delle seguenti affermazioni stabilire se ¢ vera o
falsa, giustificando la risposta.
a. Se f € CJ (R) e g € L? (R), allora f - g € L (R)
b. Se fe CO°(R) eg e L. (R), allora f-g € L7 (R)
.Se feS(R)ege L' (R), allora f +g e L*(R)
.Se fe L' (R) e g € L (R), allora f - g € L* (R)
.Se feL*(R) e g€ L (R), allora f - g € L' (R)

D QO

[\V]

. (4 punti). Siano

x

f(ff): W?Q

(@) = x(-1,1) ()

a. Prima di eseguire calcoli, stabilire in base alle proprieta di f e g se la
convoluzione f * g & ben definita e appartiene a L' (R), o a L? (R), se & even-
tualmente simmetrica pari o dispari, e se & continua (dimostrando 1’affermazione
fatta).

b. Calcolare quindi esplicitamente f * g e semplificare I’espressione ottenuta.

3. (6 punti).
Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di
f(z)

B x
2242245

a. Osservando la funzione f (z), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire
a quale spazio funzionale appartiene f e a quale apparterra percio f, cosa &
possibile prevedere riguardo a f (&) in base alla teoria, riguardo ai seguenti
punti: se fé reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se fé pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f, con che velocita tendera a zero ]?

b. Calcolare quindi f e riscrivere ’espressione trovata per f (£) in forma sem-
plificata. In particolare, scrivere esplicitamente, in forma semplificata, Im ]?(f)

e|f@l



Esame di Analisi Funzionale e Trasformate
Prima prova in itinere. Aprile 2018
A.A. 2017/2018. Prof. M. Bramanti Dom 1

Tema B Dom 2
Dom 3

Es 1
Es 2
Es 3
Tot.

Punti

Cognome:
Nome
N° matr. o cod. persona:

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Per una successione di funzioni f, : Q@ — R, con 2 C R",
definire le nozioni di convergenza puntuale e convergenza uniforme, commen-
tandone la differenza. Enunciare quindi (senza dimostrazione) i vari teoremi
studiati che, sotto opportune ipotesi che coinvolgono il concetto di convergenza
uniforme, garantiscono che certe proprieta di f, si trasferiscono al limite f.
Mostrare quindi con esempi che, se viene a cadere l'ipotesi di convergenza uni-
forme, le conclusioni dei precedenti teoremi possono venire a cadere.

B. (6 punti). Si enunci con precisione il teorema di Fubini-Tonelli che con-
sente di trattare gli integrali doppi nella teoria di Lebesgue. Si mostri poi come
si applica questo teorema nella dimostrazione del teorema sulla convoluzione
di funzioni in L' (R™).

C. (6 punti). Dopo aver richiamato la definizione di spazio di Hilbert e
di sistema ortonormale (finito), enunciare il teorema della proiezione su un sot-
tospazio finito dimensionale di uno spazio di Hilbert. Dare quindi la definizione
di sistema ortonormale (s.0.n.) numerabile e di serie di Fourier, in uno spazio
di Hilbert, rispetto a un fissato s.o.n. numerabile. Mostrare come dal teorema
della proiezione seguono la disuguaglianza di Bessel e la convergenza delle serie
di Fourier (a un elemento dello spazio). Infine, dare la definizione di sistema
ortonormale completo (s.o.n.c.) in uno spazio di Hilbert e enunciare con preci-
sione il teorema che riguarda la trasformata e le serie di Fourier in uno spazio
di Hilbert, rispetto a un fissato s.o.n.c.

D. (6 punti). Dare la definizione di trasformata di Fourier di una fun-
zione L' (R™) e enunciare con precisione le sue proprieta che riguardano: la
trasformata come operatore lineare continuo tra opportuni spazi; trasformata
della derivata; derivata della trasformata; trasformata della convoluzione. Di-
mostrare quindi due delle precedenti proprieta (per le formule delle derivate,
¢ richiesto solo il caso di derivata prima e funzioni di una variabile).



Svolgere i seguenti esercizi
1. (5 punti). Di ciascuna delle seguenti affermazioni stabilire se ¢ vera o
falsa, giustificando la risposta.
a. Se f € CY(R) e g € L' (R), allora f-g € L? (R)
b.Se fe CO(R)ege L2 (R), allora f-g € L}, (R)
Se feS(R)ege L3 (R), allora f-g € L* (R)
Se f € L2(R) e g € L' (R), allora f % g € L2 (R)
Se fe L*(R) e g € L' (R), allora f - g € L2 (R)

o 0

[\V]

. (4 punti). Siano

x

f(ff): W?Q

(@) = x(-1,1) ()

a. Prima di eseguire calcoli, stabilire in base alle proprieta di f e g se la
convoluzione f * g & ben definita e appartiene a L' (R), o a L? (R), se & even-
tualmente simmetrica pari o dispari, e se & continua (dimostrando 1’affermazione
fatta).

b. Calcolare quindi esplicitamente f * g e semplificare I’espressione ottenuta.

3. (6 punti).
Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di
f(z)=

x
24+ 2x+5

a. Osservando la funzione f (z), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire
a quale spazio funzionale appartiene f e a quale apparterra percio f, cosa €
possibile prevedere riguardo a f( ) in base alla teoria, riguardo al seguenti
punti: se f ¢ reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f ; con che velocita tendera a zero f

b. Calcolare quindi f e riscrivere ’espressione trovata per f (€) in forma sem-
plificata. In particolare, scrivere esplicitamente, in forma semplificata, Im f(f )

e|Fe@l.



Esame di Analisi Funzionale e Trasformate
Prima prova in itinere. Aprile 2018
A.A. 2017/2018. Prof. M. Bramanti Dom 1

Svolgimento Tema A Dom 2
Dom 3

Es 1
Es 2
Es 3
Tot.

Punti

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Enunciare con precisione e dimostrare il teorema sulla
continuita del limite uniforme di funzioni continue. Mostrare con opportuni
contresempi la necessita delle ipotesi.

Risposta: v. libro di testo, §1.2.1

B. (6 punti). Nel contesto della teoria dell’integrale di Lebesgue, si enun-
cino con precisione il teorema sulla continuita di un integrale dipendente da un
parametro e il teorema di derivazione sotto il segno di integrale per un integrale
dipendente da un parametro, cio¢ una funzione del tipo

F(2) =/Qf(x,y) dy,

e si dimostri il teorema di derivazione. Fare anche un esempio significativo
incontrato nel corso, di applicazione teorica di ciascuno dei due teoremi.

Risposta: v. libro di testo, §2.3.4 (e 7.1.1, ad esempio, per l'applicazione
alla continuita e alla derivata della trasformata di Fourier).

C. (6 punti). Si dia la definizione di funzionale lineare continuo su uno
spazio vettoriale normato, norma di un funzionale lineare continuo, spazio duale
di uno spazio vettoriale normato. Si faccia qualche esempio di funzionale lin-
eare continuo sugli spazi di funzioni incontrati nel corso e si faccia un esempio
incontrato nel corso di caratterizzazione dello spazio duale di un certo spazio
vettoriale normato.

Risposta: v. libro di testo, §3.2

D. (6 punti). Dopo aver definito lo spazio S (R™) delle funzioni a de-
crescenza rapida, enunciare e dimostrare (nel caso unidimensionale) le propri-
eta di questo spazio rilevanti dal punto di vista della teoria della trasformata di
Fourier. Quindi mostrare come, sfruttando queste proprieta, & possibile definire
la trasformata di Fourier di una funzione L? (R™).

Risposta: v. libro di testo, §7.4.2.



Svolgere i seguenti esercizi
1. (5 punti). Di ciascuna delle seguenti affermazioni stabilire se ¢ vera o
falsa, giustificando la risposta.
a. Se f € CJ (R) e g € L? (R), allora f - g € L (R)
.SefeC'(R)ege Ll (R), allora f-g€ L7 (R)
.Se feS(R)ege L' (R), allora f +g e L*(R)
.Se fe L' (R) e g € L (R), allora f - g € L* (R)
.Se feL*(R) e g€ L (R), allora f - g € L' (R)

o Q0 o

a. Vero. Poiché¢ f € CJ (R),
1f =g @) <|[fllcolg ()]

Poich¢ f - g ¢ nulla fuori da un certo intervallo [a,b], e L?[a,b] C L'[a,b]
(inclusione tra spazi LP su insiemi di misura finita), fg € L* (R).
b. Falso. Poiché f € CY (R), su un intervallo [a, b] fissato si ha

1f g @) < fllgofa |9 ()]

Tuttavia il fatto che g € L' [a,b] non implica che g € L?[a,b], quindi fg puo
non appartenere a L? [a,b]. Ad esempio,

f@)=1€C*[R),g(x) = —— € LL,, (R) ma

Vel

1
r)=——¢ L2 (R).
fg() \/m¢ loc( )

c. Vero. Se f € S (R) allora f € L3 (R) dunque se g € L* (R), per il teorema
di Young f * g € L3 (R).

d. Vero. Se f € L' (R) allora f € C°(R) C L™ (R), dunque se g € L? (R) &
anche f - g € L2 (R).

e. Vero. Se f € L2(R) allora f € L2(R) e se g € L2(R), per la disug-
uaglianza di Holder f- g € L' (R)

2. (4 punti). Siano

J@) = 7730 (@) = X @).

a. Prima di eseguire calcoli, stabilire in base alle proprieta di f e g se la
convoluzione f * g & ben definita e appartiene a L' (R), o a L? (R), se & even-
tualmente simmetrica pari o dispari, e se & continua (dimostrando l’affermazione
fatta).

b. Calcolare quindi esplicitamente f * g e semplificare I’espressione ottenuta.

a. f€L?R) ma f ¢ L' (R); g€ L' (R) quindi per il teorema di Young,
f*g € L*(R). Poich¢ f & dispari e g & pari, sara f g dispari. Poiché

(Frg@=[ 2V a,

1+ (z—y)”



Iintegranda & continua rispetto a x e

r—y

_TTY -yl <|p+1<c
1+ (z —y)°

per ogni x variabile in un intorno fissato di un punto zy € R qualsiasi fissato, e
la costante ¢ & una funzione integrabile (rispetto a y) in (—1, 1), la convoluzione
& continua.

b.

(f*g)(z) = /_11 ﬁdy = {—;log (1+ (x —y)z)rl

=T T T T T T T T

T T T T

Grafico di f,ge fx*g.

3. (6 punti).
Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di
f(z)=

x
24+ 2x+5

a. Osservando la funzione f (z), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire
a quale spazio funzionale appartiene f e a quale apparterra percid f, cosa €
possibile prevedere riguardo a f({) in base alla teoria, riguardo ai seguenti
punti: se fé reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se fé pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f; con che velocita tendera a zero f.

b. Calcolare quindi fe riscrivere I’espressione trovata per f(é ) in forma sem-
plificata. In particolare, scrivere esplicitamente, in forma semplificata, Im f(g )

e|Fe@l

1 1+ (z—1) 1 22 — 22 42 1 22 4 22 + 2
—Elog — S| =—5lg| 55— =5l %>
1+ (z+1) 2 ¢+ 2x+2 2 T2 —2x+2

).



a. f € L2 (R)\ L' (R), quindi sara f € L? (R) ma probabilmente f ¢ C? (R);
f & reale non simmetrica, f non sara né reale né immaginaria pura, e senza
simmetrie; f & infinitamente derivabile, quindi f tendera a zero all’infinito piu
rapidamente di ogni potenza di x; f tende a zero come 1/z, quindi come gia
detto f () ¢ L' (R) e potrebbe essere f ¢ C° (R).

b. La funzione f (z) ha 2 poli del prim’ordine nei punti z = —1 & 2i.

L wemiee f se€<0 2miRes (s, —1+2i)
f (5) - 72 + 27 + 5dl‘ - - ze 27128 :
R Se§> 0 —27i Res (m,_l—QZ)
[ g2z P
se f <0 27 (W)/Z:71+2i { se 5 <0 i (=1+42i)e 22;1{( 1+2i)
= . ge—2mizE = . (,1,21‘)6—27”'5(—1—27?)
se&>0 —2m (W)/Z:_l_% se({ >0 —mi- —
[ se&<0 T [(—1+42i)e* et
T seé>0 T [(—1—2i)e’ e
Im fA(f) [ se& <0 Z[(2cos(2mE) — sin (27E)) e*™¢]
T se&>0 I [(—2cos(2m€) — sin (27€)) e
Sl [ se <0 T|-1+2ief [ se& <0 ZVBe™ T o
‘f(f)‘_{ se £ >0 %‘—1—2“674”5 - se & >0 %\/56—4‘"’5 - 2\/56
—0.4 -0.2 ) 4
T £ (€) 7 ©)|



Esame di Analisi Funzionale e Trasformate
Prima prova in itinere. Aprile 2018
A.A. 2017/2018. Prof. M. Bramanti Dom 1

Svolgimento Tema B Dom 2
Dom 3

Es 1
Es 2
Es 3
Tot.

Punti

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Per una successione di funzioni f, : Q@ — R, con 2 C R",
definire le nozioni di convergenza puntuale e convergenza uniforme, commen-
tandone la differenza. Enunciare quindi (senza dimostrazione) i vari teoremi
studiati che, sotto opportune ipotesi che coinvolgono il concetto di convergenza
uniforme, garantiscono che certe proprieta di f, si trasferiscono al limite f.
Mostrare quindi con esempi che, se viene a cadere l'ipotesi di convergenza uni-
forme, le conclusioni dei precedenti teoremi possono venire a cadere.

Risposta: v. libro di testo, §1.2.1, 1.2.2.

B. (6 punti). Si enunci con precisione il teorema di Fubini-Tonelli che con-
sente di trattare gli integrali doppi nella teoria di Lebesgue. Si mostri poi come
si applica questo teorema nella dimostrazione del teorema sulla convoluzione
di funzioni in L' (R™).

Risposta: v. libro di testo, §2.5, 2.6.

C. (6 punti). Dopo aver richiamato la definizione di spazio di Hilbert e
di sistema ortonormale (finito), enunciare il teorema della proiezione su un sot-
tospazio finito dimensionale di uno spazio di Hilbert. Dare quindi la definizione
di sistema ortonormale (s.0.n.) numerabile e di serie di Fourier, in uno spazio
di Hilbert, rispetto a un fissato s.0.n. numerabile. Mostrare come dal teorema
della proiezione seguono la disuguaglianza di Bessel e la convergenza delle serie
di Fourier (a un elemento dello spazio). Infine, dare la definizione di sistema
ortonormale completo (s.o.n.c.) in uno spazio di Hilbert e enunciare con preci-
sione il teorema che riguarda la trasformata e le serie di Fourier in uno spazio
di Hilbert, rispetto a un fissato s.o.n.c.

Risposta: v. libro di testo, §4.2-4.3.

D. (6 punti). Dare la definizione di trasformata di Fourier di una fun-
zione L' (R™) e enunciare con precisione le sue proprietd che riguardano: la
trasformata come operatore lineare continuo tra opportuni spazi; trasformata
della derivata; derivata della trasformata; trasformata della convoluzione. Di-
mostrare quindi due delle precedenti proprieta (per le formule delle derivate,
¢ richiesto solo il caso di derivata prima e funzioni di una variabile).

Risposta: v. libro di testo, §7.1.1.



Svolgere i seguenti esercizi
1. (5 punti). Di ciascuna delle seguenti affermazioni stabilire se ¢ vera o
falsa, giustificando la risposta.
a. Se f € CY(R) e g € L' (R), allora f - g € L? (R)
.Se feC'(R)ege L}, (R), allora f-g € Li,. (R)
.Se feS(R)ege L?(R), allora f-g e L' (R)
.Se feL*(R) e g € L' (R), allora f x g € L* (R)
.Se feL*(R) e g€ L (R), allora f - g € L* (R)

o Q0 o

a. Falso. Se f € CJ (R) e g € L' (R), allora

1f-g@)] <[ fllco lg ()],

inoltre f - g si annulla fuori da un certo intervallo [a,b]. Tuttavia il fatto che
g € L![a,b] non implica che g € L?[a, ], contresempio:

—lz|

g(ﬂ?):m

b. Vero. Fissato un intervallo [a, b],

e f (z) continua e diversa da zero in un intorno dell’origine.

1f -9 @) < fllgofap lg (@)

Se g € L?[a,b], allora g € L' [a,b] (inclusione tra spazi LP su insiemi di misura
finita), percio f-g € L' [a,b].

c. Vero. Sia g 'esponente coniugato di p = 3. Poiché f € S(R) C L4 (R) e
g € L? (R), per la disuguaglianza di Holder f-g € L' (R).

d. Vero. Se f € L? (R) allora fer? (R) e se g € L' (R), per il teorema di
Young f* g € L?(R).

e. Falso. Se f € L*(R) allora f € L2 (R). Ora g € L* (R) e il prodotto tra
una funzione L' e una funzione L? non sta necessariamente in L?. Ad esempio:

2. (4 punti). Siano

J@) = 17 319(@) =X @).

a. Prima di eseguire calcoli, stabilire in base alle proprieta di f e g se la
convoluzione f * g & ben definita e appartiene a L' (R), o a L? (R), se & even-
tualmente simmetrica pari o dispari, e se & continua (dimostrando l’affermazione
fatta).

b. Calcolare quindi esplicitamente f * g e semplificare ’espressione ottenuta.

10



a. f€L?R) ma f¢ L' (R); g € L' (R) quindi per il teorema di Young,
f*g € L% (R). Poiché¢ f & dispari e g & pari, sara f * g dispari. Poiché

(Frg)@ = [ 2y,

114 (z—y)
Iintegranda & continua rispetto a x e

r—y

—— | <|zr—-y|<|z|+1<¢c
1+ (z —y)°

per ogni x variabile in un intorno fissato di un punto zy € R qualsiasi fissato, e
la costante ¢ & una funzione integrabile (rispetto a y) in (—1, 1), la convoluzione
& continua.

b.

1

(f*g)(w):/ e T {;log (1+(fcy)2)}1

11+ (x—y) -1

L 1+ (z—1) L a2 — 22 42 L 22 4 22 + 2
= ——1]o - L = ——1]o B — = — o -
2 B\ 1T @r1) 2%\ 2o y2) T2 B\ 222

Grafico di f,ge fx*g.

3. (6 punti).
Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di

f(z) =

x
24+ 2x+5

a. Osservando la funzione f (z), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire
a quale spazio funzionale appartiene f e a quale apparterra percid f; cosa &

11
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possibile prevedere riguardo a f (§) in base alla teoria, rlguardo al seguenti
punti: se f ¢ reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f ; con che velocita tendera a zero f

b. Calcolare quindi f e riscrivere I’espressione trovata per f (€) in forma sem-
plificata. In particolare, scrivere esplicitamente, in forma semplificata, Im f(ﬁ)

e|Fe@l-

a. f € L (R)\ L' (R), quindi sara f € L? (R) ma probabilmente f ¢ C? (R);
f & reale non simmetrica, f non sara né reale né immaginaria pura, e senza
simmetrie; f & infinitamente derivabile, quindi f tendera a zero all’infinito pia
rapidamente di ogni potenza di z; f tende a zero come 1/z, quindi come gia
detto f (z) ¢ L' (R) e potrebbe essere f ¢ C° (R).

b. La funzione f (z) ha 2 poli del prim’ordine nei punti z = —1 4 2i.

2wiz€ .
_ —2mize se £ <0 2miRes (7 1+ 22)
Fo= | agsda= i
R 2%+ 20 +5 se >0 —2mReS(W,—1—2i)
. { pe—2mizg _
B se £ <0 2mi (W)/z:—l-O-Qi [ sec<0 mi (=142i)e2miE(-1420)
se £ >0 —2mi (ze;;’r';z&)/z__l 0 se&{>0 —mi- S 21)6:22;”&( N\
[ se&<0 T [(—1+2i)e* et
Tl se&>0 3 [(—1—26)e2iem ]
m )= { * £€<0 % [(2cos(27€) — sin (27€)) *™¢]
T se&>0 I [(—2cos(2m€) — sin (27€)) e 4™
Sl [ se <0 Fl-1+2ief [ se& <0 ZVBel™ T o
‘f(f)‘_{se§>0 Tl-1—2ile™™ T ] se& >0 Zy/He T —2\/56
T £ (€) 7 ©)|
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