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Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Enunciare con precisione e dimostrare il teorema sulla
continuita del limite uniforme di funzioni continue. Mostrare con opportuni
contresempi la necessita delle ipotesi.

B. (6 punti). Dopo aver dato la definizione di spazio vettoriale con prodotto
scalare e norma indotta dal prodotto scalare, enunciare e dimostrare la dis-
uguaglianza di Cauchy-Schwartz, la disuguaglianza triangolare per la norma e
l'uguaglianza del parallelogramma.

C. (6 punti). Dare la definizione di funzione L-trasformabile, ascissa di con-
vergenza, semipiano di convergenza, trasformata di Laplace. Quindi, mostrare
la relazione fra trasformata di Laplace e trasformata di Fourier, ricavando for-
malmente (cioé senza dimostrazione rigorosa) una formula di antitrasformazione
per la trasformata di Laplace.

D. (6 punti). Le operazioni di traslazione, dilatazione, riflessione, molti-
plicazione per una funzione, di una distribuzione in D’ (R): mostrare come si
arriva alle definizioni di queste operazioni in modo che siano un’estensione degli
analoghi concetti per le funzioni. Esemplificare poi queste operazioni nel caso
della distribuzione T' = §,, con zo € R.



Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Ortonormalizzare nello spazio di Hilbert L2 ((0, +o0) , zdx)
le funzioni

fi(@)=e" fo(z) =e "

(Suggerimento: Calcolare prima di tutto Uintegrale I, =
k > 0 qualsiasi, e usare questo risultato nei calcoli successivi).

+ _
ooe kx

0 xdx per

2. (5 punti). Si consideri il problema di Cauchy

y'+2y =3y =f(t)
y(0)=1
y' (0)=0
Usando il metodo della trasformata di Laplace, determinare la soluzione

di questo problema per un generico termine noto f definito in (0,+00) e L-
trasformabile.

3. (5 punti). Si consideri la distribuzione temperata S associata alla
funzione

3 2
z° + 2
)= —F—
241
e se ne calcoli la trasformata di Fourier nel senso delle distribuzioni temperate.
Si scriva quindi, per una generica ¢ a decrescenza rapida, I’espressione <S y ¢>

in modo esplicito, cioé¢ senza coinvolgere ¢.
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Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Enunciare con precisione e dimostrare il teorema sulla
continuita del limite uniforme di funzioni continue. Mostrare con opportuni
contresempi la necessita delle ipotesi.

[Risposta: v. Dispensa, §1.2.1]

B. (6 punti). Dopo aver dato la definizione di spazio vettoriale con prodotto
scalare e norma indotta dal prodotto scalare, enunciare e dimostrare la dis-
uguaglianza di Cauchy-Schwartz, la disuguaglianza triangolare per la norma e
l'uguaglianza del parallelogramma.

[Risposta: v. Dispensa, §4.1]

C. (6 punti). Dare la definizione di funzione L-trasformabile, ascissa di con-
vergenza, semipiano di convergenza, trasformata di Laplace. Quindi, mostrare
la relazione fra trasformata di Laplace e trasformata di Fourier, ricavando for-
malmente (cioé senza dimostrazione rigorosa) una formula di antitrasformazione
per la trasformata di Laplace.

[Risposta: v. Dispensa, §6.1]

D. (6 punti). Le operazioni di traslazione, dilatazione, riflessione, molti-
plicazione per una funzione, di una distribuzione in D’ (R): mostrare come si
arriva alle definizioni di queste operazioni in modo che siano un’estensione degli
analoghi concetti per le funzioni. Esemplificare poi queste operazioni nel caso
della distribuzione T' = §,, con z¢ € R.

[Risposta: v. Dispensa, §7.2.3]



Svolgere i seguenti esercizi
1. (5 punti). Ortonormalizzare nello spazio di Hilbert L2 ((0, +o0) , zdx)

le funzioni

file)=e" fa(z) =72

(Suggerimento: Calcolare prima di tutto U'integrale I, = f;oo e
k > 0 qualsiasi, e usare questo risultato nei calcoli successivi).
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2. (5 punti). Si consideri il problema di Cauchy
v +2y =3y =r(t)

y(0)=1
¥ (0)=0



Usando il metodo della trasformata di Laplace, determinare la soluzione
di questo problema per un generico termine noto f definito in (0,+o00) e L-
trasformabile.

a. Applicando la trasformata di Laplace, indicando con Y e F' le trasformate
diye f, si ha:
s?Y (s) = sy (0) — ' (0) +2(sY () — 5 (0)) = 3Y (s) = F (s)
Y (s)(s*+25s—3) —s—2=F(s)

1 n s+2
s2+2s—3 s2+2s—3
=F(s)G(s)+ H(s).

Y (s)=F(s)-

Antitrasformiamo G e H.
1 a b
2 = +
s44+2s—3 s—1 s+3
s(a+b)+Ba—-b)=1

{ a+b=0
3a—b=1
1 1
46L:1;a:Z;b:_Z
o=ty (i)
Jo = Lo
s+2 a b

82+2873:S*1+S+3
s(a+b)+Ba—-b)=s+2

a+b=1
3a—b=2




In definitiva:
y(t)=(g=f) @) +h(t)

3 1 ., 1/t
- Zet + Ze_st + 1 /0 (et_T — e‘s(t_T)) f(r)dr.

3. (5 punti). Si consideri la distribuzione temperata S associata alla
funzione 422
Mo =51

e se ne calcoli la trasformata di Fourier nel senso delle distribuzioni temperate.

Si scriva quindi, per una generica ¢ a decrescenza rapida, I’espressione <§ , ¢>

in modo esplicito, cioé senza coinvolgere ¢.

Riscriviamo anzitutto

x5 + 222 T+ 2

= = 2 — .
f (@) 2 +1 ot 2 +1

Ora la funzione fi (z) = x + 2 & una distribuzione temperata (ma non una
funzione L' o L?), e si ha:

. .
f(m+2):%5/+25:i5/+25

mentre la funzione f; (z) = —4t% sta in L? (R) e la sua trasformata di Fourier
si puo calcolare col metodo dei residui:

49 T+2 o
A _ _ ﬂzwfd
(220 [ 22 men
miRes (~ 357 6) e <0
—2mi Res (*;thle—%izg’ 72’) se&=0
—omi (%efgwiz£> se £ <0
i (%e—%mz{) se f >0
_ [ m(2+i)e™t se€<0
= ,71-(277;)6_2‘”5 se£>0

z=—1

= e 2™IEl (=2 + isgn )

e in definitiva )
5= 2L<5/ + 26 4 me 27l (=2 4 isgn )
T

<§7 ¢> = 7L¢’ (0) +2¢(0) + 7r/ e ?mlel (—2 4 isgnx) ¢ (2) da.

2 R



