Esercizio 1.28. Costruire, per un intero n > 1 fissato, un esempio di funzione

C™ (R) \ C"+! (R).

Esercizio 1.29. Costruire esplicitamente, per un generico intervallo (a,b) C
R, una funzione f € C§° (a,b).

Costruire esplicitamente, per un generico insieme §) aperto di R™ contenente
la sferetta di centro xo e raggio p, una funzione f € C3° (§2).

(Suggerimento: modificare opportunamente l'esempio 1.21).

Esercizio 1.28
Per n=1,2,... sia
"t sex >0

f"(x)={0 sex <0

Per & # 0 la funzione f, () & derivabile infinite volte, il problema ¢ ovviamente nel
punto di raccordo.

Notiamo che la funzione si annulla insieme a tutte le derivate fino all’ordine n
nell’origine, e ha f), ., (0) # 0, mentre la costante 0 ha tutte le derivate nulle nell’origine.
Quindi le derivate di f,, nell’origine si raccorderanno con continuita fino all’ordine n,
mentre non si raccordano all’ordine n + 1, ossia:

fn € C" (R)\C" (R).

.’l,'"+l

Esercizio 1.29
Poniamo z¢ = (a +b) /2 ¢ r = (b — a) /4. (Ossia: xq ¢ il centro dell’intervallo (a,b) e
r ¢ 1/4 della sna ampiezza). Ora definiamo

/() = el/((z—mu)z—rQ) per |z — zo| < 7
0 per |z — xo| > 7.

Questa funzione ¢ infinitamente derivabile ed ¢ identicamente nulla fuori dall’intervallo
[xo — 7,20 + ], che & contenuto in (a,b). Percio f € C5° (a,b).
In pin variabili, definiamo

e/ (1z==o?=r?) per |z —xo| <
0 per |z —xo| =7

flz)=

con r = p/2. Questa funzione ¢ infinitamente derivabile ed ¢ identicamente nulla fuori
dalla sfera {z : |z — zo| < p/2} C Q, percio f € C5° ().

Esercizio 2.2. p ¢ una misura con peso, perché f (z) = € & misurabile ¢ non negativa,
jiz non & una misura perché la densita fx) = ze~ 1l assume anche valori negativi;
percid ad esempio g (=1,0) < 0, mentre la misura di un insieme dev'essere sempre = 0.
Jz € una misura,
jt4 non & una misura perché non ¢ additiva, a causa della non linearitd della funzione
t3: se A, B sono misurabili e disginnti s1 ha

#a(AUB) = |AUB[* = (|A| +|B|)* = |A|* +2|A||B| + |B[*
= pa (A) + pa (B) +2|A[|B|.

5 ¢ una misura perché combinazione lineare di misure con coefficienti positivi,

fe & una misura con peso, rispetto al peso f(x) = e . X(—oc,m (), che & non
negativa e misurahbile,

jir non & una misura perché non @ numerabilmente additiva, ad esempio ogni insieme
{n} ha misura 1 mentre gz (Uss; {n}) = 0.

jis 4 la misura del conteggio.

Jig © una misura, fnita.

g0 non & una misura perché assume anche valori negativi, ad esempio g ({—1}) =
-1.

Esercizio 2.4.

(a) [ (b) | (e) | (d)
fi|no |si | st | si
f2 | si no | no | no
fa | si no | si | si
fa|st | no [ no | no
fs | si no | no | no
fe | no |81 [ no | si




