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Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Enunciare con precisione il teorema sulla derivabilita del
limite di una successione di funzioni derivabili. Mostrare con opportuni con-
tresempi la necessita delle ipotesi. Quindi, utilizzando il teorema precedente,
dimostrare la completezza dello spazio C* ([a,b]) con la norma opportuna.

B. (6 punti). Enunciare e dimostrare il teorema di Pitagora negli spazi
vettoriali con prodotto scalare per un numero finito di vettori. Quindi enunciare
e dimostrare la versione di teorema di Pitagora che vale in uno spazio di Hilbert
per una successione di vettori.

C. (6 punti). Dopo aver ricordato la definizione di trasformata di Laplace
e ascissa di convergenza, enunciare con precisione e dimostrare le proprieta
che riguardano la L-trasformata della primitiva di una funzione, della derivata
e derivata n-esima di una funzione.

D. (6 punti). Dopo aver richiamato la definizione di traslata 7,7, dilatata
D,T, riflessa TV di una distribuzione T, e di prodotto ¢T" con g funzione regolare,
enunciare le formule di derivazione per queste 4 espressioni di 7', dimostrando
quella della dilatata e del prodotto.



Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Sia

nsin
1+xz

fn(z) = ™ per z € [0, +00).

Calcolare il limite puntuale f (x) di f, (x) in [0, 400).

Stabilire se f, tende a f uniformemente in [0, +00).

. Stabilire se f,, tende a f in L' (0,4+o0) e se tende a f in L' (0, 10).

o =8

N

. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di

1

f(z)= 4(x2+2x+5)2.

a. Osservando la funzione f (z), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire
a quale spazio funzionale appartiene f e a quale apparterra percio f; cosa &
possibile prevedere riguardo a f (€) in base alla teoria, rlguardo al seguenti

punti: se f ¢ reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f ; con che velocita tendera a zero f

b. Calcolare quindi f col metodo dei residui. Riscrivere I'espressione trovata
per f(£) in forma semplificata, separando parte reale e immaginaria.

3. (5 punti).
a. Calcolare, nello spazio D’ (R) delle distribuzioni, la derivata

(D2 (=5))'.

Per far questo si chiede anzitutto di calcolare esplicitamente, per ¢ € D (R),

I’espressione
(D2 (28)) 6)

(si raccomanda di procedere ordinatamente, applicando le definizioni e ripor-
tando tutti i passaggi), e quindi riesprimere il risultato trovato nella forma
(T, ¢) dove T & espressa nel modo piu semplice possibile mediante opportune
derivate della 4.

b. Calcolare, nello spazio D’ (R) delle distribuzioni, la derivata di Ty dove

|sin z|

fla) =

T

giustificando il procedimento in base ai risultati studiati.
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Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)
A. (6 punti). Enunciare con precisione il teorema sulla derivabilita del
limite di una successione di funzioni derivabili. Mostrare con opportuni con-
tresempi la necessita delle ipotesi. Quindi, utilizzando il teorema precedente,
dimostrare la completezza dello spazio C* ([a, b]) con la norma opportuna.
[Risposta: v. Dispensa, §1.2.2]

B. (6 punti). Enunciare e dimostrare il teorema di Pitagora negli spazi
vettoriali con prodotto scalare per un numero finito di vettori. Quindi enunciare
e dimostrare la versione di teorema di Pitagora che vale in uno spazio di Hilbert
per una successione di vettori.

[Risposta: v. Dispensa, §4.1, 4.2]

C. (6 punti). Dopo aver ricordato la definizione di trasformata di Laplace
e ascissa di convergenza, enunciare con precisione e dimostrare le proprieta
che riguardano la L-trasformata della primitiva di una funzione, della derivata
e derivata n-esima di una funzione.

[Risposta: v. Dispensa, §6.2]

D. (6 punti). Dopo aver richiamato la definizione di traslata 7,7, dilatata
D,T, riflessa TV di una distribuzione T, e di prodotto ¢T' con g funzione regolare,
enunciare le formule di derivazione per queste 4 espressioni di 7', dimostrando
quella della dilatata e del prodotto.

[Risposta: v. Dispensa, §6.2.3]



Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Sia

nsin
1+xz

fn(z) = ™ per z € [0, +00).

Calcolare il limite puntuale f (x) di f, (x) in [0, 400).

Stabilire se f, tende a f uniformemente in [0, +00).

. Stabilire se f,, tende a f in L' (0,4+o0) e se tende a f in L' (0, 10).

o =8
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percio f,, non tende a f uniformemente.
c. f & L'(0,400) quindi f, non pud convergere a f in questo spazio. In
L' (0,10) mostriamo la convergenza usando il teorema di Lebesgue:

nsin £
n
14z

n% oz
142 14z

|fn (z)| = € L' (0,10),

percio per il teorema di Lebesgue f, — f in L' (0, 10).

2. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di

1

P

a. Osservando la funzione f (z), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire
a quale spazio funzionale appartiene f e a quale apparterra percio f, cosa €
possibile prevedere riguardo a f (§) in base alla teoria, rlguardo al seguenti
punti: se f ¢ reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f ; con che velocita tendera a zero f

b. Calcolare quindi f col metodo dei residui. Riscrivere I’espressione trovata
per f (&) in forma semplificata, separando parte reale e immaginaria.

a. f € LY (R), quindi sara f € C?(R); f & reale né pari né dispari, percio
a priori f non sara né reale né immaginaria pura e non avra simmetrie; f &
infinitamente derivabile, quindi f tendera a zero all’infinito piu rapidamente di



ogni potenza di z; f tende a zero come 1/z%, cioé f e 22f € L' (R), percio f
sara C? (R).

b. La funzione f (z) ha poli del second’ordine in z = —1 =+ 21,
) . —2mizg X
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3. (5 punti).
a. Calcolare, nello spazio D’ (R) delle distribuzioni, la derivata

(D (e728"))".

Per far questo si chiede anzitutto di calcolare esplicitamente, per ¢ € D (R),

I’espressione
(D2 (728))' 6



(si raccomanda di procedere ordinatamente, applicando le definizioni e ripor-
tando tutti i passaggi), e quindi riesprimere il risultato trovato nella forma
(T, ¢) dove T & espressa nel modo piu semplice possibile mediante opportune
derivate della 6.

b. Calcolare, nello spazio D’ (R) delle distribuzioni, la derivata di Ty dove

_ |sin|

[ ()

xT

giustificando il procedimento in base ai risultati studiati.

(D2 (e778))'.6) =~ (Da (e8") .¢") =+ (778" Dya ()
=5 (0 (5) =3 (a (0 (5)))
(G 05 (e () () o
=30 0+ 1" 0 = (55 +70"0)
Quindi
(D2 (e770)) = %6’ + 25”.

b. La funzione f (x) = ‘SLT;EI & regolare a tratti, con:

una discontinuita a salto in z = 0, con f(0F) — f(07) =2
punti angolosi per x = km, k= £1,+£2, 43, ...

Nei punti x # km, dove f & derivabile in senso classico, si ha:

. / .
f' (z) = sgn (sinz) (smx) = sgn (sinx) (:ccosx — smx) .
x

x2



Poiché la derivata distribuzionale di una funzione continua e regolare a tratti
coincide con la derivata classica (definita quasi ovunque) e la derivata di un
gradino coincide con il salto moltiplicato per la § nel punto di salto, si ha:

(Ty) = Ty + 26 = sgn (sin ) <W) +20

(xcoswsgn (SI;ICE) - |sma:|) 9.
T



