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Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. Si enunci con precisione il teorema di Fubini-Tonelli che consente di
trattare gli integrali doppi nella teoria di Lebesgue. Si discuta poi qualche
applicazione di questo teorema che si & incontrata nel corso.

B. Enunciare e dimostrare il teorema di Pitagora negli spazi pre-hilbertiani
per un numero finito di vettori. Quindi enunciare e dimostrare la versione di
teorema di Pitagora che vale in uno spazio di Hilbert per una successione di
vettori.

C. Enunciare e dimostrare il principio di indeterminazione di Heisenberg
nel contesto della trasformata di Fourier su R. Quindi, esibire un esempio di
funzione per cui vale il segno di uguale nella disuguaglianza, dimostrando questa
affermazione.

D. Discutere il problema di definire la convoluzione di due distribuzioni in
modo da estendere la definizione di convoluzione di funzioni e mostrare come
si arriva alla definizione di distribuzione a supporto compatto e di convoluzione
di distribuzioni, sotto opportune ipotesi. Fare esempi di classi di distribuzioni
a supporto compatto. Enunciare e dimostrare il teorema sulla derivata della
convoluzione distribuzionale e sulla convoluzione di una distribuzione con la
0 di Dirac. (E’ sufficiente trattare il caso unidimensionale, cioé funzioni di
una variabile). Infine, illustrare I'utilizzo dei risultati precedenti in relazione al
concetto di soluzione fondamentale dell’operatore di Laplace in R3.



Svolgere i seguenti esercizi
1. (4 punti). Sia
f(z) = 27X (0,400) (1)

a. Quali proprieta della trasformata di Fourier f si possono prevedere, in
base alle proprieta di questa funzione f7?

Rispondere sui seguenti punti: f eventualmente reale o immaginaria, even-
tualmente simmetrica pari o dispari, spazi funzionali a cui appartiene f (C?,
L', L2, S..), sua regolarita, velocita di convergenza a zero.

b. Calcolare jA’utilizzAEmdo opportunamente le proprieta della trasformata di
Fourier. Verificare che f ha effettivamente le proprieta previste.

2. (6 punti). Utilizzando il metodo della trasformata di Laplace, de-
terminare la corrente 4 (¢) nel circuito LC descritto dalla seguente equazione
integro-differenziale:

Lz”(t)+é (qo+/oti(7)dr> — o)

dove i (0) = 0,90 = 3,L =4,C = 0.5. Si richiede di:

a. Risolvere prima ’equazione per v (t) generica (ma tutti gli altri parametri
e condizioni iniziali aventi i valori specificati).

b. Si consideri ora il caso v (t) = X (0,273 (t). Calcolare esplicitamente la

soluzione in questo caso, semplificando il piu possibile ’espressione ottenuta.

3. (5 punti). Si consideri ’espressione distribuzionale:

T = .%‘2 io: kék
k=1

Dopo aver opportunamento semplificato ’espressione di T in base alle proprieta
delle distribuzioni:

a. Si dimostri che 7' definisce una distribuzione temperata.

b. Si calcoli T

c. Si calcoli T"; quindi si scriva esplicitamente I'espressione analitica di
(T',6) per 6 € S (R).

(Nei punti b e c si chiede, per ciascuna richiesta, di scrivere lespressione
richiesta nella forma piu semplice possibile).
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Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. Si enunci con precisione il teorema di Fubini-Tonelli che consente di
trattare gli integrali doppi nella teoria di Lebesgue. Si discuta poi qualche
applicazione di questo teorema che si & incontrata nel corso.

[Risposta: v. libro di testo, §2.5-2.6].

B. Enunciare e dimostrare il teorema di Pitagora negli spazi pre-hilbertiani
per un numero finito di vettori. Quindi enunciare e dimostrare la versione di
teorema di Pitagora che vale in uno spazio di Hilbert per una successione di
vettori.

[Risposta: v. libro di testo, §4.1-4.2].

C. Enunciare e dimostrare il principio di indeterminazione di Heisenberg
nel contesto della trasformata di Fourier su R. Quindi, esibire un esempio di
funzione per cui vale il segno di uguale nella disuguaglianza, dimostrando questa
affermazione.

[Risposta: v. libro di testo, §7.4.3.1].

D. Discutere il problema di definire la convoluzione di due distribuzioni in
modo da estendere la definizione di convoluzione di funzioni e mostrare come
si arriva alla definizione di distribuzione a supporto compatto e di convoluzione
di distribuzioni, sotto opportune ipotesi. Fare esempi di classi di distribuzioni
a supporto compatto. Enunciare e dimostrare il teorema sulla derivata della
convoluzione distribuzionale e sulla convoluzione di una distribuzione con la
0 di Dirac. (E’ sufficiente trattare il caso unidimensionale, cioé¢ funzioni di
una variabile). Infine, illustrare 1'utilizzo dei risultati precedenti in relazione al
concetto di soluzione fondamentale dell’operatore di Laplace in R3.

[Risposta: v. libro di testo, §9.3-9.4].



Svolgere i seguenti esercizi
1. (4 punti). Sia
flz)= xQe_’CX(O,_HXJ) (z).

a. Quali proprieta della trasformata di Fourier f si possono prevedere, in
base alle proprieta di questa funzione f7

Rispondere sui seguenti punti: f eventualmente reale o immaginaria, even-
tualmente simmetrica pari o dispari, spazi funzionali a cui appartiene f (C?,
L', L?, S...), sua regolarita, velocita di convergenza a zero.

b. Calcolare futilizzAando opportunamente le proprieta della trasformata di
Fourier. Verificare che f ha effettivamente le proprieta previste.

a. f non & né pari né dispari, quindi fnon avra simmetrie. f € L' (R) e
" f (x) € L* (R) per ogni n = 1,2, 3, quindi fecCc>®(R).

f € C*(R) con f' regolare a tratti. Infatti, per x > 0 si ha: f'(z) =
e " (2z—2%); f (07) = 0;f"(z) = e " (2—4z +2?); f”(07) = 2. Quindi
f=o (1/€?) per £ — oo. Di conseguenza f € LP (R) per ogni p € [1,00].

b. Sia prima g (z) = e~*X(0,40) (¥). Si ha

e—T—2mixzg :| t+oo 1

—+o0
~ _ —x 727Tixfd _ _ )
9(9) /O €° v [—1 “omig|, 1+ 2mié

Ora f (z) = 2%g (z) e ricordando la formula

1 d?

F (2?9 (2)) (&) = W@?(g)

possiamo calcolare
Fo_ L (L N 1df  om
C 4m2de2 \1+42mig ) 4Am?dE (14 2mig)?

1 f2mi-2.2m) 1 —8n? _ 2
oam \ (1 +2mie)® ) A \ (14 2mi6) ) (1 +2mie)®

che effettivamente & C> (R) e o (1/£%) per £ — oo.

2. (6 punti). Utilizzando il metodo della trasformata di Laplace, de-
terminare la corrente 4 (¢) nel circuito LC descritto dalla seguente equazione
integro-differenziale:

1 t
Li' (t) + = (qo + / i(7) dT> =uv(t)
C 0
dove i (0) =0,q0 = 3,L = 4,C = 0.5. Si richiede di:



a. Risolvere prima ’equazione per v (t) generica (ma tutti gli altri parametri
e condizioni iniziali aventi i valori specificati).
b. Si consideri ora il caso v (t) = X(0,25v/3) (t) . Calcolare esplicitamente la

soluzione in questo caso, semplificando il pit possibile ’espressione ottenuta.

a. Indicando con I (s),V (s) le trasformate di Laplace di i (t),v (t), rispet-
tivamente, si ha:

4(sI( )—1(0))+2<8 +I(88)> =V (s)
I(s) (4s+§> =V ()~
I(s) <4825+2> :V(s)fg

Ora:

I(s)=L(wxh+g)(s)
i(t)=(v*h)(t)+g()

() (5

b. Calcoliamo la convoluzione

J(t) = /Ot cos <t\/§T) X(0.2my5) 17

_ set < 2m/2 fotcos (tT) T—fo cos(ﬂ) dr = {\/is\lﬁ(})} = +/2sin (7)
ot (550 ()

0

) (sm ( 27r) — sin (



i(t) = —% sin (%) + i\/isin <\;§> X(0,27v2) (t)
set < 2m/2 (—% + ?) sin (%) _ { set < 2my/2 —%\/?sin

set > 2m/2 —%sin (% se t > 2m/2 —%ﬂsin

3. (5 punti). Si consideri espressione distribuzionale:

T = z? ikék.
k=1

Dopo aver opportunamento semplificato I’espressione di 7" in base alle proprieta
delle distribuzioni:

a. Si dimostri che 7' definisce una distribuzione temperata

b. Si calcoli T'.

c. Si calcoli T'; quindi si scriva esplicitamente 1'espressione analitica di
(T',6) per ¢ € S (R).

(Nei punti b e ¢ si chiede, per ciascuna richiesta, di scrivere l’espressione
richiesta nella forma pitt semplice possibile).

Anzitutto si ha:
T=2") kép=Y 2’k =) k.
k=1 k=1 k=1

a. Per ¢ € S(R) si ha:

(T = YKo < SR IsEI=Y 15 (oK)
k=1 k=1 k=1
o} 1 5
< (kz k) sup (14 [21°) 16 ()] = e 55" (9)

o



e per un criterio visto, T' € S’ (R) .
b. Si ha, per le proprieta delle serie di distribuzioni temperate:

T=r (i k35k) = ki KF (0) = ;i P e~ 2mike,
=1 =

k=1

c. Si ha, per le proprieta delle serie di distribuzioni:

T' =Y "k,
k=1

e in particolare

(T',¢) = <Z k35,;,¢> =Y K (G 0)=—> K¢ (k).
k=1 k=1 k=1



