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Esempio applicativo.

Sia:
1

al

f:R-{0}>R, ()=

Graficamente:

Si vuole calcolare:

X x>0
|X|:—x Xx<0

Si suddivide il limite (“da destra” e “da sinistra”):

.1 o
lim = = +o0 (come gia visto)
x—0" X|

Iimi: Iimiz Iim(—l-ljz |im1:+oo

x—0" |X| x—=0" — X x>0~ X x—0" X

Per cui:

lim i: lim l: Iiml=+oo ESISTE il limite
x—0" X| x—0" |X| x—0 |X|
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ESERCIZIO.

Data la funzione:

X
f(x)=—,
() 1+ X

Indicare il dominio di definizione della funzione e calcolare il limite:

lim f(x) = lim ——

X—>+0 x—>+0] 4+ X

Il dominio di definizione della funzione e costituito dal dominio di definizione della funzione al
numeratore, in questo caso R, — i valori in cui si annulla il denominatore: 1+x=0.

Si verifica quindi:
1+x#0 = x#-1

La disequazione trovata non é il dominio, ma rappresenta la condizione che determina il dominio.

La funzione € quindi definita da:
f:R-{-1}>R
+00 & un punto di accumulazione (la funzione & definita su R —{-1}).

Si puo lavorare sull’espressione della funzione, cercando di esprimerla in termini di funzioni piu
semplici di cui si conosca gia il limite.

Si considera;
X =1 1 =1l __, =i=1 (lej
1+x S.1rx) 41 0+1 X
X X

Il metodo seguito per semplificare la funzione non é univoco, un modo alternativo é:

x _x 1 ;1 (1 Oj
1+ X 1 1 7+1 X—>+00 0+1 X X—>+00
X X
Quindi
Ilmi 1
X~>+001+X

46



C. Caprara Matematica STAFF—EMSA a.a. 2019-2020

In modo analogo:

Si ottiene:

. X -1 -1
lim e =

—= =—=+4w®
x>-114+x 1-1" 0O

X — —17, quindi per valori x < -1, per cui il denominatore tendera a 0 da valori negativi, da cui il
rapporto risulta +oo.

lim - =1 -1
x>11+x 1-1" 0°

x — —1%, quindi per valori x > -1, per cui il denominatore tendera a 0 da valori positivi, da cui il
rapporto risulta —oo.

Graficamente:

10
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FUNZIONE ESPONENZIALE.
Dato:

XxXeR, aeRr, a = costante
Si vuole definire la funzione:

f(x)=a*

Se x & un numero reale, non puo essere a < 0. Per esempio, per un numero negativo non puo essere
calcolata la radice quadrata:

1

az=+a
Si pone:

aeR’ (non si considera a = 0, perché 0* = 0)
Si consideri in particolare:

xeR, f(x)=a", a>1

Valgono le proprieta:

i) a* =a*a’
i) (ax)y a”
i) X<y = a*<a’ (a=>1)

Le proprieta valgono se xe NV :

a'=a-a-a------ a (a moltiplicato per sé stesso x volte)
Se:
xel

Valgono le proprieta precedenti. Inoltre:

a* xeN

a¥ = 1 ,X=0
ix xe-N
a
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In generale:
. 1
a’=—
a
Se:
m
xeQ@ Q:{—;me/,neN}
n

Valgono le proprieta precedenti. Inoltre:

Dalla definizione di radice n-sima:
(Waf =a

Si pone per definizione:

Yazar o (f)”

1 . . .
Elevare un numero a — equivale a calcolarne la radice n-sima.
n

Se:
xeR

Valgono tutte le proprieta precedenti.
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Sia:

f:R—->R, f(x)=a", xeR,aeR",a>1
Valgono i seguenti limiti:

lima*=a’=1

x—0

lima* =4

X—>+00

] ] _ . 1
lima* = lima™ = lim— =0

X—>—00 X—>—00 X—>—00 a‘ X|

Graficamente:

a¥,a>1
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Sia:
f:R->R, f(x)=a", xeR,acR" " a<l
Vale il limite:

lima*=a’=1

x—0

Per i limiti per x — +00 € X — —o0, Si puo considerare che:

1
]
e:
()
R
Se:

a<l = a’'>1 (se un numero & <1, il suo reciproco & >1)

Per x — 400 Si puod osservare che:

Iim(a’l)xz+oo (a1>1)
X—>+0
Per cui, il limite per x — +o0é:
. . 1 1
lima* = lim ——=—=0
X—>+00 X—>+00 (a—l) + 00

Per x — —oo si pu0 osservare che:

lim(a*) =0 (@at>1)

X—>—0

Per cui, il limite per x > —oe:

lima* = lim VA
X—>—00 X—>—00 (a,l)x 0

=400
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Graficamente:

a¥,a<l a‘,a>1
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ESERCIZIO.
Sia:

a

—, xeR,aeR"
a +1

f:ROR, ()=

Si vuole calcolare:

X

lim—
03" +1

) a
lim
X—>+00 ax +1

X
lim —
x>-e g" 41

Occorre distinguere i due casi:
a>1
a<l

In entrambi i casi:

. af a’ 1 1
lim——=—F—= -
0" +1 a +1 1+1 2

| caso: a>1.

¢ a . a” . 1 . 1 1
lim X = lim = lim ———=Ilim = =
x40 gt 4] X 1 X—>+o0 1 x»t0l4+a™* 140
a’|l+— 1+?
a

a’ 0 _0_

lim =
="+l 0+1 1

Il caso: a< 1.

a 09

lim =
x>0g +1 0+1 1
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FUNZIONE LOGARITMO.
Dato:
xeR", aeR’, a = costante

Si definisce la funzione logaritmo in base a di x:

f:R">R aeR”
y=f(x)=Ig, X = a¥ =x

Cioé: y ¢ I’esponente da dare alla base a per ottenere x.
La funzione esponenziale e la funzione logaritmo sono una la funzione inversa dell’altra. Perché valga
questa affermazione, la funzione esponenziale dovrebbe essere definita pit correttamente come:

f:R>R", f(x)=a", xeR,aeR" (enonf:R—>R)
Si dovrebbero considerare i due casi:a>1lea<1.
Si considera solo il caso: a > 1.

Dalla definizione di funzione logaritmo si ha:

per x=1: y=1g,1=0 (ay:1 < y=0 a°:1)
per x — oo limIg, x =+o0 (Iim ay:+ooj

X—>+00 y—>+0o
per x > 0": limlg, x=—o0 (Iim ay=o)

x—0" y—>—0

Il limite per x — 0" é dovuto al fatto che x € R (la funzione logaritmo non é definita per valori
negativi di x).

y=a" a>1 x=1 y=Ig, x

e
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