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LIMITE DI UNA FUNZIONE.

Utilizzando le nozioni di intorno e di punti di accumulazione, si definisce il limite di una funzione.

Sia:

f:A>R J,ACR

X, € D(A) (xo punto di accumulazione di A)
Si definisce:

Iimf(x)=4 ,1eR <

YU=S(4,e) 3IV=S(x,6): xeVNA-{x}=f(x)eU

Per ogni intorno U di A esiste un intorno V di Xo tale che, se un punto X appartiene all’intersezione di
V con A (senza il punto xo), allora f(x) appartiene a U.

Se fosse:
f:A>R ACR?

la definizione precedente potrebbe essere vista graficamente:

U (fissato in modo arbitrario)

. I
g I

Nel caso di Ac R, ladefinizione di limite puo essere vista graficamente:

L 1
p
| =<
1

U (fissato in modo arbitrario)

r
J f(x) "2 |_
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Limite per una funzione (forma alternativa di scrittura).
Sia:
f:A>R J,ACR
AeR, X, € R, X, € D(A), limf(x)=4
La definizione di limite era:
YU=S(Le) IV=S(x,0): xeVNA-{x}=f(x)eU
Considerando che un punto f(x) appartiene all’intorno U di A se:

U=]-e1+¢]
f(x)eU e |f)-4<e
Analogamente, un punto x appartiene all’intorno V di Xo Se:
V =[x, = 8,%, + 5]
xeV S |x=x|<s
La definizione di limite diventa:

Ve>0, 35()>0:  xeA-{xfx—x|<de) =|f(-A<e

a.a. 2019-2020

Si legge: per ogni £ >0, esiste un 6> 0 (o dipende da ¢) tale che, se un punto X appartiene all’insieme
A (escluso il punto Xo) ed il valore assoluto della differenza fra x e xo € minore di &, allora il valore

assoluto della differenza fra f(x) e A & minore di &.

Funzioni continue.
Sia:

AcR, f:A>R, X, €A, X, € D(A)

f & continua in Xo < 3Jlim f(x) = f(X,)

Si dice che la funzione f & continua in A (e si indicacon f €C,) se:

feC, <  fecontinua in ogni punto di A.
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Definizione di limite per valori particolari.

La definizione di limite:

f:A>R, AcCR,

X, € D(A)

imf(x)=4 ,AeR <

X—Xg

Ve>0, 306(¢)>0:

xe A—{x X=X |<d(e)  =|f(x)-A<e

Se Xo 0 A assumono valori + o 0 — o, la definizione di limite non pud assumere la forma precedente,

in cui compaiono [x — x| < 5(¢)

e |f(X)—l|<8.

Nel caso di limiti che assumono valori A pari a+ © 0 — oo, la definizione di limite assume la forma:

Per A =+

VM eR, 35(M)>0:

Per 1 =—-x

YMeR, 35(M)>0:

xe A-{xh[x—x|<s(M) = f(x)>M

Xe A= {X f[X—%|<M) = f(x)<M

Nel caso di limiti in cui i valori di x tendono a+ o 0 — oo, la definizione di limite assume la forma:

Per X — 400

Ve>0, 3IM(e)eR:
Per X — —o0:

Ve>0, 3IM(e)eR:
In generale, data la funzione:

f:A>R, AcCR,
La scrittura:

limf(x)=4

X—>Xg

xe A} x>M(e)  =|f(X)-4<e

xe A-{x}x<M(e)  =|f(x)-4<e

X, € D(A)

Puo essere scritta come (sono due forme equivalenti):

f (X)Txo)ﬂ
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ESEMPI APPLICATIVI

Sia:
f:R" >R, f(x)=§, R* ={xeR;x>0}=0,+o0]
Graficamente:

I caso.
Si considera:
Ixm f(X) =+
Perché abbia senso, deve essere:
0eD(RY)
Si considera un intorno centrato nello 0 e di raggio ¢ arbitrario.
| s
J oo L

-0 +9
Vale:
Fs+o[NR =]0,5] I"intervallo & infinito
Quindi:
0eD(R") 0 e un punto di accumulazione
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La definizione di limite:

Ve>0, 38(e)>0:  xeA-{xhx-x|<d(e) =[f(x)-4<e
in questo caso ( f ——z—>+o0) diventa:

YMeR, 35(M)>0:  xeA-{xf|x—%|<sM) = f(x)>M

La funzione e definita per R* e xo = 0, per cui in questo caso la definizione di limite assume la
forma:

vYM >0, 35(M)>0: xeR" X <5(M) = f(x)>M

Vale:
1

f(x)>M = —>M = X<—
X

Considerando che:
X|=x (la funzione & definita per x > 0)

e assumendo:
1
o(M)=—
(M) v
Si ha;
1
X< = x<s6(M) = [|{<s(M)

Il limite esisteed & + .
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1 caso.
Si considera:
. 1
f:R" >R, f(x)==
X
lim f(x)=0

X—>+00

La definizione di limite:
Ve>0, 35(e)>0:  xeA-{xhx-x%|<dle) =|f(X)-4<e
in questo caso, vista la funzione e visto che f ————0, diventa:
Ve>0, IM(e)eR:  xeA-{x}[x>M() =|f(x)-4<e
La funzione ¢ definita per R* e il limite & 2 = 0, per cui la definizione di limite assume la forma:

Ve>0, IM(g)eR": xeR" x>M/(e) =|f(x)|<e

Inoltre:
[f ()= f(x) (la funzione & definita per x > 0)
Vale:
f(X)<e = 1 <& = X > 1
X £
Assumendo:
M(s)=1
&
Si ha:

x>1 = x>M(e)
£

Il limite esiste ed & = 0.
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Calcolo di limiti di funzione.
In generale, se si conoscesse 0 si ipotizzasse di conoscere il valore del limite di una funzione,
occorrerebbe dimostrarne la correttezza in base alla definizione di limite cosi come é stato fatto in
precedenza per alcuni casi.
A titolo di esempio, data la funzione:

f:R->R, f(xX) =X, X <R, X, € D(R)

la funzione é definita su tutto R, per cui ogni punto x, € R € un punto di accumulazione.

Un generico limite per x — xo vale:

lim f(x) = lim x=x,

Occorrerebbe dimostrarlo dalla definizione di limite:

Ve>0, 35()>0:  xeR-{xhx—x|<d(e) =[f(x)-4<e
In questo caso, si ha:

f(xX)=x, A=Xx, = () -2 =[x—x)|<e
Per cui si puo assumere:

ole)=¢

Il limite esiste ed & = xo e la funzione f & continua in xo (€ continua su tutto R).

Normalmente, non si conosce il valore di un limite di cui se ne possa dimostrare la correttezza in base
alla definizione di limite cosi come é stato fatto in precedenza.

Operativamente, si puo calcolare il limite lavorando sull’espressione della funzione e cercando di
esprimerla in termini di funzioni pit semplici di cui si conosce gia il limite.

In questo senso, verranno considerati noti alcuni limiti, che potranno essere utilizzati in caso di
funzioni piu complesse.

Per esempio, sia:
f:R->R, f(x)=x", neMN, X €R
Vale:

lim f(x) = limx" = x,"

X—>Xg X—Xg

Xo € un punto di accumulazione ed f & continua in xo (€ continua su tutto R).
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Proprieta dei limiti.

Unicita del limite per una funzione.

f:A—>R, AcR, X, € D(A)

imf()=4, limf()=u =A=u

X—>Xg

[ limite di una funzione per x — X,, se esiste, & unico.

Come visto in precedenza, scrivere che:

lim f(x) =24

X—>Xg
equivale a scrivere:

fO)—54
Sia:
AcCR, X, € D(A), f,g:A->R
f)—ma 90— h  afeR
Valgono le proprieta:
) 0+ g e+
i) 1009005 p

1 1

iii) f(X)=0,Vxe Aa#0 = 5=
f(X) X—Xg a

iv) f(x)<g(x),vxe A =aspf

a.a. 2019-2020

V) h:A—>R, f(X)<h(x)<g(x),vxeA, a=p :h(x)TXo—m:ﬂ
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Definizione di limite per x che tende a xo “da destra” o “da sinistra”.
Sia:

AcR,
f:-A>R

X, € D(A)

Si definisce “limite per X che tende a Xo da destra”:

lim f(x)ExILrp f(x)

Si definisce “limite per x che tende a Xo da sinistra™:

lim f(X)EXILrP f(x)

Vale:

lim f()=lim f()=2 <  limf(x)=2

X=X X=X X—=Xo

Il limite da destra é uguale al limite da sinistra, se e solo se la funzione ha limite.
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Esempio applicativo.
Sia:
f:R-{0} >R, f(x):1
X

Il dominio di definizione della funzione & costituito dal dominio di definizione della funzione al
numeratore, in questo caso R, — i valori in cui si annulla il denominatore:

x=0

La funzione e quindi definita da:
f:R-{0}>R

Una forma alternativa di scrittura del dominio puo essere:
f: ]» oo,O[U ]O,+oo[ —->R

Graficamente:

Si calcolano i limiti per x—>0"e x—0".

1 L
lim==+o0 (come visto in precedenza)
x—0" X

Per x— 0" si potrebbe calcolare in modo analogo il limite (utilizzando la definizione di limite),
oppure si possono fare alcune considerazioni utilizzando le proprieta dei limiti:

f(X)-g(X)———a-p (il limite del prodotto & uguale al prodotto dei limiti)

X—>Xg
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Questo e vero anche considerando la funzione g(x) come una costante a:

. 1 .1 e ..
Ilm(a : —j =a-lim= (il limite di una costante e il valore della costante)
x—0" X x—0" X

il limite del prodotto di una costante per la funzione f(x)é uguale al prodotto della costante per il
limite della funzione.

Considerando a = — 1, si ha:

IR

(o=-2 k<0 o> =2 (x>0)

Il limite diventa per x > 0, per cui, moltiplicando per — 1 il limite della funzione, si ottiene:

-1. Iimlz Iim(—l-ljz lim 1:+oo

x—0" X  x—0" X x—0" X

Da cui:

lim L = Iim{(—l)-(—l)-l} _ (1) nm[(_l).i} B W

x—0" X x—0" X

In questo caso:
1 1
lim == lim=
x=>0" X  x=07 X

per cui:

NON ESISTE lim®

x=0 X
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