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Derivata delle funzioni seno e coseno. 

 

La derivata della funzione seno è (senza dimostrazione): 

 

 ( ) xx
dx

d
cossin =  

 

 

La derivata della funzione coseno è (senza dimostrazione): 

 

( ) xx
dx

d
sincos −=  

 

 

 

Derivata della funzione tangente. 

 

Sia: 

 

 
x

x
xxf

cos

sin
tan)( ==    RR →

















+− Ikkf ;

2

1
:   

 

Si vuole calcolare la derivata: 

 

 ( ) ( ) 







==

x

x

dx

d
x

dx

d
xf

dx

d

cos

sin
tan)(  

 

Vale (derivata del rapporto fra due funzioni): 

 

 

( ) ( )
=

−

=








x

x
dx

d
xxx

dx

d

x

x

dx

d
2cos

cossincossin

cos

sin
  

 

  
( )

xx

xx

x

xxxx
22

22

2 cos

1

cos

sincos

cos

sinsincoscos
=

+
=

−−
=  

 

Per cui: 

 

 ( )
x

x
dx

d
2cos

1
tan =  

 

 

  



C. Caprara Matematica   STAFF – EMSA      a.a. 2019-2020 

93 
 

 Derivata della funzione cotangente. 

 

Sia: 

 

 
x

x
xxf

sin

cos
cot)( ==      RR →− Ikkf ;:   

 

Si vuole calcolare la derivata: 

 

 ( ) ( ) 







==

x

x

dx

d
x

dx

d
xf

dx

d

sin

cos
cot)(  

 

Vale (derivata del rapporto fra due funzioni): 

 

 

( ) ( )
=

−

=








x

x
dx

d
xxx

dx

d

x

x

dx

d
2sin

sincossincos

sin

cos
 

 

  
xx

xx

x

xxxx
22

22

2 sin

1

sin

cossin

sin

coscossinsin −
=

−−
=

−−
=  

 

Per cui: 

 

 ( )
x

x
dx

d
2sin

1
cot −=  
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ESERCIZI 

 

Si calcolino i seguenti limiti, indicando anche il dominio di definizione delle funzioni. 

 

 

1) 
( )

x

x

x

13lg
lim

0

+

→
   

 

2) 23 2

lim +−

→

x

x
e      

 

3) 
1

lg
lim

1 −→ x

x

x
 

 

4) 124 3

lim +−

+→

xx

x
e  

 

5) 124 3

lim +−

−→

xx

x
e  

6) 
x

x

x

2sin
lim

0→
     

 

7) 
xx

xx

x sin

sin
lim

0 +

−

→
     

 

8) 
xx

xx

x sin

sin
lim

+

−

+→
 

 

9) 
( )

x

x

x cos

sin1
lim

22

2

−

→

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Esercizio 1. 

 

Calcolare: 

 

 
( )

x

x

x

13lg
lim

0

+

→
 

 

Il dominio di definizione della funzione è costituito dal dominio di definizione della funzione al 

numeratore − il valore in cui si annulla il denominatore: x = 0. 

 

Il dominio di definizione della funzione al numeratore è costituito dai valori di R per cui l’argomento 

della funzione logaritmo è > 0: 

 

 RR →+:lg  

 

Questo è vero quando: 

 
3

1
13013 −−+ xxx  

La funzione è quindi definita da: 

 

     RR →+







−→−








+− ,00,

3

1
:0,

3

1
: ff   

Il limite: 

 

( )
x

x

x

13lg
lim

0

+

→
   appare nella forma indeterminata 

0

0
 

 

Si effettua una sostituzione di variabile: 

 
3

3
z

xxz =→=  

Per cui, quando: 

 

 00 →→→ zx  

 

Il limite diventa: 

 

 
( ) ( ) ( )

z

z

z

z

x

x

zzx

1lg
lim3

3

1lg
lim

13lg
lim

000

+
=

+
=

+

→→→
 

Vale: 

 

 
( )

1
1log

lim
0

=
+

→ x

x

x
 

 

Per cui: 

 

 
( ) ( )

3
1lg

lim3
13lg

lim
00

=
+

=
+

→→ z

z

x

x

zx
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Esercizio 2. 

 

Calcolare: 

 
23 2

lim +−

→

x

x
e  

 

Il dominio di definizione della funzione in questo caso è R.  

  

La funzione è quindi definita da: 

 

 RR →:f   

 

Il limite può essere scritto come: 

 

 
222 322323 limlimlim x

x

x

x

x

x
eeeee −

→

−

→

+−

→
==  

 

Vale: 

 

 0lim == −−

+→
ee x

x
 

 

Nel caso in esame (l’esponente x è elevato al quadrato): 

 

 0limlim
22 33 === −−

−→

−

+→
eee x

x

x

x
 

 

Per cui: 

 

 0lim 23 2

=+−

→

x

x
e  
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Esercizio 3. 

 

Calcolare: 

 

 
1

lg
lim

1 −→ x

x

x
 

 

Il dominio di definizione della funzione è costituito dal dominio di definizione della funzione al 

numeratore, in questo caso R+, − i valori in cui si annulla il denominatore: 

 

 101 ==− xx   

 

La funzione è quindi definita da: 

 

      RRR →+→−+ ,11,0:1: ff   

 

Il limite: 

 

1

lg
lim

1 −→ x

x

x
  appare nella forma indeterminata 

0

0
 

 

Si effettua una sostituzione di variabile: 

 

 11 +=→−= zxxz  

 

Per cui, quando: 

 

 01 →→→ zx  

 

Il limite diventa: 

 

 
( )

1
1lg

lim
1

lg
lim

01
=

+
=

− →→ z

z

x

x

zx
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Esercizio 4. 

 

Calcolare: 

 

 124 3

lim +−

+→

xx

x
e  

 

Il dominio di definizione della funzione in questo caso è R.  

  

La funzione è quindi definita da: 

 

 RR →:f   

 

Il limite: 

 

0limlim 124124 33

+=== −++−

+→

+−

+→
eeeee xx

x

xx

x
  appare in forma indeterminata  

 

Si effettua una sostituzione di variabile: 

 

 







+−=+−=

x
xxxxz

2

1
122124 23

 

Per cui, quando: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) +=++=+−++→→+→ 01zx  

 

Il limite diventa: 

 

 +==
+→

+−

+→

z

z

xx

x
ee limlim 124 3

 

 

Un metodo di calcolo alternativo, senza sostituzione di variabile, è il seguente: 

 

 
( ) ( ) +===== +++−

+→

+−

+→

+−

+→
eeeeeeee xx

x

xx

x

xx

x

122124124 233

limlimlim  
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Esercizio 5. 

 

Calcolare: 

 

 124 3

lim +−

−→

xx

x
e  

 

Il dominio di definizione della funzione in questo caso è R.  

  

La funzione è quindi definita da: 

 

 RR →:f   

 

Il limite: 

 

( )+=== +−+−

−→

+−

−→
0limlim 124124 33

eeeee xx

x

xx

x
  appare in forma indeterminata  

 

Si effettua una sostituzione di variabile: 

 

 







+−=+−=

x
xxxxz

2

1
122124 23

 

Per cui, quando: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) −=+−=+−+−→→−→ 01zx  

 

Il limite diventa: 

 

 0limlim 124 3

==
−→

+−

−→

z

z

xx

x
ee  

 

Un metodo di calcolo alternativo, senza sostituzione di variabile, è il seguente: 

 

 
( ) ( ) 0limlimlim 122124124 233

===== −+−−

−→

+−

−→

+−

−→
eeeeeeee xx

x

xx

x

xx

x
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Esercizio 6. 

 

Calcolare: 

 

x

x

x

2sin
lim

0→
 

 

Il dominio di definizione della funzione è costituito dal dominio di definizione della funzione al 

numeratore, in questo caso R, − i valori in cui si annulla il denominatore: 

 

 0=x  

 

La funzione è quindi definita da: 

 

   RR →− 0:f   

 

Il limite: 

 

x

x

x

2sin
lim

0→
  appare nella forma indeterminata 

0

0
 

 

Si effettua una sostituzione di variabile: 

 

 
2

2
z

xxz =→=  

Per cui, quando: 

 

 00 →→→ zx  

 

Il limite diventa: 

 

 
z

z

z

z

z

z

x

x

zzzx

sin
lim2

sin
2lim

2

sin
lim

2sin
lim

0000 →→→→
===  

Vale: 

 

 1
sin

lim
0

=
→ z

z

z
 

 

Per cui: 

 

 2
2sin

lim
0

=
→ x

x

x
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Esercizio 7. 

 

Calcolare: 

 

xx

xx

x sin

sin
lim

0 +

−

→
 

 

Il dominio di definizione della funzione è costituito dall’intersezione dei domini di definizione delle 

funzioni al numeratore ed al denominatore, in questo caso R, − i valori in cui si annulla il 

denominatore: 

 

 00sin ==+ xxx   (x = 0 è l’unico valore che annulla il denominatore) 

 

La funzione è quindi definita da: 

 

   RR →− 0:f   

 

Il limite: 

 

xx

xx

x sin

sin
lim

0 +

−

→
  appare nella forma indeterminata 

0

0
 

 

Vale: 

 

 

x

x
x

x

x

x
x

x

x
x

xx

xx

xxx sin
1

sin
1

lim
sin

1

sin
1

lim
sin

sin
lim

000

+

−

=









+









−

=
+

−

→→→
 

 

Vale: 

 

 1
sin

lim
0

=
→ x

x

x
 

 

per cui: 

 

 0
2

0

11

11

sin

sin
lim

0
==

+

−
=

+

−

→ xx

xx

x
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Esercizio 8. 

 

Calcolare: 

 

 
xx

xx

x sin

sin
lim

+

−

+→
 

 

Il dominio di definizione della funzione è costituito dall’intersezione dei domini di definizione delle 

funzioni al numeratore ed al denominatore, in questo caso R, − i valori in cui si annulla il 

denominatore: 

 

 00sin ==+ xxx   (x = 0 è l’unico valore che annulla il denominatore) 

 

La funzione è quindi definita da: 

 

   RR →− 0:f   

 

Il limite: 

 

xx

xx

x sin

sin
lim

+

−

+→
   

 

La funzione seno è una funzione limitata, per cui il limite appare nella forma indeterminata 
+

+
.  

 

Infatti: 

 

   R− xx 1,1sin         o anche  R xx 1sin  

 

Vale: 

 

 

x

x
x

x

x

x
x

x

x
x

xx

xx

xxx sin
1

sin
1

lim
sin

1

sin
1

lim
sin

sin
lim

+

−

=









+









−

=
+

−

+→+→+→
 

 

Come visto in precedenza: 

 

 0
sin

lim =
+→ x

x

x
 

 

e: 

 

 1
01

01

sin
1

sin
1

lim
sin

sin
lim =

+

−
=

+

−

=
+

−

+→+→

x

x
x

x

xx

xx

xx
  

 



C. Caprara Matematica   STAFF – EMSA      a.a. 2019-2020 

103 
 

Esercizio 9. 

 

Calcolare: 

 

 
( )

x

x

x cos

sin1
lim

22

2

−

→


 

 

Il dominio di definizione della funzione è costituito dall’intersezione dei domini di definizione delle 

funzioni al numeratore ed al denominatore, in questo caso R, − i valori in cui si annulla il 

denominatore: 

 

 Ikkxx 







+== ;

2

1
0cos   

 

La funzione è quindi definita da: 

 

 RR →
















+− Ikkf ;

2

1
:    

 

Il limite: 

 

( )
x

x

x cos

sin1
lim

22

2

−

→


  appare nella forma indeterminata 
0

0
 

 

Vale: 

 

xxxx 2222 sin1cos1cossin −==+  

 

 
( ) ( )

x
x

x

x

x

x

x

xxxx

3

2

4

2

22

2

22

2

coslim
cos

cos
lim

cos

cos
lim

cos

sin1
lim


→→→→

===
−

 

 

Per cui: 

 

 
( )

0coslim
cos

sin1
lim 3

2

22

2

==
−

→→

x
x

x

xx

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ESERCIZI 

 

Si indichi il dominio di definizione delle funzioni seguenti e se ne calcoli la derivata.  

 

 

10) 2
34

)(
34

−−−= x
xx

xf    

 

 

11) xxexf +=
2

)(      

 

 

12) xxxf log)( =  

 

 

13) ( )3 2
1)( xxf +=  

 

 

14) ( )xxf loglog)( =  

 

15) 
1log

1log
)(

+

−
=

x

x
xf      
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Esercizio 10. 

 

Calcolare la derivata della funzione: 

 

 2
34

)(
34

−−−= x
xx

xf  

 

Il dominio di definizione della funzione è R : 

 

 RR →:f   

 

 

La funzione è una somma di funzioni, per cui la derivata di una somma è uguale alla somma delle 

derivate: 

 

 ( ) )(')(')(' xgxfxgf +=+  

 

 11
3

3
4

42
34

23
2334

−−=−−=







−−− xx

xx
x

xx

dx

d
 

 

 

 

 

Esercizio 11. 

 

Calcolare la derivata della funzione: 

 

 xxexf +=
2

)(  

 

Il dominio di definizione della funzione è R : 

 

 RR →:f   

 

La funzione è una funzione composta, per cui la derivata è: 

 

 ( ) ( ) )(')(')(')(')(')( xfxfgxfygxfg ==  

 

 ( ) ( ) ( ) xxxxxx exxx
dx

d
ee

dx

d +++ +=+=
222

122  
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Esercizio 12. 

 

Calcolare la derivata della funzione: 

 

xxxf log)( =  

 

Il dominio della funzione coincide con il dominio della funzione logaritmo: 

 

 RR →+:f  

 

La funzione è un prodotto di funzioni, per cui la derivata è: 

 

 ( ) )(')()()(')(' xgxfxgxfxgf +=  

 

 ( ) x
x

xxxx
dx

d
log1

1
log1log +=+=  

 

 

 

Esercizio 13. 

 

Calcolare la derivata della funzione: 

 

 ( )3 2
1)( xxf +=  

 

Il dominio di definizione della funzione è R : 

 

 RR →:f   

 

La derivata è: 

 

 

( ) ( )  ( ) ( ) ( )

( )
3

3

1

3

1
1

3

2

3

2
3

1
23 2

13

2

1

1

3

2

1
3

2
1

3

2
111

xx

xxx
dx

d
x

dx

d
x

dx

d

+
=

+

=

=+=+=+=+=




 +

−−
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Esercizio 14. 

 

Calcolare la derivata della funzione: 

 

 ( )xxf loglog)( =  

 

La funzione è una funzione composta logaritmo di un logaritmo. Il dominio della funzione coincide 

con i valori per cui l’argomento è: 

 

 + ,1:10log Dxx   

 

La funzione è quindi definita da: 

 

   R→+,1:f  

 

La funzione è una funzione composta, per cui la derivata è: 

 

 ( )  ( )
xxxx

x
dx

d

x
x

dx

d

log

11

log

1
log

log

1
loglog


===  
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Esercizio 15. 

 

Calcolare la derivata della funzione: 

 

 
1log

1log
)(

+

−
=

x

x
xf  

 

Il dominio di definizione della funzione è costituito dal dominio di definizione della funzione 

logaritmo (che si trova sia al numeratore che al denominatore), R+, − i valori in cui si annulla il 

denominatore: 

 

 11log1log01log −− ==−==+ exeexx x  

 

Il dominio della funzione è: 

 

      +− −−−+ ,,0: 111 eeeD R   

 

La funzione è definita da: 

 

   RR →− −+ 1: ef  

 

La funzione è un rapporto tra funzioni, per cui la derivata è: 

 

 
( ) ( ) ( )

)(

')('
)(

'
2 xg

xgxfxgxf
x

g

f −
=








 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )2

22

1log

2

1log

1log1log

1log

1
1log1log

1

1log

1log

+
=

=
+

+−+
=

+

−−+

=








+

−

xx

xx

xx

x

x
xx

x

x

x

dx

d

 

 

Quindi: 

 

 
( )21log

2

1log

1log

+
=









+

−

xxx

x

dx

d
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REGOLA DI DE L’HÔPITAL. 

 

Siano: 

 

 R→Agf :,  , RA , A intervallo di R 

 

ACgf ,   (le funzioni f e g sono continue in ogni punto di A) 

 

 Axxgxgxf  ,0)(',)('),(' R  

 

 ( )ADx 0    

 

La regola di De l’Hôpital si applica quando il limite del rapporto fra le due funzioni è una forma indeterminata: 

 

 
0

0

)(

)(
lim

0

=
→ xg

xf

xx
 

 

 



=

→ )(

)(
lim

0 xg

xf

xx
 

 

In entrambi i casi, la regola di De l’Hôpital dice che, se: 

 

 
)('

)('
lim

)(

)(
lim

)('

)('
lim

000 xg

xf

xg

xf

xg

xf

xxxxxx →→→
=  

 

 


