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Derivata delle funzioni seno e coseno.

La derivata della funzione seno é (senza dimostrazione):

d .
&(sm X)=Ccos X

La derivata della funzione coseno é (senza dimostrazione):

%(cos X)=—sinx

Derivata della funzione tangente.

Sia;

f(x)=tanx =% f:R—{[k+1jﬂ;kel}—>R
COS X 2

Si vuole calcolare la derivata:

d d d (sinx
&(f (x)):&(tan X):&[@j

Vale (derivata del rapporto fra due funzioni):

a X
dx cos? x

q (sinx]_ (;jx(sin x)~cosx—sinx-c?(cosx)
cosx)

_ cosx-cosx—sinx-(-sinx) cos®x+sin’x 1
cos? X cos? x cos? x
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Derivata della funzione cotangente.
Sia:

f(x) = cotx = 2% f:R—fkrkell >R
SIN X

Si vuole calcolare la derivata:

d d d (cosx
&(f (X))Z&(COtX):&[Ej

Vale (derivata del rapporto fra due funzioni):

q (cosxj: ;((cosx)~sinx—cosx-§(sin X)

il X _
dx | sinx sin? x
_ —sinx-sinx—cosx-cosx _—sin’x—cos’x -1
sin? x sin? x sin? x
Per cui:
d
—(cotx)=———
dx sin® x
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ESERCIZI

Si calcolino i seguenti limiti, indicando anche il dominio di definizione delle funzioni.

. lgl3x+1
1) lim '9Gx+1)
X—0 X
. _ 2
2) lime>*2
X—>too
. lgx
3)  lim3%
x-1 x—1
& 3_
4) Ilm e4x 2Xx+1
X—>-+00
. 3_
5) ||m e4x 2X+1
X—>—
. Sin2x
6) lim
x—0 X
. X—=sinx
7) lim———
x>0 X 4Sin X
. X=sinXx
8) lim ——
x—>+0 X +Sin X
- ([1-sin®x
9) I|m——————i
Xﬂg COoS X
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Esercizio 1.
Calcolare:
lirm lg(3x+1)
x—0 X

Il dominio di definizione della funzione € costituito dal dominio di definizione della funzione al
numeratore — il valore in cui si annulla il denominatore: x = 0.

Il dominio di definizione della funzione al numeratore € costituito dai valori di R per cui I’argomento
della funzione logaritmo e > 0:

Ig:R" >R

Questo € vero quando:

AX+1>0 = 3xX>-1 = x>—%

La funzione € quindi definita da:

|
|
I
8
—
|
=)
J
x
Ml

f :}—%,O{U]o,m[%k

Il limite:

lirm lg(3x+1)

appare nella forma indeterminata 0
x—0 X 0

Si effettua una sostituzione di variabile:

Z=3X — x:E
3

Per cui, quando:
X—0 - z—-0

Il limite diventa:

lir lg(3x +1) lir lg(z +1) _a3.lim lg(z +1)

X—0 X -0 Z 720 Vi
3
Vale:
. log(x +
lim 1290+ g
x—0 X
Per cui:

x—0 X z—0 7
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Esercizio 2.
Calcolare:

- _ay2
||me 3X°+2

X—>to0
Il dominio di definizione della funzione in questo caso € R.
La funzione e quindi definita da:

f:R—>R

Il limite puo essere scritto come:

. _2y2 . _ay2 . _ay2
lime=*"2=lime® .e2=¢?- lime™

X—>t0 X—>to0o X—>too

2

Vale:

lime*=e"=0

X—>+00

Nel caso in esame (I’esponente X & elevato al quadrato):
. _3y2 . _3y2 W
lime™ =lime™ =™ =0
X—>+00 X—>—00

Per cui:

- _ 2
lime=¥*"=0

X—>to0
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Esercizio 3.
Calcolare:
. lgx
||mg_
x-1 X —1

a.a. 2019-2020

Il dominio di definizione della funzione é costituito dal dominio di definizione della funzione al

numeratore, in questo caso R*, — i valori in cui si annulla il denominatore:

x-1=0 = x=1
La funzione e quindi definita da:

f:R -{} >R

f: ]O,]{U]1,+oo[—> R

Il limite:
. . . 0
lim—— appare nella forma indeterminata 0

Si effettua una sostituzione di variabile:
z=x-1 - Xx=z+1
Per cui, quando:
Xx—>1 - z—>0

Il limite diventa:

imJ9X _jiml9z+1)
x>l X —1 z-0 Z
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Esercizio 4.

Calcolare:

: 4x3-2x+1
lime

X—>+0
Il dominio di definizione della funzione in questo caso € R.

La funzione e quindi definita da:

f:R—>R
Il limite:
. 3_ . 3 o . . .
lime* 2" = lime™ .e " =¢™ . =400 appare in forma indeterminata
X—>+00 X—>+0
Si effettua una sostituzione di variabile:
1
7=4x3-2x+1=2x| 2x* -1+ —
2X
Per cui, quando:
X — 400 — Z—>(+oo)-(+oo—1+0)=(+oo)-(+oo):+oo
Il limite diventa:
lim e 21 = |lim e’ = +o0
X—>+00 Z—>+o0

Un metodo di calcolo alternativo, senza sostituzione di variabile, € il seguente:

4x3-2x+1 _ 4x3-2x

- - . 2* o o] o0 00
lime =lime e = lim e Zg.e™) Zg* — 4o

X—>+00 X—>+00 X—>+00
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Esercizio 5.

Calcolare:

: 4x3-2x+1
lime

X—>—00
Il dominio di definizione della funzione in questo caso € R.

La funzione e quindi definita da:

f:R>R
Il limite:
. 3_ . 3 o oo . . .
lim e* 2% = lime* .e > =¢™.e™ =0-(+) appare in forma indeterminata
X—>—00 X—>—00

Si effettua una sostituzione di variabile:

7=4x>-2x+1= 2x(2x2 ~1+ ij
2X

Per cui, quando:

X — —00 - Z—>(—oo)-(+oo—l+0):(—oo)-(+oo):—oo
Il limite diventa:
Ilrp e4x3—2x+1 < |||:n e? =0

Un metodo di calcolo alternativo, senza sostituzione di variabile, € il seguente:

4C-2x+1 _ 4x®-2x 2x2-1)

lime =lime 6% = lim e. e

X—>—00 X—>—00 X—>—00

00

—e-e”"=e" =0
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Esercizio 6.
Calcolare:
. sin2x
lim
x—0 X

Il dominio di definizione della funzione & costituito dal dominio di definizione della funzione al
numeratore, in questo caso R, — i valori in cui si annulla il denominatore:

x=0
La funzione e quindi definita da:
f:R-{0}>R

Il limite:

Iing sin 2x appare nella forma indeterminata %
X—> X
Si effettua una sostituzione di variabile:

Z=2X - x=E
2
Per cui, quando:

X—>0 - z—0

Il limite diventa:

.. sin2x ,. sinz . sinz . Sinz
lim =lim——=lim2-——=2-lim——
x>0 X -0 Z -0 z 750 7

2

Vale:

. sinz
lim——=1

z—0 z
Per cui:

. sin2x
lim =
x—0 X

2
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Esercizio 7.
Calcolare:

. X—=sinXx

lim———

x>0 X 4Sin X
Il dominio di definizione della funzione & costituito dall’intersezione dei domini di definizione delle
funzioni al numeratore ed al denominatore, in questo caso R, — i valori in cui si annulla il
denominatore:

X+sinx=0 = x=0 (x =0 & I’unico valore che annulla il denominatore)

La funzione ¢ quindi definita da:

f:R-{0} >R
Il limite:
. X—=sinXx . . 0
lim———— appare nella forma indeterminata —
x-0 X 4Sin X 0
Vale:
sin X i
_ Wl1- 1_smx
. X=sinx .. X ) X
I i 0 i) M —ginx
x=>0 X 4+SINn X X—> 1N X X—>
x(l+j 1+——
X X
Vale:
. sinx
lim——=1
x—0 X
per cui:

. X=sinx 1-1 O
lim — = =—=
x>0 X+sinx 1+1 2
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Esercizio 8.
Calcolare:

. X=sinXx
lim ———
x—>+0 X +Sin X

Il dominio di definizione della funzione é costituito dall’intersezione dei domini di definizione delle
funzioni al numeratore ed al denominatore, in questo caso R, — i valori in cui si annulla il
denominatore:

X+sinx=0 = x=0 (x =0 & I’unico valore che annulla il denominatore)
La funzione ¢ quindi definita da:

f:R-{0} >R
Il limite:

. X=sinx
lim———

x>+ X 4 SN X

: \ . - T : . +00
La funzione seno é una funzione limitata, per cui il limite appare nella forma indeterminata —.
+00

Infatti:
sinxe[-11]  vxeR o anche sinx <1  vxeR
Vale:
' [1_smxj 1_sinx
. x-sinx . X X
lim = lim -

X>+0 X +SIN X Xxo+o sin X x>+o . SIN X
x(l+] 1+T
X

Come visto in precedenza:

sinx

lim——=0
X+ Y
e:
sin x
. X=sinx .. 1-0
lim — = = lim X __ -
x>+0 X +SiNX  x>+e, SINX 140
1+>20
X
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Esercizio 9.

Calcolare:

Iim(l—sinzx!

w?  COSX

Il dominio di definizione della funzione é costituito dall’intersezione dei domini di definizione delle
funzioni al numeratore ed al denominatore, in questo caso R, — i valori in cui si annulla il
denominatore:

cosx=0 = X:(k+%jﬂ;kel

La funzione € quindi definita da:

o ra) o

Il limite:
. 2
. (L—sin®x) . . 0
lim appare nella forma indeterminata —
2 COSX 0
Vale:

sinx+cos’x=1 = cos®x=1-sin’X

. 2 2
 [1-sin’xf . (cos x) . ocostx . 3
lim*———=Iim =lim = limcos® x

<57 COSX 4s”  COSX  yof COSX  yoF
2 2 2 2
Per cui:
. 2
(L-sin?xf
lim =limcos®x=0
xe% COS X x»%
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ESERCIZI

Si indichi il dominio di definizione delle funzioni seguenti e se ne calcoli la derivata.

4 3

X X
10)  f()="-"——x-2
) T0=7-3

11)  f(x)=e"*

12) f(x)=x-logx

13) () =3@+x)

14)  f(x)=log(logx)

_logx-1
logx+1

15)  f(x)
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Esercizio 10.

Calcolare la derivata della funzione:

4 3

X' x
f(X)=—-—-x-2
) 4 3

Il dominio di definizione della funzione e R ;

f:R—>R

a.a. 2019-2020

La funzione e una somma di funzioni, per cui la derivata di una somma é uguale alla somma delle

derivate;

(F+9)()=f(0+g'(¥

Esercizio 11.

Calcolare la derivata della funzione:
f(x)=e""

Il dominio di definizione della funzione é R :

f:R—>R

La funzione e una funzione composta, per cui la derivata é:

(g()) () =g'(y)- f'x)=9g'(f(x)- f'(x)

% (exz*x): X % (2 + %)= (2x +1)- "
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Esercizio 12.

Calcolare la derivata della funzione:
f(x) =x-logx

Il dominio della funzione coincide con il dominio della funzione logaritmo:
f:R">R

La funzione e un prodotto di funzioni, per cui la derivata e:

(f-g)()=f'x)g(x)+ f(x)g'(x)

i(x-logx):l-logx+x-£:1+Iogx
dx X

Esercizio 13.

Calcolare la derivata della funzione:

f(x) =31+ x)

Il dominio di definizione della funzione e R :

f:R—>R

La derivata €;

2 2

& dx
1 2

L+ x)% " 34x

2,
3
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Esercizio 14.
Calcolare la derivata della funzione:
f (x) = log(log x)

La funzione € una funzione composta logaritmo di un logaritmo. Il dominio della funzione coincide
con i valori per cui I’argomento ¢:

logx>0 = x>1 = D:fl+o
La funzione e quindi definita da:
f:lL+oc[ >R
La funzione e una funzione composta, per cui la derivata é:

d 1 d 1 1
= ioa(1 —_—= .2 —_=- oL
dx[OQ( ng)] log x dx(OQX) logx x

1
X-log x
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Esercizio 15.
Calcolare la derivata della funzione:

_logx-1
logx+1

f(x)

Il dominio di definizione della funzione é costituito dal dominio di definizione della funzione
logaritmo (che si trova sia al numeratore che al denominatore), R*, — i valori in cui si annulla il
denominatore:

logx+1=0 = logx=-1 = e
Il dominio della funzione é:

D:R -ft=pe|Up 0|
La funzione ¢ definita da:

f:R* —{e‘l}—>R

La funzione e un rapporto tra funzioni, per cui la derivata e:

[i} 0900 = £(x)g’(x)
g

9°(x)

d (logx-1 _i'(logXJrl)_(logx_l)')l(_Iogx+1—|ogx+1_
&(Iogx+1J_ (log x +1) ~ x-(logx+1)

B 2

~ x-(logx+1Y

Quindi:

d (logx-1)_ 2
dx{logx+1) x-(logx+1)
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REGOLA DI DE L’HOPITAL.
Siano:
f,0:A>R , AcCR, Alintervallo di R
f,geC, (le funzioni f e g sono continue in ogni punto di A)
IF'(x),g(x)eR , g'X=0 , VxeA

X, € D(A)

La regola di De 1I’Hopital si applica quando il limite del rapporto fra le due funzioni € una forma indeterminata:

Iimw:9
% g(x) 0
f(X)_too

lim
X—=>Xg g(X) iOO

In entrambi i casi, la regola di De 1’Hopital dice che, se:

RGO L G S TR )]
=% g'(X) % g(x) Hog(X)
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