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Elementi di Probabilita
e di Statistica

‘da M. Martelli, Dispense di Istituzioni di Matematiche

Eventi.

Se di fronte z2d ogni esperimenic od osservazione non esi-
stessero alternative sul risultato non avrchbe senso occuparsi
di probabilita e di statistica. Invéce in generale ogni prova,

ogni esperimento, ogni osservazione puo condurre a diversi ri-

sultati. In generale sapplamo guali essi possono essere ma i-

-

gnoriamo quale di essi si verificherd realmente., Cosi se da

unfurna contenente i primi 90 numeri naturali estraiamo a caso
~uno di essi sappiamo benissimo che abbiamo davanti a-noi 90 ca
si possibili, ma ignoriamo quale di essi si verifichera. Analogz
mente di fronte ad una partite di calcioc fra due squadre A e

B sappiamo bene che (salvo imprevisti) potrd verificarsi uno
solo di questi tre casi: vince 4, vince B, pareggio; ma igno-—
riamo quale sara dei tre a verificarsi.

Tuttavia mentre nel caso dell'estrazione di un numero da
un'urna che ne contiene 90 non sappiamc proprio che risultato
aspettarci e pensiamo'che‘ognuno dei 90 numeri abbia le stesse
probabilitd di essere prescelto, nel caso invece della partitd
possiamo azzardare delle -previsioni sulla base della conosScen-—

za che abbiamo dellc due squadre, Cio& lfesperienza pud formir



ci delle indicazioni sulla possibilita chc un certo risultato

sia pill probabile di un alitro.
D'altra parte s¢ compiamo 4000 estrazicni dalla nostra urna,

oéﬁpre rimettendc a postc, dopo 75LiAestrazioné? il numero sor=

teggiato e mescolando bene i1l tutto e se iopo 4000 gestrazioni
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il numero 3 non & mai uscito siario
strazione 4001 essc ebbia piu probabil itd degli altri di veni-
re sorteggiato.

La probabLlLta c la Suatl stica si incaricano di quantifi-
care queste semplici osservazioni che noi abbiamo fatto e di
scoprire quellsa parte di determinismo che si nasconde in ogni
situazione e che pud. fornire delle indicazioni.su come essa si
evolvera. . | S

Sﬁpponiamo 2llora che di chrte ad un esperimento, ad una:
prova qualungue si sia in grado di precisarme tutti i risulta-

ti possibili. Ciascuno di essi 2 tradotto in una proposizione.

Ad esempio nel caso del lancio d: . dado i sei risultati pos-—
sibili, tradotii ciascuno in una proposizione, sono

e,

c"

esce 1'uno, esce il due, escc 1l

esce il guattro, e¢sce il cingue, csce 1l seil.
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o
|_.I-

Nel caso invece della nascite wn-bembino 1 due risulta
ti p0351b111, con xi ferimento 2l suo sesso, sS0no, ffad@tti.cié
scuno in una proposLalone 5 N

é una femmina, & ua maschioc.
LSi osservi che le proposizioni devono esserc formulate_in modo
che Sié possibile poi stabilire con certezza.se si e verificato

o] meno l'nvpnto da esse. annan01ato.

Con. tali premesse si capi ce perche chlamlamo evento ogni

fatto del.quale si possa deciaere senza ambiguita sul suo veri—

flcar81 o sul suo non verltloarbl.

COSl non & un ovbnto 11 ueguewte' ”11 missile C tpartiré
da capo Kennedy oggi alle 17“ perche manca neclla sua fo rmulazio

me un corretto rlierlmonto t,mpor le.. (ora jtaliana, ora locale?).



:hile, Due eventi si diranno incompatibi-

~iTicarsi contemporanezmente, Un sven-—
considerato come unio-

ne 4i altri ceventi.

7Y conveniente considerare l'evento certe come 1l ingieme

S formate da tutti gli eventi elementari, identificare ogni

altro eventc possibile con un sottoinsieme non vuoto di S e

1tevento impossibile con l'insieme vuoto,

"Bsempio 1 - Nel lancio di un dédo possiamo identificare S
con 1'insieme dei primi 6 numeri naturali 5 = {1,2,3,4,5,6:};
Ciascuno di essi rappresenta un evento elementafe. L'evento
esce un numero pari® & rappresentato dal éoticinsieme~ A 4di
S formato dal 2, dal 4 e dal 6. L7evento "esce un numero bri—
mot @ répprVSentato dal sottoinsieme B di S che consisbe
degli elementi 2,3,;5. S & l'evento certc perché esce sicura-
mente un numero compreso fra 1 & 6.

-'Esem@io 2 — Nel gioco del lotto npossiamo identificare S
con 17insieme dei primi 90 numeri naturali ciod 5§ = {},2,;;,90} .
Ciascuno di essi rappresenta um evento elementare; Lfevento "g-
sce un numero minore o eguale di 30" & rappresentato dal sottoin
sieme A :-{1,2,.,,,30} . L'evento "esce un numero pil grande
di 60" & rappresentato dal sottoinsieme B ={:61,62,;..,90}',

gl due esempi precedenti abbiamo visto come tradurre ﬁn e-
vento possibile in un sottoinsieme di S. E' naturale chiedersi
Se viceversa possiamo’interprétare ogni gottoinsieme di " S co-
me un possibile evento. La risposta & affermativa ~ - nel- caso

che S sia un insieme finito oppure numerabile. Se S & piu

che numerabile si possonc dare degli esempi in cui certi suoi

sottoinsiemi non sono degli eventi.



sicmi di S che 1i rappresentanc.
3

Supponiamo che A, BC S

(a) AuB & 1l'evento che si verifica se si verifica o A 0
B (non escludendo chec si verifichino ambedue)

(b) AnB & l'evento che si verifica se si verificano sia A
che B. Gli eventi A, B sonc quindi incompatibili
se e sclosa ANB=4g

C - - . e » . - ‘

(e) A e l'evento che si verifica se non si verifica A,

usempLo ~ I duc eventi "esce un numero pari” "esce un nu~—
mero nrlmo” nel gioco del dadi portano agll insiemi A = -{2,4,6}
e B={2,3, 5%. Allora

(013

auB ={2,3,4,5,6§

ans ={2}

= {1:3,5}

l1teVvento "non esce 1t'1%,

l1%evento ° i1 29
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un numero dispari”.
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Ad ogni evento possibile & spontaneo cercar di associare
un grado di possibilita, che esprima la maggiore o minor fidu-
cia che abbiamo del suo verificarsi., Tale gradc di possibilita

sara concretizzato in un numero chiamato probabilita dell‘evento

considerato. In certi casi questo pud essere fatto senza ricor—
rere-all‘esperienza. In altri casi invece non possiamo farlc senza
1'ausilio dell'esperienze passabe. In ambedue i casi le esperien
ze future saranno utilissime per verificare se il grado di possi

bilitd assegnato ad un certo evento & corretto o meno.
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Il concetto di probabilita

Ci sono tre modi per introdurre e stimare la probabilita di un evento:

Approccio elementare, detto anche classico o a priori:
Se un evento A si pud verificare in k modi diversi (casi favorevoli) su n casi possibili, essendo
questi tutti equivalenti cioé ugualmente possibili, la probabilita p(A) dell’evento &:

p(A) = casi favorevoli / casi possibili = k/n dove 0< k<n equindi 0<p<1

Approccio frequentistico o statistico o a posteriori:
Ripetiamo n volte un esperimento e supponiamo che un certo evento A si verifichi k volte.
Diciamo k frequenza dell’evento A. Definiamo frequenza relativa

f = casi favorevoli / casi osservati = k/n

La base della teoria della probabilitd consiste nel presupporre, cosa del resto confortata
dall’esperienza, che, salvo casi eccezionali, si verifica che, quando n — +oo, f tende a stabilizzarsi
attorno ad un ben determinato valore p che si dice probabilita dell’evento.

Sia ’approccio elementare che quello frequentistico vanno incontro a serie difficoltd. Ad esempio il
primo a causa dell’espressione “ugualmente possibili”. Per questo si preferisce 1’ approccio
assiomatico” che si basa sugli insiemi.

Assiomi della probabilita,

Sia £ l'insieme i cut elementi sono tutti quei sottoinsie
mi di S che sono eventi. Cone abbiamo nétato in precedenza se
5 & finito o numerabile allora ogni suc éottoinsieme & un even-
to. In tal caso % coincide.con 1finsieme di tutte le parti di

S..E' poi evidente che ‘J, S € &;

Una funzione p :1E—-R @& dettad funzione di probabilitiy se

soddisfa alle seguenti condizionis:
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1° = )
F,. p(3) =1

2

P... S¢c A e B&E esiha ANB = g (in 8) allora
’ n(AUB) = p{A) + p(B).

Se soddisTa alle trc condizioni imposte allora si puo dimo—
P I P

strare facilmente che

(1) »(@) =0
(2) se Ay, Ayyeees B E € esiha AN A= f (in 8) ogni

volta che 1 # j allora

;;; A - o-'
p(A U, Ubieoo U ) = p(A) + p(A) + + p(A )
In altre parole la Pq supposta vera per due insiemi si
dimostra vera per ua numero n di insiemi purché in S

essi siano 2 2 a 2 disgiunti.

(3) Se A, Be E e AcB (in 8) allora p(4) < p(B)

(4) se A, B€ & allora

(5uB) = p(4) + p(B) - p(AN3E)

Per provare gquestiultima eguaglianza si pud, ad esempio, proce-

dere cosi. Poiché A = (A\NB)U(ANB) avremo, in hase alla P3

(essendo i due insiemi ANB e ANB disgiunti

I

p(A) = p(A\B) + p(ANB)

Quindi anche p(B)} = p(B\A) + p(ANB)
Di'altra parte AUB = (A\B)U (B\A)U (ANB) e poiché A\ B,
B\A, ANB sono a due a due disgiuntl avremo, in base al ri-

sultato (2)
p(AuB) = p(A\B) + p(B\ &) + p(4NB)

6



) con p(A) - p(ANB) e p(B\NA) con

[ p(ayB) ~o(a) + p(B) - p(ANB)

) . ¢ . . .
In particolare sS1 osServi che se B =A si ottiene (si

(63 n C
ricordi che AUA =5 e ANA= 2)

p(8) = p(AUA®) = p(a) + p(a%)

—
i

ciod

p(a%) =1 - p(a)

Osservazione:

Dagli assiomi della probabilita si deduce facilmente che la probabilitd secondo la concezione
classica (p = casi favorevoli / casi possibili) si ottiene come caso particolare della probabilita
secondo l'impostazione assiomatica, quando si suppone che gli eventi elementari siano
equiprobabili.

Esempio 1 - Scegliamo a caso 2 articoll da un insieme di 12
articoli dei quali 4 sono difettosi. Vogliamo sapere la probabi
1ita che

(2) ambedue gli articoli scelti siano difettosi

(b) ambedue gli articoli scelti siano non difettosi.

2
Lo spazio degli eventi S & costituito da (12“) eventi semplieci,

cioé teati quanti sono i sottoinsiemi distinti formati da due e
lementi in un insieme di =n élementi;

Quindi S & costituito da -2-{—%%—!- = 66 eventi elementari,

B ragionevoi‘e -.éﬁpj)orre che ognuno di essi abbia la stessa pro-
babilitd. Siccome, 'd'a,l‘bra' parté, gli articoli difettosi somo 4
allbra gli evenfi elementari interessati alla scelta (a) saran-.

no (g) = 6., Percid la p‘r’obabilité. di scegliere due articoli di-

7
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: 5 O !
fettosi sara —zz— = —q7~ -

la probabilita che nessuno dei due sia difetioso sarad

Invece

: 1 . . 48
_§§~ L poicheé () = 28,

66 33 o . € 4 L

A questo punto possiamo anche stabilire la probabilita che
. - A 14 1
almeno 1 sia difettosc, Eesa sara 1 - -5 = —3%— s perché i due
. 4 I

eventi *nessuno dei due difettesa’ e almeno uno difettoso" sonc
complementari.

Esempio 2 — (Problema claszico delle nascite). Cerchiamo
la probabilitd p che n persone (n < 365) abbiano tutte com
pleanni diversi.

Lo spazio S degli eventi elementari & costituito da tut
ti i possibili modi in cul si possono distribuire i compleanni
delle n persone. Se¢ Sl trascurano gli anni bisestili avremo

. o . no . ) . .

che tali modi sono 365 . Supponiamo orz che ogni persona abbia
eguale probabilité di nascere in un gualungus giorno dell’anno.
Allora perche si abbiano_oompleanni diversi alle prima persona
daremo la possibilita di essere nata in uno qualungue dei 365
giorni dell‘anno, alla seconda in unc gualunque d=i 364 giorni
che rimengono; alla terza in uno gualunque dei 363 giorni che
rimangono etc. ...

P 1o dei 36"n modi diversi di distribui i

ercio del 5 1 1versl di disvtribulre i compleanni delle
nostre n persone conducono a compleanni frd loro diverst so-
lo 365.364.363...(365-n+1) modi, ‘
Quindi la probabilit& che le’ n ‘persone celebrind il loro com

pleanno in giorni diversi &

' __ 365.364...(365-n+1)
p = - :
365 . :

Si pud @imostrare ché se n >23 ‘allera p <{—%—‘; In altre pa
role fra 23 o piti persone & pill facile trovare che almeno due

hanno lo stesso compleanno di quanto nom lo sia il contrario.



Esempio 3 - Supponismo che un Tira

Laurs ¢ che s1 possn ossere certl che

- =
= T

fglio quadratg come in fi

la probabilitid che egli colpisca la regic

1o colpirz. Si vuole L

ne tratteggiata

Y

—
<
—
!
(e

- A
{4,0)
§ sara l'insieme dei punti del guadratc OABC. Ia proba-
bilita che venga colpito un certo sottoinsieme di S sard e-
guale all‘area del Sottoinsiemé'stesss (supponendo che se ne

possa definire 1'area).

L'area della regione che interessa in guesto problema &

1
1 [ S B
2 57~ F = 57 - 3

1/2

—

- In x ! = _%-(1_1n‘2)

N —

- Probabilita condizionata,

Cominciamo con un esempio semplice.
' Si gettano due dadi., Supponiamo che la somma ottenuta sia
6 (evento A). Vogliamo sapere la probabilita che uno-dei due da-
di sia uwn 2 (evento B).
| Qui l'evento: uno dei due dadi 2 un 2, e subordinato all’al

tro evento: la somma dei due dadi & eguale a 6. Si tratta cioe

di determinare una probabilitid condizionata. Non ci intersesssg in
assoluto che esca un 2, ma ci interessa che esca in un lancio

che ha dato per somma 6. E' come se il nuovo insieme di eventi

fosse diventato: lancio con somma 6 e noi vogliamo sapere quale

9



la probzbilits che uno dei dus nuwmeri sia un-2.

fixs

Poich& per avere sommz 6 occorre che sianc date le seguen

— . . et o > “am - PR
ti 5 coppie,tra le gusli la coppiz (3,3) contz duc volte

!

?

(1,5), (5,1), (3,3), (2,4), (4,2)

€ 11 2 compare in due di esse avremo che la probabilitd richie—
sta; che viene indicata con p(B|A4), & ~%~ = m%~ .

Sia dunque A C S un evento con p(4) > 0. Ia probabilita
che 'si verifichi B supposto che A si sia verificato & detta

probabilita condizionata di B relativamente ad A ed & indi-

dicata con p(B|a).

Se ANB=g allora p(BJA) = 0 perch® i due eventi sono
incompatibili e quindi la probabilitid che si verifichi B una
volta verificatc A & 0, perché tzle eventualitli & impossibi-
le. )

Se invece B < A allora p(B{i) = p(B)/  perche il
verificarsi di B & del tutto subordinatc al ;eriiicarsi ai A.
Cosi nel lancio di un da 3o l'evento "esce il 27 (evento B);é
contenuto nell‘eventc “esce un nwhaere pari” (svento - A). BEs evi
dente infat+ti che non pud uscire il 2 s¢ non esce un nuUmeTo pa-—
ri,

Percid una volta certi che & uscito un numero pari la probabiliti

che esso sia un 2 & —%— ossia —Té;— cioé la probabilitd che e-

sca un 2 (—%—) divisa per .la probabilitd che. esca un numero ra

ri (-%—

In generale quando. si richiede p(BJA). & come se il nuovo in
sieme di eventi fosse diventato A, perche tale evento si suppone
verificato, e in questo nuovo insieme. vogliamo.la Probabiliita di
quella parte di B che vi & interessata.

Avremo quindi il seguente

Teorema(delle probabilita composte)

La probabilitd di B relativamente ad A, suEEosto' p(4) > 0,

O



(1) p(Bla) = Eipe™l

A titolo &i esempio supponiazio che 3 sia il quadrato in figu-

E»)

ra, A sia la regione tratteggiata e B sia i1 quadrato al cen

tro

7A]

~B% chiaro che rispettc ad S p(ANB) = -5z , =8 rispetto ad

A 1la sua probabilita vales —5— . Tale probabilitd & gquella che
T

abbiamo indicato con p(B|&). 8i verifica facilmente che

1

4 i -

(&Y T 7757 ° 7%

Ta formula (1) pud anche esSsere seritta nella forme

(2) p(Bl4)-p(4) = p(BNA)

e, scambiando i ruoli di 4 e B,

(3) p(4]B).p(B) = p(AN03B)

Se poi si hanno n insiemi - A, Ays weoy Aﬁ ‘1a (2)'e 1a (3) si

11



Esempio — Da ina scabola contenente 12 articoli, quattro dei

Jsons 2 caso 3. Determinare la

'qﬁali sono difettosi,;se ne scelgono 2
;probablllta ch ssuno dei. tre sia difettoso.
.. | |
10 godo. Le.possibili terne di articoli sonc ( ) —-3131 = 220.
| g, 8t .
Le terne non dlfntto sono (3) = rEy = 56. Percid la probabi-
56 14, |

llta qercata & 355 = "B5
50 modo (usando il risultato (4)).

La pfobabilité che il primc oggetto scelto sia non difetto
so & _;%— perché si hanno 8 articoli perfetti su un totale di
12. Se il prime articola & perfetto lz probabilitd che anche il

T 2 . .
secondo lo sia @ -7 perché sono rimasti 7 articoli perfettl

su wn totale di 11. Se i primi due articoli scelti non sono dl—

fettosi la probabiTlta che anche il terzo non’ lc sia & —;%— per
.ché'SOno rimasti 6 artlcoll perfetti su un tctale di 10. Avremo

dungue, pér il teorema delle probablllta composte nella forma

(4), che la probabilité'dérbafamé'

8. .. .T. .6 . 14
127 771 ° 7100 T 55

Eventl 1nd1pondent1

Quando si con81dera p(BnA) pud capitare che
5la) >.p(B).
p(B|a) < p(B)

p(Bl&) = p(B),

42



Nel primc caso la conoscenza che A si & verificate aumenta 1la
probabilitd attribuibile a 3. FNel secondo caso invece la dimi-
nuisce.

Nel terzo caso si dice che B & indipendente da A percheé sia

che A risul®i verificato sia che A non risulti verificato la
probabilita di B non cambia,
Siano A e B dug eventi con probabilita positiva.

Se B e indipendente da A avremo

(5) p(ANB) = p(4).p(BJA) = p(a).p(B)

Dtaltra parte & anche
r(ANB) = p(B) p(A[B)
e, confrontando con la (5), si deduce che
p(4[B) = p(a)

Cio& anche A & indipendente da B,

" Molti consideranc la (5) coms definizioneé di eventi indi-—

pendenti,'cioé definiscono indipendenti due eventi A, B se

p(ANB) = p(4).p(B)

Si osservi che eventi indipendenti e eventi 1qcompat1b111 sono

due cose molto diverse. Per gli eventi incompatibili si ha

_pMUB)=pM)+pW)

mentre per quelli indipendenti si ha

p(ANB) = p(4).p(B)

13



Feempio 1 - Quale probabilitad La un uomo di 70 amni di ar
rivare a 72 anni'?

La seguents tabella riporta le probabilita che un uomo di
70 anni arrivi a 71 anai, che unc di 71 anni arrivi a 72 etec.

eta probabilita
70 | Poge 0,9492
7 | P, = 0,944
72 - P, 0,939

Detto A lievento "un uomo di 70 enni gcrriva o 71" e 3B

1r'evento "un uomo 4i 71 ecnni erriva g 72" din base 2lle for-

pula‘(2)'si ha _
n(AnB) = p(A).p(B[A) =-0,9492 x 0,9444 = 0, 8964,

ossia 89,64%. (Si noti che in guesto caso B|A & lo stesso

evento che B).
Esempio 2 —_Si vuole sapere se il daltonismo e la sordita

'sono o non sono indipendenti. La tabella seguente riporta le
percentuali di .sordi-daitonici, sordi-non daltonici, non sordi-

deltonici e non sordi-non daltonici.

sordi - non sordi totale
daltorici 0, 0004 0,0796 " 0,0800
non daltonici 0,0046‘ 0,9154 0,9200
totale 10,0050 0,9950 1, 0000
p(D_NS ) o
. _ a o _ 0,0004 o
Avremo p(DaISO) v p(so) = 576050 = 0,08 = p\Da)
i ¢ _ 09,0046 _ ~ (D¢

Percid i due difetti sono. indipendenti.

P



. ; TR ey gy B e o N T . b} N
zata nella stessa misura come & state fattc pCY gu ella dl EeVEN—

ti incompatibili. Cosi tre eventi A, B, ¢ gonc detti indipenden

ti se sono indipendenti a due a due e inclire

(6) p(AnBNC) = p(A).p(B).p(G)
Esempio -~ Supponiamo di lanciare un dadu 3 volte. Vogliamo

"la probabilitd che nel primo lancio esca numero pari, nel secon
Sceizo 11 5 o 11 6,

(f‘:

do lancio esca il 2 e nel tesrzo lancio
Sia A l7evento: esce un numere pari al primo lancio
B 1lfevento: esce il 2 21 secondo lancio

¢

¢ 11 6 &1 terzo lancio.

wn

C 1l'evento: esconsc il

E* chiaro che i tre eveanti sono indipendenti . Quindi 1la proba-~

m’

bilitd cercata

-
-t
Cul s
-

Avremmo anche potutdiprocedere cosi. Tutte le possibili terne or
dinate di numeri compresi fra 1 ¢ § scno 6= 215, Di queste la
meta, cioe 108, comineciano conun numero psri. Di gueste 108 so

-%— s ciod 18, hanno come scconda cifra il 2. Di queste 18
solo _%- , cioe 6, terminano con il 5 o com il 6. Percid si trat
ta di scegliere una di queste § terne fra 216, Ia probabilita

2 gquindi

276 - 733

Il teorema di Bayes.

Siano AV.%;;ng h.wmﬁiadwaédmyﬁs@mmie
Tali che Aqu AZL’;;’K’An:,S (si suole dire che essi formeno una
Partizione di S).
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Sia poi B C S. Avremo che

=BNS =BA(AUA...u4) =

(Bn A1) U (BFIAZ)U coo U '\Br\-i:;n)

dove A, 0B, i = 1,2,...0n, formano wnz partizione di

quindi

(’“;) .' iﬂ(B) = (4,0 3B) + p(4,N3B) + 9;. + p(4 N B)
Ricordando- che p(A.f1B)‘= n(% ) o(B‘A ) avremo
'(**)“;:P(B) P(A ) P(BIA ) + ,;.l* p(4 )U(BIA )

S o mA N3B)  pla )p(BlA)
Tnoltre si ha p(AilB}-— 16 p(Bf

sostituendo in fale eguaglianza p(B) dato dalla (*x) otteniamo

Teorema (di Bayes).

p-.’A.)D(BlA.

p(4, |B)

=.p(A17 p(B}A ) + ... * D(A ). p( BIA )

Esempio 1 - Tre macchine &, 3, C producono rlspettlvamen

te il 50%, il 30% e 11 20% degli articoli di wna Tabbrica. Ia.

percentuale di quelli dlIett051_é, nellfordine, il 3%,

il 4% e

i1 5%. Supponizmo di-scegliere a caso un articolo. Determinare

(a) * la probabilitd che sia difettoso

-

(b} 1la probabilitid che sisz stato prodotto .dalla macchira

A sapendo che & difettoso

Sia, D.1l'evento: articolo difettoso. In basé alla (*¥%) a

~

vremo

1¢



(2) p(D) = p(a)p(2|8) + p(B)p(D|B) +.p(C)p(DlC)
~ 0,50.0,03 + 0,30,0,04 + 0,20.0,05 = 0,037

o o(alD) - p(8)p(D]4) 0,50 . 0,03 _
() p(&1D) = STRYFTHIEYF5(B)5(DI8) * $(C)B(BIC) ~ — 0,037

°

-JwWm

1
3

Esempio 2 - Un tecnico altamente qualificato monta il 30%
di una seric di apparecchi 4i precisione. Un altrc tecnico; me
no qualificato, ne honta il T70%. L'apparecchio funmziona nel 90%
dei casi se & stato montatc dal primo tecnico e nelll80% deci ca
si se & stato montato dal secondo técnico. Supponiamo di sceglie
re & cafo uio degli apparecchi e che esso funzibni. Determinare
la probabilitd che sia.stato montato dal tecnico altamente qua-—
1ificato. |

‘ Indichiamo con A l'evento: l'apparecchio funziona e con
Bys B, gli eventi: montaggic da parte del tecnico pit qualifi-
cato, montaggio da parte del tecnico meno gualificato. Dobbia~-

mo determinare p(B1!A), Per il teorema di Bayes gvremo

p(B,)-5(4]3,)
p(B1)p(AlB1)+p(32)p(AfB2)_

p(B,]4) =

Poichd p(B,) =0,3, p(B,) = 0,7 »p(4[B)) =0,9 e p(4|B,) =0,8

otterremo

— | 0,3-0,9 B o,é7 ;
p(BilA) = §,370,910,7.0.8 = 5.83 = 0325

~ Variabili aleatorie discrete,

Nella sezione précedente abblamo esaminato il problema: di
valutare le probabilitd di un evento. Abbiamo raccolto in un in
sieme S gli eventi elementari rclativi ad un certo fenomeno e

abbiamo cercato di definire una funzione di probabilita da 25
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in R, dove S indicava l'insieme i cul elementl erano tutti i

"sottoinsiemi d4i S che rappresentavano degli eventi.

013 even®ti perd, eléementari O meno, sono restati fino ad
ora aegli enti non numerici. Per molte gucstioni invece & oppor

'tuno'interpretare gli eventli relativi ad un cerco fenomeno come

Vsott01n51eml di. R. B' ccsl che si giunge alla nozione di varis-—

'yblle aleator1a.

1De11n1u10ne, na variabile aleatoria & wme funzione X3 S-=R

ftale che la retIOWmnaglne di ceni intervallo & un evento.

e S & un insieme ‘finito o numerabile ogni funz1one da

<

-

';S in R & una variabile aleatoria, perche ogni sott01n81eme
A7di~.S & un evento. :

' : L'introduzione delle variabili aleatorie non deve sembrare
-'iﬁﬁ?iﬁﬁﬁile'complicazione perche in molti casi non & tanto rile-
'hﬁéﬁfé sapere qual'® 1l'evento che si verificherd con maggiore
prbbabilité, guanto tener comto délla probabilita che un evento

ha in relazione alla sua lvporuapza. Spieghiamoci meglio con un

Esempio - fﬂocutore lancisa ripatutamente 1 dado,,
I pat+1 sono che egli riceve 1000 llrv se esce l'uno, 2000 se
' esce 11 2 3000 se esce 1l 3 e 4000 gse esce 11 4. Deve 1nvece
pagare 5000 lire se esce il 5 e 6000 se esce il 6. E' chiaro che
gui la prébabilité che ogni numero ha di uscire & la stessa, ma
il fatto che esca un numero piuttbsto che un altro ha molta im-—
portanza. E benche il giocatore abbia a dlSpOSlZlOne 4 numeri e
il banco 2 & ‘chiaro che il gioco & favorevole al banco.
Questo esempio pud illustrare meglio guanto ora d}{ggo.
Sia data uns variabile aleatoria X : S—=R e supponiamo
che esSsa assuma Ul nNumero finito di valori -x1,..°,xn.A '
Indichiamo con p; la probabilitd del sottoinsieme di S 1 cul

.elementi hanno- per immagine X, ciog

X(S):{x4 S SUN o

Posto A.={ seS: X(s)=x_} abbiamo X(A.)=x, e dunque A = Xjﬁ(x.)
A P i Py
=p{seS: X()=x.} =p(Ay)

18



Tale probabilita ¢ spesso indicata con p (X =x,)

I valori P, formano quella che ¢ detta distribuzione di probabilita di X ,

e , — \ 2 s . s
Essendo liinsieme is S s X(s) = X3 la retroimmagine o preim
di x seconde¢ X possiam. anche dire che B e la pro

magine di X%,

'pabilité dell fevento X. Inoltre le

preimmagine di X, secondo

-gli % Tormzno une partizions di S, per

preimmagini di futti- gl X, X
che sono & due a due disgivnite ¢ 1z loro unione da tutto S. Da
cid segue che indicate con Ai tali  -preimmagini si ha

T=p() =plajua,. VA ) =p(4) +p(A) + ... + p(A)

Chiam

le aleatoria X e io indichereﬁo cen /}b i1 numeroc

M hY
}sz,X,+pX+..+an=ZpX_ H & detto anche

H v A

v valore atteso

Come si vede nella speranza matematics si Sommano, ciascuno con

la sua probabilitia, i valori dellszs variszbile aieatoria X.

Diremo ihvece varienze di X ¢ 1o indicheremo con G il

numero

2 - .2 ) 2 2
6 = p1(X1—/b) + P lx - )" L _+-pn(;cn_/J,)_

~

€ chiameremo &~ devi zione gtaauard 0 scarto quadratico medio

.della variabile, aleatorla X,
Come si vede nella varianza d&i X compaionc, ciascuno con
: A e . . 2 .

da sua probabilita, i quadrati degli scarti (xij/&) y 1= 1,2500.,n.
Gli esempi che ora daremo vogliono spiegare il significato

Che puod avere una variabile a_eator_u, la sua distribuzione di
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probabilita, il suo valor

standard.

EEEQEEQ_l — Supponiamo che un giocatore lanci due dadi.
I,*insieme, S, degli eventi elementzri €& costituito dalle 36 cop

pie ordinate di numeri

S = {(1,1), (1,2), (2,1),,”,(‘5‘,.5)}

iz X : S>R la funzione che a

°

socia ad ogni coppia la som—

0

ma dei suoi elementi, ciog X(s,b) =a + b, Allora X & uma vs

riabile aleatoria su S e la sua immagine &

o
X(S) = 1 2,3,4,00.,11,12 }

Lo distribusione di probabilith di X & data della sezusnte ta

pella

x| 2 3 4 5 6 17 8 9 10 11 12
o a2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
i |36 3 7336 3 3 73} 3% 3 %36

20



T1 valore medio di X & dungue

- o

I
~

- 4+ 12,-

O] ]

Onl

(1

La varianza di X
082 g (2D (31 % (41 L 4 ~m 72
+ —j%—(12-7)2
= 5,8

La dewviazione standard & dunqur—\ & =\/5,8 ¥ 2

Esempio 2 -~ (Distribuzione binomiale). Supponiamo di ri~

petere n vollie un esperimento che ha S0lo 2 possibili risultati
A e B di probabilitd a e b =-1-a., Supponiamo che le n
prove, siano indipendenti 1°'una dall‘®sltra. '

'Qgrqgigmo prima di .tuttc la probabilita che, ad eségpio,
nelle prime k prove si verifichi A e neile altre n-k =i
verifichi B. -

Siccome gli eventi considerati sono indipendenti avreno

che la probabilitid cercata &

akbn—k

Se ora ci interessa invece che A si verifichi k volte e B
n-k volte senza far riferimento all‘ordine con cui’ 4 e B si
verificano troveremo, con un ragionamento analogo a quello Fat—

tc per determinare il coefficiente di 'aghn—k nel binomio di

Newton, che tale probabilita &

p(n,k)z (D 2"

24



Fissato n, p(n, k) € una funzione di k (con k=0, 1, 2, ..., n) detta distribuzione

binomiale di parametri n ed a. La seguente figura rappresenta il grafico “a
campana” di p(n, k) quando n =20 ed a=1/2 ( da P. Marcellini- C. Sbordone,
Elementi di Calcolo).

A

' P(20, K)

Fa.is
poizs
o

L0.075 | i ——

}o.05

Ry

0 2 -4 -6 8 1012 14 16 18 20

In termini di variabili aleatorie:



Sis S 1l'insieme di tutti i possibili risultati delle n pro-
ve e sia X : S—R una funzione tale che X(8) = {0,1,2,..,711)5

con le condizione che

x (0) = { insieme dei risultati in ¢cui A non compare } =
{ insieme i " 1 B compare n volte %
-7 ¢ .. . L : '
(1) = { insieme dei risultati in cui A compare 1 volta} =
{ i 1 ] H 1 B " n-1 vaolte }
.’DDOOOO;IOII’HQ'G..'V.IO0'?0;-}.‘05¢'lh'?I.0“0.3.ﬂ..'.‘......=> '
- - . . Ce . . ?
X. (n) = { insieme dei risultati in cui A compare n volte;—:
{ K ! " mom B non gompare }

Alora X & una variabile aleatoria con la seguente distribu-

zione @i probabilita, detta, per ovvie ragioni, distribuzione

binomiale diparametri n ed a.

., ] 0 1 2 3 ... n- n
1

l pal n n-1 . 2 n—2 n n3 n-3 n n-—1 n
p |80 e QT (e (e g S

T1 suo valor medic &

2

M= 0.5 % 1.(?‘)5, S 2(121)321{1" + n-1

n - n
eso + (n—1)(n_1)a b +n a —_—

v = Ia

. s 2
Ia gta varianza @ O =na b e la deviazione standard &

& =VYnab .
Ad esempio se si lancia un dado 180 volte e si indica con
A 1'evento "esce il 3" e con B 1'evento "non esce il 3" a—

1 5 ' Dy .
vremo a = ar- e b= -l Percio il numero dei 3 che c¢i si

aspetta & 180.—%— = 30.

Ia deviazione standard & \/180;-—%—.%— = 5.

E' chiaro che se avessimo-considerato la variabile aleatoria

Y : S»R tale che ¥(S8) ={0,1,2,...,n}¢

23



Y~1(OJ = {_lnsieMi dei risulbtati im cuwi 3 non compare}
) :;-{1gsieje Aei risultati in cul A compare n volte}-
-1
= X (l’l)
Y"1(1) ::v{insieme dei risultati in cui B compare 1 volta }

i

zinsieme dei risultati in cui A compare n-1 volte}

% (a-1)

It

[ DT, e
ete., ciod Y (i) =X (n-i) avremmo ottenuto la distribuzio

ne “ . _
x. i 0 1 S e n—-1 n
i ‘ .
n my n-1 < SN =y el
pi_' a. 1)8. b a3 \Il-,l)b« b . @]

il cui valor medio & M}b?: nb mentre la varianza e l'errore

gquadratico medio rimangono gli stessi di quelli trovati per X.

Esempio 3 = Ia probabiliti chie uma macchina produca un pez
zo difettoso é del 10%. Si deternmini la probabiiitad che in un
insieme di 3 pezzi c¢i siano = = 0,1,2,3 pezzi difettosi. Bi
determini poi il valor msdio e lo scarto guadratico medio del-

1a variabile aleatoria X' definita relativemente a questo pro

[AV]

blema seguendo i criteri dell'esempilo
Avremo (cfr. esempio 2) a =0,9 & b =0,1 n= 3.

Da cul
= (O)a ='o,729

a b = 0,243

n 2 '
B,=(5)a b= 0,027

my 3
P,= (f_l).b = 0,001

Ta distribuzione della variabile aleatoria .X & dunque
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‘x| 0 1 2 3
it

'-pgi‘.t-oﬁzg‘-- 0,243 0,027 0,001
1 . .

I1 suo valor medio &

M= 10,243 + 2.0,027 + 3:0,001 = 0,3 = 3.0,1

7

et

e 1'errore quadratico medio

\/0,729(0,3)2+ 0,243(1—0,3)2+ 0,027(2-.0,3')2+ o,oo1(3-o,3)2=

:\/0,06561 + 0,11907 + 0,07803 + 0,00729 = \"0,27 -

=\/370,1:6,9 0,519

Per calcolare la varianza di wna variabile sleatoria X & uti-

le spesso tenere presente la seguesnte formula

2 2 2.
G = X, -
E:ipi i /

4

che si dimostra facilments ossgr&mﬁio ché
2 - 2 o
G~ = Z_ipi(xi_/u')l S LP % - 2 %%‘/‘Xi“’/’” Z;'Pi
o 2 2 2 2
=2,P%; - P Ry

- I1 numero /u, e dettc spesso centro di dispersione della

_Vvariabile aleatoris X,
Se, a partire da X, consideriamo la variabile aleatorig
Y =X ~ i cui valori sonoc cioe v = X, - avremo
/Agx, v L /uk, che la

. i
Sua speranza matematica o valor medio 2.0. Infatti sars

Yacs Zipi(xi"/”x)fzipixi‘/%f MM 0

3L dice in tal caso che Y & una veriabile aleatoria centrata
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o che Y 2 uno scarto.

imento con

o
w
3
M
)

Abbiamo visto che se eseguismoe n volte un

due soli risultati possibkili, A e. B, di probabilita a e

b =1 - a, la speranzz ma‘tematica del numero dclle realizzazio
ni di A & eguale al prodotto del numere delle prove, n, per

la probabilita di 4 cio?d

‘Se in tale formula si conoscons M e =z si puo determina
re n, cio& gquante prove occorrono per avere la speranza mate—
matica richiesta del numero delle realizzazibni di A,

_ Se la variabile aleatoria X assume, invece che un numero
finito di wvalori; un‘infinité numerabile di valori Xys Xos XS’
o

vesy X , ».. allora per definire il suo valor medio occorre T

re ricorso ad una seric

@

Noi consideriamo solo casi in cui tale serie & convergente,

Esempio 1 - (La distribuzione di Poisson). Siz X : S—= R

tale che. X(S)‘-—7{0,1,2,3,;.;,11,,.;}- & supponiamo che esista

una costante m ‘tale che la probabilitd che X assuma valore

k sia
k -m '- m si dice parametro
__me€
Pp= =7 della distribuzione di

. Poisson
Si ha cioe il seguente -quadro
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el
)

m 7 -m e me m e

3
[¢]

i

Tale distribuzione di probabilita & detta distribuziocne di Peis-

son. Non-rientra negli scopi del nestro corso fa vedere che 1l

valor medio di una variabile aleatoria X che segna la distri-

buzione d4i Poisscn & m cioe

®
m =P X + DgEyt e+ B X+ ‘e =u§:£ k = F'
S I

. 2 > . N ~
Ta variasnza & ancora 7 =mn e lo scarto quad?atlco medio & Vm.

La distribuzione di Poisson si presenta in molti fenomeni na-
turali come il numero di chiamate telefoniche che uﬁ centralino
riceve ogni minuto, il numero di errori ver pagine in un testo
molto lungo, il numero di particclls <X emeésse da una sostan—
za radioattiva in intervalli eguali di tempo, il numero di- pian
te che si riscontranoc in un rettangols dopo a&er diviso una re-—

gione vasta in tanti rettangeli eguali etec. ... .

Inoltre la distribuzione di Poisson approssima abbastanza
bene la distribuzione binomiale per valori di n.

=

grandi e a patto che a sia molfo piccolo, scegliendo m =

=3
=g

La seguente tabella mostra questo fatto con n = 300, a = 555

e quindi m = 3/2

0 1 2 3 4 5
d. binomiale |0,222 | 0,335 | 0,251 | 0,125 | 0,046 | 0,013

d. Poisson 0,223 | 0,334 | 0,251 | 0,125 | 0,047 | 0,014

I due esempi che seguono mostrano come poter usare la . -distribu -

zione di Poisson..
Esempio 2 -~ Supponiamo che in vn libro di 500 pagine ci
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Consideriamo le pagine come alirettaxn rettangeli disposti uno

accanto all'altro per terra o ognl errore COME una palla che

. cadendo colpisoe uno dei rettangoli. La probabilita che una pa
: 1

. J ;‘:, AT Q&Y 3 —‘-i-v.—- ’ e e . —}'lm 1*8 2 = e Il )
ginza sia CO’] ta £, Py C&Nl U1LTO0, 500 o - L - gu \ 500 _
nuUmero dei #iri & 300. Durigue n = 300.

Usande 1ls dlstrlbu51oae 1ﬂj_nmn’ﬁle avremno cho

) () (1= 255 2= 0

500° 1" 500 012

p(x = 3) =

.. : 3 .
Usando 1a distribuzione di Poisson. (m = = ) si. ha

Tl

p(x = 3) = —g-(-3-)% > = 0,019

Esempio 3 - Supponiamo che il 2% delle analisi che escono
da un laboratorio siano bbzglLate. Determinare ls probabilita
'che-su.un camplone di- 100 apa11=1 ¢cc ne sieno 3 sbagllatg.

Avremno = 100 e O 02. ‘

Usando la dlStlethOﬂu blﬂuﬁLule si ottien

<1°°>(o 02) 3(0,9

p(x = 3) = = 0,182

Usando la diétribuzione di ‘Poisson {m = 2) -si he-

1 3 -2

p(x = 3) = —- 27¢ = 0, 180.

—~ Variabili aleatorie continue.

Supponiam¢e che S 'sia pil che numerabile e che la variabi
de aleatoria X 3 5> preanda tutti i valori di wn intervallo

(a,b) non éscludendo'che (a,b) sia tutto R ciot (-, +o).

Diremo continug tale variabile aleatoria. dgve X(S)=(a, b)

ossia X (a,b)=S
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Supponiamo che esista una funzi one non n-ﬁoatlvw f:(a,b}=a R

tale che per ogni intervallo'[o( 7’3} <‘_ (a,b) si abbla

p(X <X -</,.) f(x)ax
.S

dove p( < X 4/)) & la probqb 1it3 che X assuma valorl con

presi fra oK e- /b’ 0, in sltre paroley 1la Urobablllta di’

”1(O</3~)

La funzione f sard chiamata allotra densitd di probabilita ai X.

.Bssendo
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p(X _/3) (x:)dx =0

avremo anche

i ' 4 X <L X
in guanto p(X <X S/B) P(X =X) + p{X< /3) + p( /3)

Quindi 1l'integrale
/f(x)dx

“ -
rappresenta anche la probabilitd 4i X ECX /3]

Si osservi 'Ddl che dovra essérc

b |
'f(X)dX-—-_T

. ' . - . ) |

in quanto tale integrale esprime la Probabilita di X (a,b) = S.
‘La .funzione £ 2 definita sdlo in (2,b) ma noi possiamo

considerarla definita su tutto ‘R prendendola 0 al di fuori

di (a,b). Con tale convenzione.possismo Scrivere

+o .
/ f(x)dx = 1.
® - .

La speranza matematlca 0 valor medlo della varlablle aleatoria

X sara deImlta, in ana.loxrla a guanto. fattn per le var;,ablll a

leatorle dlscre+e, dall 1nte0ra.le
| T
/bb = X f(X)dX
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Sa /u,z 0 1la wvariabile aleatoria X 81 dice centrata.

Ta wvarienza e l'errore guadratico medio saranno, rispettivamen

Te,
2 [T® 2
&6 = (x— ) "f(x)ax
e S
| . +® ‘ -
e 2
& = (x—~ o) "T(x)ax
L/_@ - ]

Lz funzione

X

fis)ds = p(—® € X £ x)
-®

F(x)

2 detba funzione di distribuzione o semplicemente distribuzio-—-

<

ne.

Essendo F'(x) = £(x) > 0 <tale funzione & .  .crescente.
Inoltre

lim PF(x) = 1lim f{s)ds = 1.

X >+ ® X +® /-®

>

Due wariabili aleatorie .continue possono avere la stessa densi
t2 e quindi anche la stessa distribuzione. Per guesto & oppor-
tuno un esame delle densitd e relative distribuziani che si pre

sentano piu frequenti: nelle applicazioni.

Distribuzione uniforme.

Se la densita f : R3R e del tipo

O se x £ a
f(x) =4 k>0 se a<x<Lhb
0 se X >Db .

allora la distribuzione F(x) & detta wniforme.
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Dovendo &SSere

f+@ [/"1\"_\
flx)dx = | f{x)ydx =1
- A /:L
. 1
si deduce che K = ———
b-a

Avremo quindi

X
1 K-
7 ./ . _ &=d -
.E'(X) = \j b—-;‘?‘.,dx = 5a se A é A‘é b
a
1 se . X>D
-

I grafici di f e P si presentano cosl

) . . .
A/, ‘ -
e e

Q_L
I'J'"

3
o4
8

Per una variasbile aleatoria X con distribugione uniforme si

hanno i seguenti dati
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. s . _ b+a )
Valore medio /ML = 5~
o b 2
& L b—a)
varianza o7 = AT
scarto guadraticd Mmeaio 57 = i
2Y3

tribuzione wniforme si incon

o

Varizabili sleatoric con dis

trano di freguente -nelle misure di grandezze, nel problemi di
orientazione degli animali e in tutti quei problemi il cui ri-—-

sultato appartiene ad un certo intervallo a,bj senza che si

ti punti dellfinterval-

-~ e [}

sia capaci di dare una preferenza a cer

lo rispetto ad altri.

Distribuzione normale (o di Gauss).

E' detta normale una-distribuzicne F di densita

2 2
a. -h (x-m _
(1) flx) = B B ey sy,
Y 7T '
Si pud dimostrare che il valore medic, la verismza e lo scarto
guadratico medio di uvna variabile aleatoria con distribuzione

narmale sono, rispettivamente,

e

Casi parfiqaléfi,,ma abbastanza interessanti nelle applicazioni,

sono quelli con m = 0 (distribuzione centrata) e quelli con.

1 2

m=0ec=1dacu f(x)=——e"7

Vo
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In quest'ultimo caso i g

.
rigura -

presentano come in Iigy

Flx)

La distribuzione normale ha un'importanza fondamentale nel
le scienze applicate perche le.variabili aleatorie continue con
distribuzione normale o tali che la loro distribuzione pud esse
re -approssimata con successo da quella anmalé-éi presentano in
molfissimi fenomeni. Inoltre anche variabili aleatorie discrete
cox distribuzione binomiale possorno essere approssimate dalvarig-

bili aleatorie continue con distribuzioni normale. .

34



Il Teorema di De Moivre-Laplace

Un risultato importante della teoria della probabilitd, noto come Teorema di De

Moivre-Laplace, afferma che se

parametri

n ¢& grande, una distribuzione binomiale di

media na e lastessa varianza na(l-a).

n ed a ¢& ben approssimata da una distribuzione normale con la stessa

0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05
0.0

0.16
0.14
012
0.10
- 0.08
0.06
0.04
0.02
0.0

- (10,0.7)
e
0 2 4 6 8 10
X
(30, 0.7)
D IIIII III[]]—
0 5 10 15 20 - 25 30
N .

0.20
0.15
0.10
0.05

0.0

0.14
0.12

0.10 |-

0.08
0.06
0.04
0.02
0.0

(20, 0.7)

In figura a=0.7 mentre n assume successivamente i valori 10,20, 30, 50.

La densita discreta di una variabile aleatoria binomiale diventa sempre piltt “normale” al crescere di n.
(da Sheldon M. Ross, Calcolo delle probabilita).
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s G hmy A4 FFS A N R AP I
resente o une difficeltia che si vresenta nel

Facciamo presente ora
valutare la probabiliti che una varisbiisz alesateria continua
con distribuzicne normale assuma vzlori compresi fra X e//g,

nel valubtare ciog

p (X

N
4
-
1
|
|
|
{
o
5

La difficolta deriva dal fagto che non & possibile determinare
e o —hd(x~m/“ . .. . oA . . .
una primitiva di e - in termini di funzioni elementari.

Si ricorre allora ad une funzione ausiliaris, detta funzione di

probabilita, che si trova tabulata in appositi libri.. Essa 2

cosl definita

(2) P == | e as

\/ ¢ Jo ’ B N
-Si pud dimostrare che
—+00
) s
2
0

Percid lim P (x).= 1.
X2+ ®

Con 1l'faiutc di tale funzione si verifica che

(3) | piet € 1€ B) = 4-[ DA < B (alet-w) |

Si osservi che la funzione é & dispari.

Se quindi ol -m = -(ﬂ -m) ciocd




allora s5i ha

Pk € X £B) = G(b(B-w)
Un caso particolare & guando =i ha m =0, o = =ﬁ e h =

Si ottiens allcra

p<‘~ﬁsx é//) = & (f3)

Quél valore di/g ner cui E{)(ﬁ) = _..;.- ‘5 detto scarto (o er-

-

3

By Se

rore) probabile ed & indicats co

Dalls tavole si riczva

Una variabile aleatoria con distribuszione normale di

valor medio /.14 =m=0" {cio2 centrata)

e di varianza 6“2 = ~%_ h"2 =

: h o= 1)

T

~ (ein

(

N =

ha tanta probabilita di cadere nellfintervallo [-—E‘,Ej quanta

ne ha di caderc fuori di talc intervallo,

™

Un altro caso degno i ‘a2ttensione ¢ quello in cui m = 0,

Si osservi che allora a paritd di intervallo E - ﬂ,/ﬁ] la pro-
babilita che una variabile aleatoria vi cada dentro o molto vi
cina’a 1°'per valeri di h molto grandi. Si verifica infatii

che

it

P(—/g <X sﬁ) @ (hf5) = 2 e 'ds_

Ve Jo
L+ -
2 . 5%
1——-—-————[ ¢ -as
N hﬁ
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¢ siccome'. efs' decresce molic rapidomente si vede che quando
h ¢ abbastanza 62&&&& il valore dellfintegrale che i sottrac
& molto piceolo.

Se si pensa ad X come alla variabile sleatoria centrata che

esprime 3li scarti probabili ¢i una seric i misure effottuate
rispetto -alla misura vera si vode cie &l crescere di h  1a nro

babilita che tali scarti siang cowmpresi in wn intérvallo picco~

lo ( [~7€;/BJ) aumenta. Per tale razione Gauss chiamd h misu-

ra o parametro di precisioncz.

Come abbiamo accennatoc all‘'inizio la distribuzione normalc
approssima gquella binomiale, Tale aﬁprossimazione e tanto miglio
re quanto pid & grande il numero, n, delle prove eseguite(é guan
to piu a;b = 1-a si avvicinano a ;%~)° |
La distribuzione normale da scegliere, una volta noti mn,a (e

b = 1-a) & gquella 4i densitd

- 1
ciod L= em—— 2 m = nz2,

\/ 2nat

Ricordands che nelld distribuzione hincmisle si ha.

/#iz ﬁa
s

nab

{l

e ricordando i significati di k e m nel caso di quella nor-
male si vede che la

che ha valor medic ¢ varianza eguali alla distribuzione bino—

(0]
s

listribuzione nommale da scegliere & quelle

miale che si vuole approssgimare.

Esempio 1 - La probabilitd che una.macchina fornisca una
analisi imperfetta & 0,01.
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3i- vucle sapere qual'e la vrobabilitd che su 1000 anaglisi guel
Potremmo usare la distribuzicne pincmiale ragionando cosi.

Lt evente A & “enalisi difettosa™ e 17 evento B & "agngli-

si non difettosa”. S8i ha p(4) ==z = 0,01 , p(B) =b = 0,99 ,

Le prove sono n = 1000. Allora la probabilitd che su 1000

prove A si verifichi 0,1,2;...,20 volte &

C ~1 1000
(099)’)

[

p(X =0) = o 3 (0,C1

T p(X = 1) ;_(1”00)(0 01) (0,99)799

q
p(x = 20) = ('99%)(0,01)%° (0,99)9%° .
2 1000 1000 -k
Pereis  p(0<X<£20) = 3. (77)(0 ,01)F (0,99)
0

e si vede che talte combto - mon & per nulla semplice.,
Approssimando la éistribuzicne binomiale con quella normale
di valor medio /l;: na = 1000-0,01 = 10 e scarto guadratico

medio

& = \/n-a-1 = \/1000-0,01-0,99 = \/9.9

. - 1
avremo, ricordando che h =

formula (3) 5’\/5—

p(0<X<20)= —;—[¢(—5g:\?1_9: - ¢( '-19—)]"’ 1 [cp(z 29+ (2, 25]

_ci)(z 25) r(si ricordi che ct) é dis;oa’ri).

¢ m=mna, e usando la

Dalle tavole sl Ticava che

cp(z ) &.0,9985 .
Percid la probabilita-che 1ls analisi imperfette non siano pin
di 20 & 0,9985.
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0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0, 40
0, 45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0, 80
0,85
0,90
0,95
1,00
1,05
1,10
1,15
1,20
1,25
1,30
1,35
1,40
1,45

('Jf’ (X)

0, 0000
0, 0564
0,1125
0, 1680
0,2227
0, 2763
0, 3285
0,3794
0, 4284
0,4755
0,5205
0,5633
0,6039
0,6420
0,6778
0,7112
0, 7421
0, 7707
0,7969
0, 8209
0,8427
0, 8624
0,8802
0, 8961
0,9103
0,9229
0,9340
0,9438
0,9523
0,9597

¢

Valori della funzione

(

2

X) = e

JAN

564

561

555
547
536
523
508
490
a71

450
428
406
381
358
334
308
286
262
240
218
197
176
159
T2

126

111

98

74
64

Ve Jo

M
o]
0]

3,00

P (x)

0, 9661

0,9716
0,9736
0, 9804
0,9838
0, 9867
0,9891
0,9928
0,9942
0,9953
0,9963
0,9970
0,9976
0,9981
0, 9985
0,9983
0,9991
0,9993
0,9995
0,5996
0,9997
0,9993
0,9998
0,9999

A

55
&7
41
34
29
24
20
17
14
11
10
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Da L. Barletti, Calcolo delle Probabilita e Statistica

Applicazioni del Teorema di Bayes



TEST DIAGNOSTICI

Una delle applicazioni piu utili del calcolo delle probabilita in campo medico e quella relativa
ai test diagnostici. Un test si dice positivo quando rileva (o meglio sembra rilevare) la presenza
di una malattia; si dice negativo quando rileva l'assenza di una malattia (o meglio sembra
escluderla). Un test ideale dovrebbe essere positivo solo in presenza di un paziente malato e
negativo solo in presenza di un paziente sano. In realta questo non avviene, ma si possono
presentare quattro situazioni distinte. Si dice che un soggetto & un

1) vero-positivo quando il paziente € malato in presenza di un test positivo.
2) vero-negativo quando il paziente e sano in presenza di un test negativo.

3) falso-positivo quando il paziente € sano in presenza di un test positivo.

4) falso-negativo quando il paziente € malato in presenza di un test negativo.

Nei casi 1) e 2) il test & corretto, nei casi 3) e 4) il test e errato. Un buon test dovrebbe avere
una bassa probabilita di errore. Nei casi 3) e 4) gli errori si possono misurare mediante i tassi
di errore, in termini di probabilita condizionate, ossia i seguenti parametri:

[) Il tasso di falso-positivo
a = P (test positivo| paziente sano)= P (B|A€)

1) 1l tasso di falso-negativo
B = P (test negativo| paziente malato)= P (B€|A)
Ovviamente affinché il test sia attendibile a e f devono essere piccoli.

I11) Specificita del test
1 - a =P (test negativo| paziente sano)= P (B¢|A°)

V) Sensibilita del test
1- B =P (test positivo| paziente malato)= P (B|A)

Si dice infine accuratezza del test la probabilita che esso fornisca un risultato esatto
qualunque sia lo stato del paziente (casi 1) e 2)). Abbiamo che

accuratezza=1-a P (A°) - B P (A)

Notiamo che, mentre la specificita e la sensibilita sono caratteristiche proprie del test,
indipendenti dalla popolazione in esame, I'accuratezza dipende dalla popolazione.

In una popolazione scegliamo ora un individuo a caso, lo sottoponiamo al test e supponiamo
che questo risulti positivo. Indichiamo con A4, A€ e B iseguenti eventi:

A = “l'individuo & malato”
A€ = “I'individuo e sano”
B = “il test e positivo”

Vogliamo sapere qual’ & la probabilita che il paziente sia effettivamente malato (in presenza di
un test positivo) ossia vogliamo determinare la
P (A|B)= probabilita di avere un vero-positivo
Troveremo poi la probabilita che sia sano (anche se il test & positivo) ossia la
P (A°| B)= probabilita di avere un falso-positivo
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[ test diagnostici sono un campo di applicabilita del Teorema di Bayes in relazione agli eventi
A, A e B.Dunque

P(A)P(B|A) ~ (1-B)P(4)
P(A)P(B|A)+P(AS)P(B|AS)  (1- B)P(A)+aP(AC)

P(A|B) = *)

P (A°|B)=1-P(A|B)

Da queste formule risulta che, se I'incidenza della malattia ¢ bassa (cioe P(A) é piccola:
malattia rara), anche un test efficiente (cioe con a e 8 piccoli) da una risposta apparentemente
paradossale, perché P(A|B) e bassa, mentre P(A°|B) & alta. Ossia, dopo un test positivo,
risulterebbe piu probabile essere sani che malati.

Esempio:

Sottoponiamo un paziente ad un test per sapere se ha una malattia. Sappiamo che la malattia
(rara) ha un’incidenza dello 0,2%, ossia la probabilita che il paziente abbia la malattia &

P(A) =0,002 (Dunque la probabilita che sia sano e P(4A¢) =1 - 0,002 = 0,998)

Sappiamo che il test da un risultato positivo corretto (ossia in presenza di malattia) del 99% e
un risultato negativo corretto (ossia in assenza di malattia) del 93%, cioe

1 - B =P (test positivo| paziente malato)= P (B|A) =0,99 (Dunque f=1-0,99 =0,01)

1 - a =P (test negativo| paziente sano)= P (B°|A¢) = 0,93 (Dunque a=1-0,93=0,07)

Quindi
0,99%0,002
P (A|B) = ~ 0,028 mentre P (A°|B)=1-P(A|B)=~0,97
0,99%0,002+0,07x%0,998

Cosi, in presenza di un test positivo, la probabilita che il paziente sia malato e circa 0,028,
mentre la probabilita che sia sano € circa 0,97.

Tale conclusione ¢ solo in apparenza paradossale. Infatti la situazione che e stata descritta e
quella che si presenterebbe in un ipotetico “screening” casuale della popolazione su base, ad
esempio, nazionale. Nella pratica medica corrente in realta il medico decide di sottoporre il
paziente ad un test solo quando sospetta che siano presenti le condizioni “favorevoli” alla
malattia (popolazioni a rischio); in questo caso la probabilita a priori che il paziente sia
malato, cioeé la P(A), & molto piu alta rispetto all'incidenza della malattia su base nazionale, e
di conseguenza la probabilita a posteriori che il paziente sia malato dopo un test positivo, cioe
la P(A|B),viene piu elevata. Notiamo che, in ogni caso, in presenza di un test positivo, la
probabilita a posteriori P(A|B) risulta piu grande della probabilita a priori P(A4) (nell’esempio
P(A|B) e 14 volte superiore alla P(A)).

Questo suggerisce di ripetere il test. Supponiamo che sia di nuovo positivo. Ora, sempre con la
formula (*), calcoliamo la nuova probabilita a posteriori, che chiameremo P,;(4|B),
assumendo come nuova probabilita a priori la P(A|B) al posto di P(A) e con P (A°|B) al posto
di P(A°). Per cui

0,99x0,028
P, (A|B) = ~ 0,29 mentre lanuova P;(A°|B)~1-0,29=%0,71
0,99x0,028+0,07%x0,97

Iterando il procedimento avremmo P,(A|B) =~ 0,85 per cui
P(A) <P(A|B) < P;(A|B) < P,(A|B) e cosi di seguito.
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Da M. Abate, Matematica e statistica. Le basi per le
scienze della vita

Media, mediana e moda



/ Esempio 349

3.6 Media, mediana e moda

In numerose situazioni sperimentali € necessario riassumere molti dati con un solo
numero. Vediamo due esempi tipici.

Supponiamo di voler misurare la lunghezza dell’assone della cellula neurale di un ratto. Ripetiamo
1a misura dieci volte, ottenendo i seguenti risultati, espressi in micrometri:

70.78, 74.22, 74.03, 71.71, 70.97, 73.47, 69.28, 69.62, 72.31, 72.76 .

La differenza fra i vari risultati & dovuta agli (inevitabili) errori di misurazione; il nostro obiettivo
& estrarre da queste misure un unico valore per la lunghezza dell’assone, scelto in modo che sia
plausibile che i risultati delle nostre misure siano variazioni casuali attorno a questo valore.

Nell’Esempio 2.19 abbiamo misurato il peso di 15 cavie, ottenendo i seguenti pesi in grammi:
28, 32, 37, 29, 31, 30, 32, 26, 32, 27, 29, 30, 28, 31, 31.

Vorremmo trovare un numero che rappresenti il peso tipico di questa popolazione di cavie.

Errore o scarto

In entrambi questi casi abbiamo un numero finito di dati x4, ..., x, dello stesso tipo
(molte misure della stessa quantita, sullo stesso campione o su campioni diversi) e
vorremmo trovare un numero X che riassuma questi dati.

Supponiamo di riassumere i nostri dati con il valore Xx. Se x; = X, il dato i-
esimo € perfettamente rappresentato da x. Ma se x; # X, il valore X rappresenta il
dato x; solo a meno dell’errore (o scarto) x — x;. Quindi ¢ ragionevole pensare che
la scelta migliore di x sia quella che minimizza gli errori X — x;.

Ma gli errori sono a priori tanti, uno per ogni dato, e non possiamo pretendere di
minimizzarli tutti indipendentemente 1’uno dell’altro; dobbiamo cercare di minimiz-
zarli nel loro complesso.
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Rappresehtazioni dei dati

Una prima possibilita consiste nel cercare di minimizzare la somma

n

F—x) +t E—xg) = ) (F—x)

i=1

degli errori, 0, pitl precisamente, il suo valore assoluto. Siccome il numero con
valore assoluto minimo & 0, vogliamo vedere se esiste un numero X € R tale che

o (& —x) =0.Ma
Y E—x) = F—x1) + o (E = xn)
i=1

n
=n%— (o et am) =i ) X
i=1

e quindi
n
_ . x1+--+x
Z(x—x,-)=0 = xi= 1———£:—Zx,.
i=1 i=1

1l numero % cosi ottenuto si chiama media (o media aritmetica o valore medio) dei
dati x1,...,Xn:

Media

La media delle misure delle lunghezze dell’assone del ratto dell’Esempio 3.49 &

1
X = E(70.78 +74.22 + 74.03 + 71.71 + 70.97
+ 73.47 + 69.28 4 69.62 + 72.31 + 72.76) =71915m.

‘Esempio 3.51 \

La media dei pesi delle cavie dell’Esempio 3.50 &

1
x=E(28+32+37+29+31+30+32+26
+32+427+29+30+28+31+31) =302g.

-Esempio 3.52 ‘

Gli errori X — x; si suddividono naturalmente in due categorie: quelli positivi (per cui
x; < X) e quelli negativi (per cui x; > %). La media & ’unico numero reale x € R
per cui gli errori negativi bilanciano esattamente quelli positivi.

: Osservazlone 3 18 Potrestl oblettare che m un certo seriso stiamo barando: gli errori
~8010" emm 1nd1pendentemente dals segno per cui dovremmo pluttosto cercare di minimizzare -

in cud ogm errore non nullo contnbuxsce con. un termme positivo. Ma puoi stare tranquﬂlo
come ved.remo v la media minimizza anche 3. 5)
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Capitolo 3

La media risente della presenza di valori estremi nei dati: un solo dato di valore
sensibilmente diverso dagli altri pud spostare la media in modo significativo (vedi
I’esempio successivo). Per questo motivo la presenza di dati anomali nei risultati di
un esperimento va esaminata con attenzione: il valore medio calcolato escludendo
questi dati estremi pud essere pill significativo del valore medio calcolato includen-
doli, a meno che la loro presenza non indichi 1’esistenza di un fenomeno imprevisto
(e quindi interessante) comparso solo in quelle misure. In ogni caso, piu i dati so-
no distribuiti in modo uguale su entrambi i lati della media (cioe, pil la media si
avvicina alla mediana; vedi oltre) pili-la media & rappresentativa dei dati nel loro
complesso. Fortunatamente, come discuteremo nella Sezione 8.8 (vedi in particolare
1’Osservazione 8.13), variazioni nei dati prodotte da errori casuali soddisfano questa
condizione.

' Guardando i pesi delle cavie dell’Esempio 3.50 si nota subito la presenza di un valore anomalo, i
37 g di peso della terza cavia. Se escludiamo questo valore, la media dei pesi diventa

1

= 14(28+32+29+31+30+32+26

+32427+29+30+28+31+31)>2971¢g.

Quindi escludere il dato anomalo causa una variazione della media pari a 30.2 — 29.71 =049 ¢g.

Media ponderata

-+ fuxn
o+

/Curiosité 3.5 I pesi hanno una naturale interpretazione probabilistica. Se indichiamo
con

n
F=fi++fa=)
i=1
la somma dei pesi € poniamo p; = f;/F,allora pj +---+ pn = 1, e possiamo interpretare
pi come la probabilita di ottenere il valore x; facendo la nostra misura.
Usando i p; possiamo calcolare la media ponderata con la formula

n
£= pixi. (3.6)
i=1
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Rappresentazioni dei dati

Pill in generale, in un esperimento probabilistico di spazio degli eventi Q = {x1,...,%n}
composto da un numero finito di numeri reali la formula (3.6) (dove p; ora & la probabilitd
dell’evento semplice x;) fornisce il valore atteso (o media) dell’esperimento. Per esempio,
il valore atteso della somma del lancio di due dadi a sei facce non truccati &

1 2 3 4 5 2

6 5 4 3 1
Lo f a2 g s 2t T =8+ — 9+ 10+ =11+ —-12= 7.
AT A TR T TR AT T AT

Ne riparleremo nella Sezione 8.2 (vedi I’Esempio 8.10).

Curiosita 3.6  Nel caso di dati positivi, invece degli errori assoluti x — x; possiamo
considerare gli errori relativi x /x;. In questo caso, I’assenza di errore corrisponde ad avere
errore relativo uguale a 1; quindi possiamo chiederci se esiste un % € R per cui il prodorto
[17=,(%/x;) sia esattamente uguale a 1. E facile rispondere: siccome

il prodotto degli errori relativi & uguale a 1 se € solo se

n 1/n
X = (1—[ x,-) .
i=1

Questo £ & detto media geometrica di xy, . .., Xn. Si pud dimostrare che la media geometrica
& sempre minore o uguale alla media aritmetica, cioé che

X1+t Xn

()C] "'xn)l/n =< ——;— P

con uguaglianza se e solo se x; = ++- = Xp. . /

Quando i dati non sono equamente distribuiti attorno alla media, puo essere utile
riassumerli con un altro valore che soddisfa invece questa condizione: la mediana.
Prendiamo i nostri dati e disponiamoli in ordine crescente, in modo da avere

X} X=X Xn .

Allora la mediana dei dati & un numero M tale che esattamente meta dei dati &€ minore
ouguale a M e metd & maggiore o uguale a M': per I’esattezza,

M= X(n+1)/2 ‘ sen & dispari ,
2 (Xaj2 + X(n/2)+1) sen &pari.

In altre parole, M & il dato centrale se n & dispari ed & la media aritmetica dei due
dati centrali se » & pari. In particolare, la mediana non ¢ influenzata da dati estremi
anomali (ma dipende dal numero dei dati).

Per calcolare la mediana dei pesi delle cavie dell’ Esempio 3.50 cominciamo disponendoli in ordine
crescente:

26<27<28<28=<29<29=<30
<30<31<31<31<32<32=<32<37.

Abbiamo n = 15 dati; quindi la mediana M & Pottavo -~ 8 = (15 + 1)/2 ~dato, M = 30 g.
Nota che la mediana non cambia anche se aumentiamo il valore estremo 37, in quanto I’ordine

Mediana

Esempio 3.54 N
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degli altri dati non viene modificato. Se togliamo il dato estremo 37, rimangono 14 dati, per cui la
mediana M diventa la media aritmetica fra il settimo ~ 7 = 14/2 —e l'ottavo — 8 = (14/2) + 1 -
dato, ciot M = (30 + 30)/2 = 30 g. Se invece togliamo il dato estremo 26 (senza togliere il daio
estremo 37), la mediana diventa la media aritmetica fra il settimo e |’ottavo dato nel nuovo ordine,
per cui diventa M = (30 +31)/2 =30.5¢g.

Quartili e percentili

Moda o classe modale

Osservazione 3.20 La mediana divide i dati in due insiemi con ugual numero di ele-
menti, Nulla vieta di suddividere 1'insieme ordinato dei dati in un maggior numero di sot-
toinsiemi. Per esempio, i valori che dividono i dati in quattro sottoinsiemi con ugual numero
di elementi si chiamano quartili; in particolare, la mediana & il secondo quartile. Se ci sono
moltissimi dati, a volte si usano 1 percentili, che dividono i dati in cento sottoinsiemi con
ugual numero di elementi — e la mediana & il cinquantesimo percentile.

/Curiosité 3.7 Anche la mediana minimizza un’opportuna somma di errori. Per ’e-

sattezza, si pud dimostrare che la mediana M dei dati x1,...,x, rende minima la
somma

n

DM — x|

i=1

deti valori assoluti degli errori. ’ /

Media e mediana servono per riassumere dati numerici con un unico valore. A volte
si vorrebbe operare in modo analogo anche con dati non numerici (colori degli occhi,
specie di animale eccetera). In tal caso si suddividono i dati in classi; si chiama
moda (o classe modale) la classe (o le classi, se.ce ne sono pitt d’una) con il maggior
numero di elementi.

Supponiamo di avere come insieme di dati 1’elenco dei maschi italiani morti nel 2002 e suddividia-
moli in classi d’etd come indicato nella Tabella 2.8. Allora la moda (cio la classe con il maggior
numero di elementi) & la classe 70-79.

Ovviamente, si pud calcolare la moda anche di dati numerici: la moda & il dato (o i dati) con frequen-
za assoluta maggiore. Per esempio, le classi modali dei pesi delle solite cavie dell’Esempio 3.54
sono 31 g e 32 g, in quanto questi sono i pesi che si ripetono pid frequentemente.
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