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TEST DIAGNOSTICI

Una delle applicazioni più utili del calcolo delle probabilità in campo medico è quella relativa 
ai test diagnostici. Un test si dice positivo quando rileva (o meglio sembra rilevare) la presenza 
di una malattia; si dice negativo quando rileva l’assenza di una malattia (o meglio sembra 
escluderla). Un test ideale dovrebbe essere positivo solo in presenza di un paziente malato e 
negativo solo in presenza di un paziente sano. In realtà questo non avviene, ma si possono 
presentare quattro situazioni distinte. Si dice che un soggetto è un 

1) vero-positivo quando il paziente è malato in presenza di un test positivo.
2) vero-negativo quando il paziente è sano in presenza di un test negativo.
3) falso-positivo quando il paziente è sano in presenza di un test positivo.
4) falso-negativo quando il paziente è malato in presenza di un test negativo.

Nei casi 1) e 2) il test è corretto, nei casi 3) e 4) il test è errato. Un buon test dovrebbe avere 
una bassa probabilità di errore. Nei casi 3) e 4) gli errori si possono misurare mediante i tassi 
di errore, in termini di probabilità condizionate, ossia i seguenti parametri: 

I) Il tasso di falso-positivo
α = P (𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑜| 𝑝𝑎𝑧𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑎𝑛𝑜)= P (𝐵|𝐴𝑐) 

II) Il tasso di falso-negativo
β = P (𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜| 𝑝𝑎𝑧𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑚𝑎𝑙𝑎𝑡𝑜)= P (𝐵𝑐|𝐴) 
Ovviamente affinché il test sia attendibile α e β devono essere piccoli. 

III) Specificità del test
1 – α = P (𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜| 𝑝𝑎𝑧𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑎𝑛𝑜)= P (𝐵𝑐|𝐴𝑐) 

IV) Sensibilità del test
1 – β = P (𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑜| 𝑝𝑎𝑧𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑚𝑎𝑙𝑎𝑡𝑜)= P (𝐵|𝐴) 

Si dice infine accuratezza del test la probabilità che esso fornisca un risultato esatto 
qualunque sia lo stato del paziente (casi 1) e 2)). Abbiamo che 
accuratezza = 1 – α P (𝐴𝑐) – β P (𝐴) 
Notiamo che, mentre la specificità e la sensibilità sono caratteristiche proprie del test, 
indipendenti dalla popolazione in esame, l’accuratezza dipende dalla popolazione. 

In una popolazione scegliamo ora un individuo a caso, lo sottoponiamo al test e supponiamo 
che questo risulti positivo. Indichiamo con  A,  𝐴𝑐  e  B  i seguenti eventi: 

A = “ l’individuo è malato” 
𝐴𝑐  = “ l’individuo è sano” 
B = “ il test è positivo” 

Vogliamo sapere qual’ è la probabilità che il paziente sia effettivamente malato (in presenza di 
un test positivo) ossia vogliamo determinare la  
P (𝑨|𝑩)= probabilità di avere un vero-positivo 
Troveremo poi la probabilità che sia sano (anche se il test è positivo) ossia la 
P (𝑨𝒄|𝑩)= probabilità di avere un falso-positivo 
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I test diagnostici sono un campo di applicabilità del Teorema di Bayes in relazione agli eventi 
A,  𝐴𝑐  e  B. Dunque 

P (𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴)𝑃(𝐵|𝐴)

𝑃(𝐴)𝑃(𝐵|𝐴)+𝑃(𝐴𝑐)𝑃(𝐵|𝐴𝑐) = 
�1 – 𝛽�𝑃(𝐴)

�1 – 𝛽�𝑃(𝐴)+𝛼𝑃(𝐴𝑐) 
(*) 

P (𝐴𝑐|𝐵) = 1 – P (𝐴|𝐵) 

Da queste formule risulta che, se l’incidenza della malattia è bassa (cioè 𝑃(𝐴) è piccola: 
malattia rara), anche un test efficiente (cioè con α e β piccoli) dà una risposta apparentemente 
paradossale, perché P(𝐴|𝐵) è bassa, mentre  P(𝐴𝑐|𝐵) è alta. Ossia, dopo un test positivo, 
risulterebbe più probabile essere sani che malati. 

Esempio:  
Sottoponiamo un paziente ad un test per sapere se ha una malattia. Sappiamo che la malattia 
(rara) ha un’incidenza dello 0,2%, ossia la probabilità che il paziente abbia la malattia è 
𝑃(𝐴) = 0,002    (Dunque la probabilità che sia sano è 𝑃(𝐴𝑐) = 1 – 0,002 = 0,998) 
Sappiamo che il test dà un risultato positivo corretto (ossia in presenza di malattia) del 99% e 
un risultato negativo corretto (ossia in assenza di malattia) del 93%, cioè 
1 – β = P (𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑜| 𝑝𝑎𝑧𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑚𝑎𝑙𝑎𝑡𝑜)= P (𝐵|𝐴) = 0,99   (Dunque  β = 1 – 0,99 = 0,01) 
1 – α = P (𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜| 𝑝𝑎𝑧𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑎𝑛𝑜)= P (𝐵𝑐|𝐴𝑐) = 0,93   (Dunque  α = 1 – 0,93 = 0,07) 
Quindi 

P (𝐴|𝐵) = 
0,99×0,002

0,99×0,002+0,07×0,998 
 ≈ 0,028      mentre     P (𝐴𝑐|𝐵) = 1 – P (𝐴|𝐵) ≈ 0,97 

Così, in presenza di un test positivo, la probabilità che il paziente sia malato è circa 0,028, 
mentre la probabilità che sia sano è circa 0,97. 
Tale conclusione è solo in apparenza paradossale. Infatti la situazione che è stata descritta è 
quella che si presenterebbe in un ipotetico “screening” casuale della popolazione su base, ad 
esempio, nazionale. Nella pratica medica corrente in realtà il medico decide di sottoporre il 
paziente ad un test solo quando sospetta che siano presenti le condizioni “favorevoli” alla 
malattia (popolazioni a rischio); in questo caso la probabilità a priori che il paziente sia 
malato, cioè la 𝑃(𝐴), è molto più alta rispetto all’incidenza della malattia su base nazionale, e 
di conseguenza la probabilità a posteriori che il paziente sia malato dopo un test positivo, cioè 
la P(𝐴|𝐵), viene più elevata. Notiamo che, in ogni caso, in presenza di un test positivo, la 
probabilità a posteriori P(𝐴|𝐵) risulta più grande della probabilità a priori 𝑃(𝐴) (nell′esempio 
P(𝐴|𝐵) è 14 volte superiore alla 𝑃(𝐴)). 
Questo suggerisce di ripetere il test. Supponiamo che sia di nuovo positivo. Ora, sempre con la 
formula (*), calcoliamo la nuova probabilità a posteriori, che chiameremo 𝑃1(𝐴|𝐵), 
assumendo come nuova probabilità a priori la P(𝐴|𝐵) al posto di 𝑃(𝐴) e con P (𝐴𝑐|𝐵) al posto 
di 𝑃(𝐴𝑐). Per cui 

𝑃1(𝐴|𝐵) = 
0,99×0,028

0,99×0,028+0,07×0,97 
 ≈ 0,29    mentre  la nuova    𝑃1(𝐴𝑐|𝐵) ≈ 1 – 0,29 ≈ 0,71 

Iterando il procedimento avremmo  𝑃2(𝐴|𝐵) ≈ 0,85  per cui 
𝑃(𝐴) < P(𝐴|𝐵) < 𝑃1(𝐴|𝐵) < 𝑃2(𝐴|𝐵)   e così di seguito. 
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