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C
orpo rigido: sistem

a di punti m
ateriali in cui le distanze tra tutte le possibili coppie 

di punti non possono variare

C
orpo  discreto                                    C

orpo continuo
 

Insiem
e

discreto
di

n-puntim
ateriali

 
Insiem

e
continuo

di
punti

m
ateriali

di
volum

e
dV

e
m

assa
dm



N
.B

. Poiché le distanze tra tutte le possibili coppie  di punti non possono variare 
(�

corpo indeform
abile)

 
Il lavoro totale delle forze interne è nullo

 
W

=W
(E) = 'E

k

Il m
oto di un corpo rigido è determ

inato dal sistem
a di forze esterne, caratterizzato 

da una risultante                      e da un m
om

ento risultante
(E)

C
M

R
=

a
tot

m
(E)

o
o

dL
M

=
dt



Lo
studio

del
m

oto
di

un
corpo

rigido
verrà

fatto
norm

alm
ente

in
un

sistem
a

di
riferim

ento
inerziale

fisso
(O

,x,y,z).

U
n

altro
sistem

a
im

portante
è

il
sistem

a
di

riferim
ento

del
centro

di
m

assa
(C

M
)

del
corpo

rigido
(C

M
,x’,y’,z’),

in
generale

non
inerziale,

e
con

gli
assi

paralleli
a

quelli
del

sistem
a

inerziale
(O

,x,y,z).

C
onsideriam

o
inoltre

un
sistem

a
di

riferim
ento

centrato
nel

C
M

del
corpo

rigido
con

gli
assi

solidali
al

corpo
stesso

(C
M

,x*,y*,z*),utile
pervisualizzare

ilm
oto

dirotazione
del

corpo
rigido

rispetto
aglialtridue

sistem
idiriferim

ento
ad

assifissi.

O



C
orpo  discreto: calcolo posizione del centro di m

assa 
Il centro di m

assa è in una posizione im
m

utabile rispetto a tutti i punti del corpo rigido

i
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M
edia pesata sulle m

asse 
dei raggi vettori dei 
singoli punti m

ateriali

D
ato un sistem

a di riferim
ento (O

,x,y,z):
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C
orpo  continuo: insiem

e continuo  di punti m
ateriali di volum

e dV
e m

assa dm

D
ensità: rapporto tra la m

assa dm
e il volum

e dV
�

(
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C
orpo  continuo: calcolo posizione del centro di m

assa 
Il centro di m

assa è in una posizione im
m

utabile rispetto a tutti i punti del corpo rigido

C
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Se U
= costante �

corpo om
ogeneo �

C
M

1
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1
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V
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m
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La posizione del centro di m
assa non 

dipende dalla m
assa del corpo rigido 

m
a solo dalla sua form

a.

Se
un

corpo
rigido

om
ogeneo

è
sim

m
etrico

rispetto
ad

punto
o

ad
un

asse
o

ad
un

piano
 

il centro di m
assa coincide col centro di 

sim
m

etria o appartiene all’asse di sim
m

etria 
o appartiene al piano di sim

m
etria. 

Se esistono più assi e piani di sim
m

etria, il 
centro di m

assa è posizionato sulla loro 
intersezione.



C
entro di m

assa e forza peso
Per un sistem

a discreto di n-punti m
ateriali avevam

o visto che, rispetto ad un polo fisso 
coincidente con l’origine delle coordinate: 

e questo vale anche per un corpo rigido discreto.

E per un corpo rigido continuo ?
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C
onsideriam

o un corpo rigido continuo soggetto alla forza peso: su ciascun elem
ento di 

m
assa dm

agisce la forza             e la risultante di tutte queste forze tra di loro parallele è

applicata nel centro di m
assa del corpo rigido. 

g
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R
ispetto ad un polo fisso, coincidente con l’origine delle coordinate: 

Per quanto riguarda l’energia potenziale:
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M
oto di un corpo rigido

Per studiare il m
oto di un corpo rigido è possibile concentrarsi sullo spostam

ento globale, 
riconducibile al m

oto del centro di m
assa.

Tuttavia i vari punti del corpo rigido possono descrivere traiettorie diverse tra loro e da 
quella del centro di m

assa.

Prim
a di arrivare a considerare il m

oto più generale di un corpo rigido (m
oto di 

rototraslazione), iniziam
o ad analizzare i due tipi di m

oto:
-M

oto di traslazione del corpo rigido
-M

oto di rotazione del corpo rigido



M
oto di traslazione del corpo rigido

Tutti i punti descrivono traiettorie uguali, in generale curvilinee, percorse con la stessa 
velocità    coincidente con       .

v
C

M
v

L’angolo tra gli assi del sistem
a del centro di m

assa e gli 
assi solidali al corpo rigido non varia nel tem

po.



Le grandezze significative nella traslazione di un corpo rigido sono:

Q
uantità di m

oto:

Energia cinetica:

M
om

ento angolare:

Teorem
a del m

oto del centro di m
assa:

Teorem
a del m

om
ento angolare (polo fisso o coincidente con il C

M
 o C

M
 fisso): 
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M
oto di rotazione del corpo rigido

Tuttiipuntidescrivono
un

m
oto

circolare,le
traiettorie

sono
archidicirconferenze

diverse
che

stanno
su

pianitra
loro

parallelie
hanno

ilcentro
sull’asse

dirotazione.
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P
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Q
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v
=ω×r

Q
Q

v
=ω×r

P r

Q r

Q
Q

P
P

v
=ωr

>
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L’equazione dinam
ica alla base del m

oto è il 
Teorem

a del m
om

ento angolare (polo
fisso

o
coincidente

con
ilC

M
o

C
M

fisso):

o
o

dL
M

=
  

dt



M
oto di rototraslazione

 
Traslazione + R

otazione
 

�
spostam

ento
infinitesim

o
può

essere
sem

pre
considerato

com
e

la
som

m
a

diuna
traslazione

infinitesim
a

delC
M

e
diuna

rotazione
infinitesim

a
attorno

ad
un

asse
passante

perilC
M

:

P
C

M
P

v
=v

+ω
×r



In una generica rototraslazione      e      sono indipendenti tra loro.

Solo in particolari situazioni     e      sono legate da una relazione analitica, 
esem

pio: il m
oto di puro rotolam

ento (m
oto della ruota)

P
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E
sem

pio: rotazione di un’asta rigida rispetto ad un asse verticale passante per un suo estrem
o

V
ista dall’alto
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O
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M
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v
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×

O
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otazione attorno ad un asse passante per il l’estrem
o O

 con 
velocità angolare

ω



E
sem

pio: rotazione di un’asta rigida rispetto ad un asse verticale passante per un suo estrem
o

V
ista dall’alto
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Q
uando l’asta ruota di 2π

�
i punti O

 e A
 dell’asta ruotano di 2π

attorno al C
M

, nello stesso verso e nello stesso tem
po                 

�
con la stessa velocità angolare     

 
Il C

M
 ruota attorno ad O

 con la stessa velocità angolare con cui i 
punti ruotano attorno al C

M

ω

R
ototraslazione: m

oto circolare del C
M

 + rotazione istantanea 
attorno ad un asse passante per il C

M
 e parallelo al precedente

R
otazione attorno ad un asse passante per il l’estrem

o O
 con 

velocità angolare
ω



R
otazioni rigide attorno ad un asse fisso in un sistem

a di riferim
ento inerziale

Tutti i punti dell’asse di rotazione fisso sono punti fissi               
�

possono essere utilizzati com
e poli per il calcolo dei m

om
enti

L’asse di rotazione zpuò essere anche esterno al corpo rigido

Il centro di m
assa potrebbe N

O
N

 essere un punto dell’asse di 
rotazione

ha la direzione fissa dell’asse di rotazione e determ
ina il verso 

di rotazione del corpo rigido (antiorario nell’esem
pio in figura). 

Se cam
bia di m

odulo �
D=dZ

/dtz0

ω



�
punto P

i descrive in un piano ⊥
all’asse di rotazione una 

traiettoria circolare, con centro sull’asse e raggio R
i .

La velocità di P
i è     di m

odulo Z
R

i

L’accelerazione di P
i è     di com

ponente tangenziale                 
e centripeta DR

i
.

i
v

i
a

2
2

i
i

i
v

/R
=ω

R

Per sem
plicità di calcolo, anche se il corpo rigido è continuo, lo 

consideriam
o form

ato da tanti punti m
ateriali P

i . Il passaggio 
da discreto a continuo im

plica passare da som
m

atorie a 
integrali.



C
alcolo del m

om
ento angolare. M

om
ento d’inerzia

Prendiam
o O

 com
e polo su cui calcolare il m

om
ento angolare 

e consideriam
o il punto P

i appartenente al corpo rigido.
 

è ⊥
al piano individuato da    e da      

con           e     che form
a un angolo T

i con l’asse z

�
form

a un angolo (π/2)-T
i con l’asse z
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i
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L
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v
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L
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M
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ento angolare 
assiale

M
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perpendicolare 
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M
om

ento di inerzia del 
corpo rigido rispetto 
all’asse di rotazione z

>
@

>
@>

@ 2
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i
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2
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2
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I
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   (corpo discreto)

I
  (corpo continuo)
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L
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o
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i
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(
)

o
o,

o,
z

z
i

i
i

i

ˆ
ˆ

L
=

L
L

I
ωu

rR
ω

sinθ
ωu

z
i
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⊥
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+
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Ilm
om

ento
angolare

diun
corpo

rigido
che

ruota
rispetto

ad
un

asse
fisso

qualsiasiN
O

N
è

in
generale

parallelo
all’asse

di
rotazione

e
ruota

attorno
a

questo
assiem

e
al

corpo
(m

oto
diprecessione).

Può variare solo in 
m

odulo, è proporzionale 
a Z

e non dipende dalla 
scelta del polo 

Varia in direzione, può 
variare in m

odulo e 
dipende dalla scelta del 
polo 



C
aso particolare: asse di rotazione è un asse di sim

m
etria del corpo rigido

 
Per ogni       c’è un        sim

m
etrico rispetto all’asse di rotazione 

�
la loro som

m
a vettoriale è parallela all’asse stesso
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C
aso particolare: asse di rotazione è un asse di sim

m
etria del corpo rigido

 
Per ogni       c’è un        sim

m
etrico rispetto all’asse di rotazione 

�
la loro som

m
a vettoriale è parallela all’asse stesso
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E
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C
aso generale: asse di rotazione qualsiasio
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Può variare solo 
in m

odulo
Varia in direzione e 
può variare in m

odulo



C
aso generale: asse di rotazione qualsiasio
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M
om

ento d’inerzia

A
parità

dim
om

ento
parallelo

all’asse
dirotazione

applicato
alcorpo

rigido,esso
assum

e
un’accelerazione

angolare
m

aggiore
o

m
inore

a
seconda

del
valore

del
m

om
ento

diinerzia
riferito

all’asse
dirotazione

stesso. o,z
M

2
2

2
2

z I=
R

=
R

ρ
=

(x
+y

)ρ
V

V

dm
dV

dV
³

³
³

Se
il

corpo
rigido

può
essere

suddiviso
in

sottoparti,
il

m
om

ento
d’inerzia

totale
è

la
som

m
a

dei
m

om
enti

di
inerzia

parziali,calcolatituttirispetto
allo

stesso
asse

di
rotazione.



Il m
om

ento di inerzia di un oggetto dipende non solo dalla sua m
assa, m

a anche 
da com

e la m
assa è distribuita rispetto all' asse di rotazione. C

am
biando asse di 

rotazione cam
bia il m

om
ento di inerzia.



E
sem

pio di calcolo di m
om

ento di inerzia: 
C

alcolo del m
om

ento di inerzia di un disco om
ogeneo, di m

assa m
raggio R

spessore h e 
densità

U, rispetto ad un asse zortogonale al disco e passante per il suo centro di m
assa.



E
sem

pio di calcolo di m
om

ento di inerzia: 
M

om
ento

diinerzia
diun

disco
om

ogeneo
forato

dim
assa

M
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U,spessore
h,raggio

esterno
R

est e
raggio

interno
R

int ,rispetto
ad

un
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ilC
M

e
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al
disco
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pio
U

n
disco
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R
e

m
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con
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angolare
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0 intorno
alproprio
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senso
antiorario).A

d
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tratto
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viene
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forza
periferica

F
costante
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alraggio

e
all’asse
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m
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1 >
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fune
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carrucola
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m
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Teorem
a di H

uygens-SteinerIl
m

om
ento

di
inerzia

di
un

corpo
rigido

di
m

assa
m

rispetto
ad

un
asse

che
sitrova

ad
una

distanza
a

dalcentro
dim

assa
delcorpo

stesso
è

dato
da:

dove
è

ilm
om

ento
d’inerzia

delcorpo
rispetto

ad
un

asse
parallelo

alprim
o

e
passante

perilcentro
dim

assa
del

corpo
stesso.
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D
im

ostrazione:
consideriam

o due sistem
i di riferim

ento (O
,x,y,z) e 

(C
M

,x’,y’,z’) con  ze z’ tra loro paralleli e distanti a:
x=

x’,          y=
y’+

a,            z=
z’ 

Il m
om

ento d’inerzia di un punto P
i rispetto a z è:
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1) Per il Teorem
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un’asta
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ogenea,dilunghezza

d
e
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assa

m
,con
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idue

sfere
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ogenee
diraggio

R
e

m
assa

m
s ,rispetto

ad
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asse
passante

per
il

C
M

dell’asta
e

a
questa

ortogonale.
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