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5. Forze Centrali e Gravitazione

5.1 Momento angolare e Il equazione cardinale della dinamica

Momento di un vettore applicato

Dati un vettore applicato @ ed un punto O, detto polo, si dice momento M dia rispetto ad O il
vettore:

—

M, = rxa, M

dove 7 ¢ il vettore che va da O al punto di applicazione di o p, py o
=~ r

a. >

Come conseguenza della definizione, il momento ¢ J '
ortogonale al piano individuato da @ e da O ed ha per \/

modulo M, = r-a-sina = d-a, dove o ¢ I’angolo
compreso tra 7 ed a, d ¢ la distanza della retta di
applicazione di a dal polo O.

Oss. Se trasliamo il vettore applicato a lungo la sua
retta di applicazione, il momento rispetto allo stesso
polo O non cambia:

essendo 7}, [|a = r,xa = 0.

Momento di una forza

In particolare, dati una forza F edun polo O, si definisce momento T della forza F rispetto ad
O il vettore:

T, = FxXF,

dove 7 ¢ il vettore che va da O al punto di applicazione di E . Le dimensioni del momento di
una forza sono:

2 -2
[7] = [r][F] = [L] [M][T]
Nel S.I. il momento di una forza si misurain N -m.

Momento della quantita di moto

Dati un punto materiale P, avente quantita di moto p, ed un polo O, si definisce momento della

quantita di moto o momento angolare ZO di P rispetto ad O il vettore
L, =FXxp,
dove 7 ¢ il vettore che vada O a P.

II equazione cardinale della dinamica per un singolo punto materiale

Consideriamo un sistema di riferimento inerziale, ed un punto materiale P in moto in esso; se
deriviamo rispetto al tempo ’espressione del momento angolare di P rispetto ad un polo O, che
supporremo in quiete in un sistema di riferimento inerziale, troviamo:
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dL d dr dp - L
0 :_(’_;Xl_j):_rxﬁ'i‘f:x_p:\_jxﬁ"‘?XF:?XF:’Z'O
dt dt t

essendov||p = vxp = 0.
Abbiamo cosi dimostrato la Seconda equazione cardinale della dinamica del punto materiale:
In un SdR inerziale, la derivata temporale del momento angolare di un punto materiale P

rispetto a un dato polo fisso O e pari al momento della risultante delle forze applicate a P
rispetto al medesimo polo O

drL,,
dt

T, =

5.2 Momento angolare a planarita del moto

Osserviamo che, per le proprieta del prodotto vettore, il momento angolare risulta sempre
ortogonale al piano individuato dal vettore p (ovvero da v, ad esso parallelo) e dal punto O. In

generale tale piano non ¢ fisso durante il moto del punto materiale, ma ¢, per cosi dire, un piano
locale, diverso in punti diversi della traiettoria del moto. Ne consegue che, sempre in generale, la
direzione del momento angolare di un punto materiale rispetto ad un dato polo O varia nel
tempo.

Vi sono casi pero in cui il punto materiale compie un moto piano. Se anche il polo O viene scelto
nel piano del moto, allora il momento angolare ¢ sempre ortogonale al piano del moto, e quindi
la sua direzione resta costante nel tempo.

Viceversa, se il momento angolare L diun punto materiale P ha una direzione costante, allora il
moto di P ¢ un moto piano, infatti sara costante la direzione del prodotto vettore 7 X p, ciog¢ il

piano in cui giacciono 7 e p ¢ lo stesso in tutti gli istanti del moto.

Esempi

a) Moto circolare

Consideriamo il moto lungo una circonferenza di
raggio r e centro O: il momento angolare di P
rispetto al centro O vale

—

L = mixv = mrd

b) Moto piano non circolare
Conviene utilizzare le coordinate polari del piano, e scomporre
la velocita secondo le componenti:

v
dr dd 4
V. = — Vg =Fr— =1
dt dt
Il momento angolare rispetto all’origine vale quindi: 3 Vy

L = mixV = mix(v,i, +v,i,) =

— ~ ~ —_— ~ 19.
=m[vrr><ur+vl9r><uﬂ] =mvyr Xu, = .
X
o . . - ) 0
=mr—r(ur><ul9) =mr a)uzzmrw
dt
essendo 7 xu, = 0.

62



Prof. G. Della Valle Corso di FISICA — A.A.2017-2018

Consideriamo un riferimento inerziale, ed un punto materiale P in moto in esso. Ricordiamo che
la Seconda equazione cardinale della dinamica afferma che:

In ogni istante, la derivata temporale del momento angolare di un punto materiale P é pari al
momento della risultante delle forze applicate a P rispetto allo stesso polo O

_ dL
T=—
dt
. _ dL - . .
Osserviamoche: 7 = 0 = d_ = 0 = L = cost. in modulo, direzione e verso.
t

Dunque, dalla IT equazione cardinale segue che se il momento delle forze applicate ad un punto
materiale P rispetto ad un certo polo O ¢ nullo, allora il momento angolare di P rispetto ad O ¢
costante, ed il moto di P ¢ piano.

5.3 Moto in un campo di forze centrali

Planarita del moto

In un campo di forze centrali avremo sempre:

L /7 -

FF)7F = CZ;— =rxF =0 = L = cost.
t

e quindi i/ moto é piano.
Si tratta di una delle caratteristiche principali dei campi di forze centrali. Piu precisamente:

Prop. In un campo di forze centrali, il momento angolare rispetto al centro di forza si conserva.

Oss. Non ¢ vera, in generale, I’implicazione inversa. Se infatti il momento angolare ¢ costante,
avremo certamente che il momento della forza risultante si annulla, ma cid puo corrispondere a
due situazioni differenti:

a) F (F)IIF = il punto materiale P si muove effettivamente in un campo di forze centrali di
centro di forza O.

b) il punto materiale P non ¢ soggetto ad alcuna interazione e quindi si muove di moto rettilineo
uniforme.

Energia potenziale centrifuga in un campo di forze centrali

L’energia meccanica di un punto materiale P di massa m che si muove con velocita scalare v in
. . . . 1
un campo di forze centrali e si trova a distanza r dal centro delle forze ¢ E = E (r)+ Emv2 .

Poiché il punto si muove in un campo di forze centrali, il moto ¢ piano (il momento angolare si
conserva, ed in particolare la sua direzione resta costante). Scriviamo allora la velocita vettoriale
di P in un sistema di coordinate polari nel piano del moto e con origine nel centro di forza del

dt dt
Sostituendo questa espressione in quella dell’energia meccanica otteniamo:

2 2
Dunque il quadrato della velocita scalare vale v’ = v-v = v’ +v, = [ﬂj +r2(@)
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E =E (r)+lm dr +lmr2 ﬁ )
P 2 \dt 2 dt

Consideriamo ora il momento angolare del punto materiale rispetto al centro di forza del campo:

L = mixv = m(Fxvd, +7xvyi,) = mrv,i, Xi, = mr Euz.

Oss. Osserviamo che I'ultimo termine nell’espressione dell’energia meccanica pud essere
riscritto in funzione del modulo del momento angolare, che ¢ anche una costante del moto. Tale
termine energetico prende il nome di energia potenziale centrifuga del punto materiale P nel

2 2
campo di forze centrali: Lonr? (ﬁ] - L pew
2 dt 2mr® i
Poiché infatti questo termine non dipende esplicitamente dal modulo della velocita scalare, ma
solo dalla distanza r, come 1’energia potenziale, puo essere interpretato come se fosse un’energia
potenziale, benché in realta sia stato ricavato dall’espressione dell’energia cinetica.
Il suo effetto ¢ lo stesso che avrebbe una forza repulsiva (centrifuga, appunto).

Energia potenziale efficace in un campo di forze centrali

Definiamo un’energia potenziale efficace del campo di forze centrale come la somma

dell’energia potenziale della forza del campo e dell’energia potenziale centrifuga:
2

(eff) — (centr) _
EY = E +E, = Ep(r)+2mr2

Si puo dimostrare che I’energia potenziale efficace rappresenta 1’energia potenziale totale del
punto materiale in un sistema di riferimento (non inerziale) avente origine nel centro di forza e in
moto rotatorio con il punto materiale stesso. In tale sistema di riferimento, un osservatore vede il
punto materiale muoversi di moto rettilineo (lungo la direzione radiale), e quindi la posizione di
tale punto risulta univocamente determinata dalla sola coordinata radiale r.

In un campo di forze centrali attrattivo, I’energia potenziale del campo ¢ sempre negativa, (come
per il campo gravitazionale); I’energia potenziale efficace, invece, puod essere negativa, positiva o
nulla a seconda che predomini il termine dovuto alla forza del campo o il termine centrifugo (che
¢ sempre positivo), o infine i due termini si bilancino esattamente.

Le condizioni iniziali del moto stabiliscono il valore del momento angolare, quindi 1’andamento
dell’energia potenziale efficace al variare della distanza r, e I’energia totale del punto materiale
P, che si conserva durante il moto. Il tipo di traiettoria che si ottiene dipende da queste due
condizioni.

A
. . . . . . E(efﬁ (r)
Consideriamo ora il caso di un campo di forze centrali p
attrattivo la cui energia potenziale dipenda dall’inverso
della distanza dal centro di forze, come nel caso del
campo gravitazionale percepito da una massa m in E, EC ()
presenza di una massa M >> m, o come nel caso del ‘7 "
campo elettrostatico percepito da una particella carica 0
leggera in presenza di una seconda pa]:tlcella di carica o - >
. r
opposta molto pit pesante: E, (r) = ——. z
r
L’energia  potenziale  efficace  sara  dunque E,
2 -
. (eff)
E[()eff)(r) — —E‘F L > Ep,minr
PLILY
r 2mr E, (,,)
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Osserviamo che 1’energia potenziale efficace sara positiva per valori bassi di 7, poiché in questo
caso predomina il contributo centrifugo, inversamente proporzionale al quadrato di , e negativa
per valori alti di 7, dove predomina il contributo attrattivo, inversamente proporzionale ad r (per
r — oo tendera a zero, poiché entrambi i contributi tendono ad annullarsi) (vedi figura).

2

I1 valore limite che separa la zona a valori positivi da quella a valori negativi &: r, = ;{m . Nella

zona a valori negativi ¢ presente il punto di minima energia potenziale efficace, in

corrispondenza della distanza doppia di quella per cui I’energia si annulla: r,, = % =2r.1l
k*m

minimo di energia potenziale efficace vale: E7) = — .
p,min 2L2

65



