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1.2 Moto del punto materiale

1.2.2 Scomposizione dell’accelerazione in componenti ortogonali
Possiamo scomporre 1'accelerazione in componenti cartesiane:

- &y d(dr v d’x. d’y. ’z .
a(r) = —- - dr® ) dr? u‘+dt2 uﬁrﬁuz

dt  dt

dt

Un'altra utile scomposizione dell'accelerazione ¢ quella in componenti tangenziale € normale.
Vedremo che essa sara alla base della comprensione del moto circolare.
In base alla proprieta descritta nella osservazione 3, abbiamo:

- . ~ d, . dv . du
V() = v, (t) = a=—(vi,) = —i, +v—=r.
dt dt
Ricordando che la derivata di un versore ¢ sempre ortogonale al
versore stesso, osserviamo che abbiamo scomposto ’accelerazione

vettoriale in una componente tangente ed una normale alla traiettoria: i,

GG 4 L _dv. diu,

d=d,+ad,, a,=—U,, a,=v—-. P
T N T~ g T T dt ( )

La componente normale puo essere meglio esplicitata come segue.

Consideriamo la situazione schematizzata nella figura a lato, in cui la
derivata del versore tangente ¢ diretta verso la concavita della
traiettoria (per la medesima traiettoria esiste un solo altro caso possibile, in cui tale derivata ha la
stessa direzione ma verso opposto...). Se indichiamo con C il punto di incontro delle rette
ortogonali al versore tangente nei due punti successivi P(t) e P(t+ At), avremo che per At — 0

I’angolo in C tende a zero, e C diviene il centro di un cerchio che approssima molto bene la
traiettoria nell'intorno della posizione P considerata.

Tale cerchio ¢ detto cerchio osculatore alla traiettoria in P, e distanza p = CP prende il nome

di raggio di curvatura della traiettoria nel punto P.
Sfruttando queste definizioni e le proprieta di similitudine tra 1 due triangoli rettangoli in figura

, ed il minore di cateti |i,| e |dii,|) possiamo scrivere:
A _, |dig| || 1}
p d pp

dt
Considerando anche direzione e verso della derivata del versore tangente avremo:

(il maggiore di cateti CP = p e |dF| =|ds

‘ds‘:p'|d19‘ € ‘dﬁT‘ = ‘QTH‘h9

:|d19\ =

, da cui |dil,

di, V.

= —Uy,,
dt pN

dove il versore u#, ¢ normale ad #, ed ¢ sempre diretto verso I’interno della traiettoria per
definizione. Dunque il verso di dii, /dt ¢ determinato dal segno di v: se v ¢ positivo dii, / dt
punta verso l'interno della traiettoria, mentre se v ¢ negativo dit, / dr punta verso l'esterno.

Per determinare d, basta ora moltiplicare dii, /dt per v e quindi d, puntera in ogni caso verso

l'interno della traiettoria (piu precisamente verso il centro del cerchio osculatore).
In definitiva, ’accelerazione vettoriale istantanea puo essere scritta come:

2
.. L _dv. Voo
a =a,+ay ; a, = EuT s Ay = —Uy
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Oss. 1 Significato della scomposizione in componenti tangenziale e normale
La componente tangente dell’accelerazione rende conto della variazione del modulo della

velocita, mentre la componente normale dipende dalla variazione in direzione della velocita
vettoriale.

Oss.2 Alcuni importanti tipi di moto
Due casi particolari di moto si ottengono per:

a) p—ooe = a, =0 moto rettilineo
b) v=cost. = a, =0 moto uniforme
1.2.3 Il moto piano in coordinate polari

Le coordinate polari nel piano

Se il moto avviene in un piano, le sole coordinate cartesiane x ed y sono sufficienti a descriverlo.
In alternativa, possiamo utilizzare le coordinate polari nel piano, che talora risultano assai piu
convenienti delle cartesiane. Le coordinate polari del piano sono cosi definite:

r = [f| = OP raggio vettore (distanza di P dall’origine, numero reale positivo)

¥ = <«(r,u,) anomalia (angolo formatoda 7 = OP con u ., definito tra 0 e 2m)

Legame con le coordinate cartesiane:

r = \/x2+y2 Y

¥ = arctan(y/x) P
y
X = rcos?v
y = rsind v
Y

Legge oraria in coordinate polari del piano
Si puo scrivere con la coppia di equazioni

r = r(t) . ) . x = x(r)
in alternativa alla coppia
9 = 9(t) y = y(t)
Traiettoria

Si puo scrivere come

9 = ®(r) oppurecome r = r(o)

. A
Versori y
Si definisce una coppia di versori: -
R ’7 . u19
u, = — versore radiale - 2

r v u,

0 >

Uy, = u, X, versore trasversale X
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Nota bene: i versori i, ed i, variano con il punto P, al contrario di 7, ed #,. Non vanno

confusi con la coppia u, ed i, che é riferita alla traiettoria e non al sistema di riferimento

scelto.

Velocita vettoriale in coordinate polari € Velocita angolare

L ( _dr, o, di, Y
dt T dt di
Ma: ay —7 i,
_lijdv . _av. o = o XD = BX » >
Uy, =—1u,=0u, =i u = u >
dl’ dt [ [ [ X

Nei passaggi precedenti abbiamo definito una nuova importante grandezza:

Def. Velocita angolare

. ) _ dv ., ) D
Vettore definito dalla relazione @ = d—uz , ove ¥ rappresenta l'anomalia del punto materiale in
P hd

un sistema di coordinate polari (r,2%) nel piano (eventualmente locale) del moto, ed u, ¢ il
versore dell'asse ortogonale al piano stesso (i, = u, Xii,).

Per quanto detto, la velocita vettoriale istantanea pud scomporsi come segue:
Vo=V 4V,
- dr . .
v, = velocita radiale
dt
Vy, =@OXTF = oorftz9 velocita trasversale

Accelerazione vettoriale in coordinate polari (argomento facoltativo)

. _dav _dfdr. dv d’r . drdi, dr dao . o . do dii,
a = — = r+ —uﬁ :—2ur+— 19+I"—2u19+7"— ,
dt de\ dt dt dt dt dt dt dr dt dt dt
A
di, _ dv . Y dil,
L = vedi sopra \
ar ar (vedi sopra) Q)
di, do . . v —7
— = ——q vedi figura 0 .
dt dt " ( gura) x>
L . _dr drdd . drdo. d’o . dﬂ( dé‘)
e quindi: a = U, +———ly +———ly+r——lly +7 u,
dt dt dt dt dt dt dt dt

In definitiva:

| (@Y | (&Y _drdd).
a=|\—F-r|—| [, +|r—5+2——|u, = a,+a,
dt dt dt dt dt
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Vedremo che in un generico moto nel piano, il momento angolare rispetto all'origine del SdR ¢:

~ do
L 2Fxp=mr*—u. =Li..
(0] p dt z 0"z

Dunque si osserva come risulti il componente trasversale dell'accelerazione

[d%s 2drd19]A 1 dL,

r +2—— |u, =——2u,.
> “dtdt )" mr dt

Ne consegue che se il momento angolare ¢ una costante del moto (come ad esempio certamente
accade nel caso in cui la risultate delle forze agenti sia di tipo centrale), allora I'accelerazione
trasversale si annulla (come deve essere se la risultante delle forze ¢ puramente radiale).

ay
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