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Moto in due e tre 
dimensioni
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I moti studiati fino ad ora (moto in una dimensione) sono un caso particolare del
problema più generale del moto di un corpo nello spazio (o nel piano). Partiamo dalle
considerazioni nel piano.

e lo spostamento del punto materiale è dato da

Il vettore posizione di un punto materiale nel piano è dato da

Il vettore velocità media è dato da

ed il vettore velocità istantanea è dato da
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che ha modulo e direzione dati da
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Il vettore accelerazione media è dato da

ed il vettore accelerazione istantanea è dato da
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Il moto in una direzione è un caso particolare, in cui le componenti y, vy e ay sono nulle
(o quelle x, vx e ax ).

Valgono ancora le relazioni:
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In forma vettoriale si ha ad esempio:
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E analogamente per l’equazione oraria del moto si trova (a = cost):

Un caso particolare: il moto parabolico (o moto del proiettile).

Un corpo viene lanciato con velocità iniziale v0 ed angolo θ rispetto
alla superficie terrestre. Per semplicità siano x0 = 0 ed y0 = 0
(origine degli assi coincide con il punto del lancio).
Le componenti iniziali della velocità sono quindi:
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Si può quindi scrivere che

Il corpo segue quindi un moto da

notare che vx è costante mentre vy no e
cambia anche segnoϑcosx 0vv =

gtsiny −= θ0vv
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Risolvendo il sistema (si ricava t dalla prima e si sostituisce):
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La soluzione ha la forma di una parabola.

Posto y = 0 si trovano le due soluzioni: x = 0 (ovvia, origine!) e x = R (gittata o Range):
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Si vede anche che il range massimo si ha quando la funzione sin 2θ è massima:

1sin2 =ϑ

Se la quota iniziale non è uguale a quella finale,
ad esempio lancio del peso, del giavellotto etc,
l’angolo per avere il range massimo non è più di
π/4 ma inferiore.
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L’altezza massima yM può essere ricavata dalla gittata, infatti per simmetria l’ascissa
del punto medio della traiettoria yM è pari alla metà della gittata:
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che sostituita nell’equazione che descrive il moto del proiettile dà:
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È interessante notare che se due corpi vengono lasciati cadere uno verticalmente lungo y
ed il secondo con una velocità iniziale lungo x pari a v0x, l’andamento del moto lungo
l’asse verticale sarà lo stesso per i due corpi.
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Nella figura si vede un corpo appeso ad un filo che oscilla in un piano
verticale. La traiettoria del corpo appeso al filo è costituita da un arco di
circonferenza. Il moto lungo una traiettoria circolare è detto moto
circolare
Un caso particolare di moto circolare è il moto circolare uniforme.
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Moto circolare

Un punto materiale si muove lungo una circonferenza di raggio r con
velocità costante in modulo. Si vede però che il vettore velocità cambia
continuamente direzione e verso.
Sia v la velocità del punto nel punto P al tempo t e v’ quella nel punto P’
al tempo t + ∆t. L’arco percorso è quindi PP’ = v ∆t. I due vettori velocità
sono uguali in modulo

ma cambiano direzione e verso. Se il vettore v cambia, ci deve essere una
accelerazione!
Si ridisegnano poi i vettori come in figura, traslando v’ in P. si vede quindi
che si trova un vettore ∆v pari a
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I triangoli OPP’ e PAB sono simili e si può quindi scrivere (approssimando l’arco PP’ alla
corda PP’)
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Si vede che per ∆t sempre più piccoli, l’arco PP’ tende sempre più alla corda PP’ e che ∆v
ha una direzione ed un verso sempre più rivolti verso il centro della circonferenza.
Per ∆t 0

Otteniamo quindi il modulo dell’accelerazione centripeta ac, che ha direzione e verso
sempre rivolti verso il centro della circonferenza.

Ovviamente quanto detto è vero anche se un corpo descrive solo un arco di una
circonferenza (ad esempio auto in curva di raggio costante r).
Si può verificare anche in questo caso che l’equazione dimensionale è soddisfatta:

T
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In un moto circolare uniforme, il tempo impiegato dal punto materiale a percorrere
una circonferenza completa 2πr è detto periodo T ed è quindi, per definizione di
velocità:

L’inverso del periodo viene chiamata frequenza (numero di giri percorsi al secondo):
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Nel sistema internazionale la frequenza si misura in Hertz (Hz).
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La velocità con cui ruota il raggio r = OP della figura precedente è poi detta velocità
angolare media, ed è data da
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Si può poi vedere che

o più correttamente la velocità angolare istantanea
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e nel sistema internazionale la velocità angolare si misura in (θ è adimensionale!)
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e quindi, posto t0 = 0, scrivere la legge oraria del moto circolare uniforme:
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In un periodo T, l’angolo percorso è 2π e quindi si può anche scrivere che è
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Dalle

Si possono poi anche scrivere le relazioni

r ω=v

relazione fondamentale che lega la velocità tangenziale v alla velocità angolare ω.

Ricordando poi che è

sostituendo si trova anche che è
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che è la legge che lega accelerazione centripeta e velocità angolare.
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Si considera ora un punto materiale che si muove lungo una circonferenza, di moto
circolare uniforme.
La velocità angolare ω è costante, e si prende la proiezione di tale punto sull’asse delle
ascisse, si vede che il moto del punto P’ è dato da

La coordinata del punto P’ varia tra –A e + A e si muove di un moto che si chiama
moto armonico.
A è l’ampiezza del moto armonico e ω la sua pulsazione. L’angolo ϕ prende il nome di
fase iniziale.
Valgono ancora le relazioni viste precedentemente tra periodo, pulsazione e frequenza:

o, più in generale se al tempo t = 0 è θ = ϕ:
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Il moto è un moto di tipo periodico, infatti dopo che il punto P ha percorso una
circonferenza completa, quindi dopo un periodo T, il moto si riproduce uguale a prima.
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l’angolo ϕ è chiamato fase iniziale.

Un diagramma dello spostamento in funzione del
tempo ha l’andamento della funzione coseno (o
seno).
Si trova anche che per la velocità e
l’accelerazione valgono le:

 x(t) (t) a 2ω−=

Tratteremo più avanti moti di questo tipo, che prendono il nome di moti armonici.
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