MOTI RELATI1VI



1) Cinematica



Consideriamo un sistema di riferimento fisso (O, x, y, z), con i versori il,, i, ¢ i, indipendenti

b

dal tempo, e un sistema di riferimento mobile (O, x, y, z), con i versori il,, i, € i,
dipendenti dal tempo, che puo traslare e/o ruotare rispetto al sistema fisso (O, x, y, z).
Si vuole determinare il vettore posizione 7, il vettore velocita v e il vettore accelerazione a di

un punto materiale P rispetto a1 due sistemi di riferimento.




Vettore posizione 7

o

)

[1]

dove O’ ha coordinate (xo,, Yo/, Zo,) rispetto al sistema fisso (O, X, y, z), Tp = xil, + yil,, + zil, ,

—_—
P

me .R.?DR\ + v\\mwv: + N\\DN\ e 00' = Xo\mx + Yorlby + NCL\\NN
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Vettore velocitd v

La velocita v, del punto P rispetto al sistema fisso (O, X, y, z) risulta:
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€ U, sono 1nvarianti nel tempo,



Vettore velocitd v

Ay

\ wd

La velocita v del punto P rispetto al sistema mobile (O, X, y, z) risulta:

,, dx’ dy' dz'
Vp = It —U,, + ﬁ:u: +— 7t U,
drp, d , ~ ~ dx' dy’ dz' Ay, dil,, dil,,
= (x'Uy + ¥'0y, +2'0,, ) = - — 1, + %5: +— i, + x’ Fra y' Fras z' -
an il aa . .
essendo x’ MMQ + ' Mw '+ 7 MN\ # 0 poiché i versori l,,, 1y, € @i,, possono variare nel tempo in
direzione, per cui:
Qmm Qmm Q‘MNR.\ ﬁN\MN ! ﬁN\MNN~
> PpE— D —=p X —— Yy —+ 7
R R de 7 dt dt



Esercizio 1

Qual ¢ I’angolo massimo di cui puo risultare inclinato, rispetto alla verticale, 1l vetro posteriore di
una macchina che viaggia alla velocita costate v = 72 km/h per non essere bagnato dalla pioggia
cadente verticalmente alla velocita v,=10 m/s?



Esercizio 1

Qual ¢ I’angolo massimo di cui puo risultare inclinato, rispetto alla verticale, 1l vetro posteriore di
una macchina che viaggia alla velocita costate v = 72 km/h per non essere bagnato dalla pioggia
cadente verticalmente alla velocita v,=10 m/s?

Consideriamo un sistema di riferimento fisso a terra (O, X, y) € un sistema di riferimento
mobile solidale con la macchina (O’, x’, y’) .




- X

Il moto 1n questione € un moto di trascinamento traslatorio lungo 1’asse x e 1’oggetto
osservato nei due sistemi di riferimento € la pioggia.

Dal teorema delle velocita relative:

Velocita della Velocita della Velocita della
ploggia rispetto ploggia rispetto macchina
a terra alla macchina



tg(0) = 7 =—=2 0 =arctg(2)=63°
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Vettore velocitd v

La velocita ¥, dell’origine O’ del sistema di riferimento mobile (O, X', ¥, Z') rispetto al sistema
fisso (O, X, vy, z) risulta:

- &RQ\ &u\g~ QNQ\
V,, = U, + U, + U
O de X dt Y dt
doO’' d ~ R . dxo, .  dyor . dzo,
I = |Ax9:x -+ Yoty + N?:Nv = 1t u, + I Uy, + 1t
adi du Q) ~ . . .
essendo x? :x + Vo, MW + z,, el = 0 perché 1 versor1 i, :e € U, sono Invarianti nel tempo,

d00’
dt

D Uy, =



Deriviamo la relazione [1] 7, = 00" + 7 rispetto al tempo:

i %|Qv+ d7

dt dt &/
\m\ lvR =7 + \Q,@R\n_l ~va:+ /
P Vor VP T Y Tae T4
di, do0  di} di,, di,,  di,
— = +t— = Vp=Tp +Up+t X —+y ——+7
dt dt dt pror =P at Y Tdr dt




Rivediamo ora la derivata temporale di un versore:

dii do PN Do
r g =0U =0 X U |Formula di Poisson|

essendo %, un versore perpendicolare a @ (nel piano di rotazione del versore #1) e ® ¢ il vettore

velocita angolare perpendicolare al piano di rotazione del versore # (e quindi perpendicolare a ii )
LAy, +y di,y, Ly dil,,

dt dt dt

= (@ X x't,)+ Aalov X v\mu\v + (@Xz'l,) =0 X Akrm,&l +y'u, + N\,DNQ = X 'p

= X

=x' (@ X U) +y' (@ x Uy ) +2' (@ X Uyr) =



Deriviamo la relazione [1] 7, = 00" + 7 rispetto al tempo:

o, dfp _d00" i

= i
dt dt &ﬁ/
> \ l& = \&QR\ /
Up Vo, Vp +x It +y
di,  do0' di} di,,  di,
— = +t— = Vp=Tp +Up+t X —+y ——+7
dt dt dt p—ror T TP at Y Tat
ary . diy, dd, ddy,
=t =ty L+ 7 = Up + @ X 75
dt P dt 7 Tdt dt P P
di,, .da,,  di,
= Bp =B, + B +x —— +y —2L + 7 = By, + Db + @ X P
P or P QH V\ QH ﬁNﬁ o P P




Teorema delle velocita relative:

[3]

= le velocita calcolate ne1 due sistemi di riferimento sono diverse, ma non scorrelate

[a differenza vettoriale tra le velocita calcolate nei1 due sistemi di riferimento € detta

velocita di trascinamento U, Vy = VUp —VUp = Uy + ® X Tp

/

y Z- d.
Trascinamento Trascinamento

traslatorio rotatorio




Casi particolart:
1) moto relativo traslatorio: vp = Up + v,
= Il sistema mobile NON ruota rispetto a quello fisso, ma trasla solo
per esempio, il punto P ¢ fermo rispetto al sistema di riferimento fisso (v, = 0)= rispetto al
sistema di riferimento mobile il punto P si muove con vp = —v,,, ossia con la velocita
dell’origine del sistema di riferimento mobile ma con verso opposto



Casi particolart:
1) moto relativo traslatorio: vp = Up + v,
= Il sistema mobile NON ruota rispetto a quello fisso, ma trasla solo

per esempio, il punto P ¢ fermo rispetto al sistema di riferimento fisso (v, = 0)= rispetto al
sistema di riferimento mobile il punto P si muove con vp = —v,,, ossia con la velocita
dell’origine del sistema di riferimento mobile ma con verso opposto

2) moto relativo rotatorio: Vp = Up + ® X Tp
= Il sistema mobile NON trasla rispetto a quello fisso, ma ruota solo
per esempio, il punto P & fermo rispetto al sistema di riferimento fisso (¥p = 0)=> rispetto al
sistema di riferimento mobile il punto P si muove con v = —® X 7, ossia con la velocita di
rotazione del sistema di riferimento mobile ma con verso opposto



“

Vettore accelerazione a

Ay

[’accelerazione dp del punto P rispetto al sistema di riferimento fisso (O, X, y, z) ¢ data da:
d*x d?y : QNN

ap = —1U, + —
Pt T gty Tt
dvp d /dx _ dy _ QN R &Nx R &Nv\ - dcz
— A +|§ VH|N2R+|N %+|N2N
dt dt &m dt &m dt dt dt
dx du, , dydiy dzdu, _ , - NaA A ~ . : .
essendo o + o + i = 0 perché 1 versorl i,, @, € i, sono invarianti nel tempo,

__ dvp
— =



Vettore accelerazione a

x4

4 «.‘

[’accelerazione dp del punto P rispetto al sistema di riferimento mobile (O, xX’, y’, Z’) ¢ data da:

L, d*x’ N d?y' N d*z'
WP =g Yo T Yy T Y
dvp d [dx' _ +3x> +&N\>
= Uy +—— Uy, + Uy | =
dt de\dt ™™  dt Y  dt 7
B &Nx\m N &Nv\m N d?z' - dx' dil,, N dy' dily, N dz' dii,,
dez ™" dt?z YV dt?2 Y dt dt dt dt dt dt
dxr dlly, | dyrdiy,  dzr dig C oy A A ~ i
essendo 0 Yo T 0 poiché 1 versori i,,, Uy, € U, possono variare nel tempo

in direzione, per cui:
L, dvp dvp dx'di, dy'di,, dz'di,
> dp # = =dh + + +
P7dt " dt P dt dt  dt dt  dt dt




Vettore accelerazione a

x4

[’accelerazione d,, dell’origine O’ del sistema di riferimento mobile (O, X, y, z) rispetto al
sistema fisso (O, X, y, z) ¢ data da:

- ~

QNR? ~ &NV\Q ~ &NNQ\

Ao, H|&N U, +|&N Uy + 172 U,
dvo, S d A&xo‘m n &v\ofm n QN@@ V _ &Nxo‘m n &Nv\o‘m 4 QNNQ\Q
dt det\dt * dt ¥ dt %) dtz *  dtz Y dt? ¢
Q.X.Qs Q@/\R Qu\O\ Q,Mwu\ QNQ~ Q,MNN _ ;. . A A A . . X
essendo I + Y + praial 0 perché 1 versori iy, i, € U, sono invarianti nel tempo,
ng\

_Hv Q\Q‘ — QN.



Deriviamo la relazione [3] Up = ¥y, + Up + ® X 75 rispetto al tempo:
dvp dvy, dvp do _,drp
=2 P X B XL
de _de ' dt de” "7
dx'di,, dy db,, dZ di, do A7)
+ + L+ — XTp+®X—
Cdcac Taca @ et
. dx' dii,, N dy' dily, +&N\§>§ _dx’ @ xa.) + dy' S x )+ QN‘AI,X 1) =
dt dt ' dt dt = dt dt  dt 0 Ty O g A A ) =

_,adx' _oay' _, az' _ (adx"  dy' | dy' .
=lOX——Uy | T|OX——Uy |T|OX—U,y | =0 X M:&+M:&+%:&

dt 7Y

= ® X Up



Teorema delle accelerazioni relative:

do

mwnm@+m:w+axax@+ﬂx&+wax&

= le accelerazioni calcolate ne1 due sistemi di riferimento sono diverse, ma non scorrelate

i ) ) do
accelerazione di trascinamento d,.  d; = dg, + ® X %& X 1p) + — X 7|
N .
termine centrifugo
accelerazione di Coriolis d,: . = 20 X Up

= dipende dal moto del punto P rispetto al sistema di riferimento mobile: se 1l punto P € fermo
rispetto al sistema di riferimento mobile tale accelerazione risulta nulla



Casi particolarti:
1) moto relativo traslatorio: dp = dp + d,,
= Il sistema mobile NON ruota rispetto a quello fisso, ma trasla solo
per esempio, il punto P ¢ fermo rispetto al sistema di riferimento fisso (dp = 0)= rispetto al

sistema di riferimento mobile il punto P si muove con dp = —d,,, 0ssia con ’accelerazione
dell’origine del sistema di riferimento mobile ma con verso opposto



Casi particolarti:
1) moto relativo traslatorio: dp = dp + d,,
= Il sistema mobile NON ruota rispetto a quello fisso, ma trasla solo

per esempio, il punto P ¢ fermo rispetto al sistema di riferimento fisso (dp = 0)= rispetto al
sistema di riferimento mobile il punto P si muove con dp = —d,,, 0ssia con ’accelerazione
dell’origine del sistema di riferimento mobile ma con verso opposto

2) moto relativo rotatorio: dp = dp + ® X (® X 75) + — x s + 20 X U

= Il sistema mobile NON trasla rispetto a quello mwmou ma ruota solo
per esempio, il punto P ¢ fermo rispetto al sistema di riferimento fisso (dp = 0)

= rispetto al sistema di riferimento mobile il punto P si muove con

iy =—a X (6 X7 v||xﬁ — 26 X Up|



Esempio — moto di trascinamento traslatorio (o= 0)

Consideriamo due sistemi di riferimento
- uno fisso a terra O(x, z)
- e I’altro mobile O’(x’, z’) solidale ad un carrello
con gli assi X € X’ lungo la stessa retta e gli assi z e z” paralleli tra di loro.
Ipotizziamo che 1 due sistemi siano in moto relativo traslazionale tra di loro ed esso avvenga lungo
la direzione dell’asse x e dell’asse x’.




o
\ %
X
\%
x

Os

All’istante t=0, quando O e O’ coincidono, una massa puntiforme viene lasciata cadere da una

piattaforma alta % solidale al carrello.
Analizziamo cosa vede un osservatore solidale con O e un osservatore solidale con O’ nelle
seguenti situazioni:

—_

1) O’ ¢ in moto di trascinamento rettilineo uniforme: v_, — costante

2) O’ ¢ in moto di trascinamento rettilineo uniformemente accelerato: a_, —> costante



1) O’ & in moto di trascinamento rettilineo uniforme: v_, —> costante

Il sistema O’ si muove lungo la direzione dell’asse x di

A AN moto rettilineo uniforme con v=v,,.
Un osservatore solidale con O vede la massa cadere con
velocita iniziale v(t =0) =V, =v,u,, con v, > 0, soggetta
all’accelerazione a =g=—gu_, con g>0 e partendo dalla
posizione iniziale T(t=0)=hu,. Il moto ¢ quindi di tipo
0 > X @ > x  parabolico, ossia rettilineo uniforme lungo [’asse x e
rettilineo uniformemente accelerato lungo 1’asse z:
a=g=-gu,
v=vau +v,u, =v_u, —gtu,
~ A . . | PR
I=Xu,+zu, =v_t-u, +Q_|Mmﬂ u,
: : : : | 2h
In particolare, il tempo di caduta t¢ risulta: z(t,)=0= (h - Mmﬁuv =0=>t = |—
g
2h

e la massa cade ad una distanza xc da O: x(t ))=Xx_=v,t, =V, |—
g



Un osservatore solidale con O’ vede la massa cadere
verticalmente lungo 1’asse z’ con moto rettilineo uniformemente

accelerato. Dal teorema delle accelerazioni relative, con a, =0 e

o =0, si ottiene:

> X > X MHM_UM.HW
da cui, sapendo che V' (t=0)=0 e 1 (t=0)=hd,
a =g=-—gu,
v=vau,+v,u,=0-gtu,
—! ' A ''A H. 2\ A"
r =xu_+zu,=0+th-—gt")u,

2
In particolare, il tempo di caduta f risulta:

Z(6)=0= (h—+gt?) =01, = |20

2 g



~ s ' n 1 .
r=xi, +z1, =v,t f+9|Mm~JmN I nxcx.+N=N.no+Ar|m%~sz.
Az Az

B R R R -

L Y Vx..



2) O’ ¢ in moto di trascinamento rettilineo uniformemente accelerato: a ., —> costante
) 0

Z N 7

’

> X o > X
Il sistema O’ si muove lungo la direzione dell’asse x di moto rettilineo uniformemente accelerato
con a=a, =agu,, con a, > 0. Indichiamo con Vv=v _u_ (con v, > 0) la velocita del carrello
nell’istante t = 0.

Un osservatore solidale con O vede la massa cadere con velocita iniziale v=v, U_ soggetta

X
all’accelerazione a =g =—gu,_, con g > 0 e partendo dalla posizione iniziale 1(t =0)=ha, : il moto
¢ quindi lo stesso visto nel caso 1).

: : : : 2h
In particolare, il tempo di caduta ¢ risulta t, = _[—

g

e la massa cade ad una distanza xc da O datada x(t,))=x_,=v t. =Vv,  [—

m - cC m



ANy Un osservatore solidale con O’ vede la massa cadere
seguendo le equazioni del moto ottenute in base al teorema
delle accelerazioni relative, con ® =0:

—! —_ —! — —_

a=a ta, =>a =g-—a,,

da cui sapendo che Vv (t=0)=0 e T (t=0)=hd,:

> X ’ > ¥ 2 _z = A .
O m — m |mo_ ”Imo.gx. Ich.
V=v.l_,+v,u,=-a,ta, —gtu,
—! 'A 'A H 25" H 2\ A
I =XU_,+zu, = ?Mmoa o, +h- Mmﬁ .,

Il moto della massa risulta quindi rettilineo uniformemente accelerato lungo entrambi gli assi x° e
z’. In particolare, il tempo di caduta t, risulta:

Z(t)=0= h——gt))=0=> 1, = |2
2 g
. ] ) ! ! H 2 NO_:
e la massa cade ad una distanza x’c da O’ datada x (t,)=x,=——a,t" =—

2 g



N
-~

X

Os

YV

! ' A M 2 A
I =Xu_+zu, HTMmoa&f#?llmﬁ

Vediamo ora che tipo di traiettoria segue la massa nella sua caduta:

-

., 2
" =—X

ag
Z = r+meM_ —h+-2x
2 a, ag

-

g

la traiettoria € quindi rettilinea con pendenza positiva ——.

d,

|
2

h

r

VQN_

X






Esempio — moto di trascinamento rotatorio uniforme (® costante e v,= ()

Una piattaforma ruota con velocita angolare ® costante (in senso antiorario). Un dischetto posto

sulla piattaforma si trova ad una distanza d dall’asse di rotazione della piattaforma stessa. Tra il
dischetto e la piattaforma non c’¢ attrito.

IV—

Determinare la velocita Vv e [’accelerazione a del dischetto rispetto alla piattaforma (in direzione,
verso € modulo)




Consideriamo due sistemi di riferimento
1) un sistema di riferimento fisso a terra (O, X, y, z) con asse z coincidente con [’asse di
rotazione della piattaforma, assi x e y sulla terra e con centro O sulla piattaforma stessa

2 2

2) un sistema mobile (O’, X’, y’, z’) con asse z’ coincidente con 1’asse di rotazione della
piattaforma, con assi X’ € y’ sulla piattaforma e ruotanti con essa € con centro O’ sulla

piattaforma stessa




Se non c’¢ attrito tra il dischetto e la piattaforma allora,
- rispetto al sistema di riferimento [fisso a terra, il dischetto rimane fermo.
- rispetto al sistema di riferimento mobile fissato alla piattaforma, il dischetto ruota con
velocita angolare - ® (in senso orario)



1) Calcolo della velocita v del dischetto rispetto alla piattaforma

A

Z

’

Utilizziamo 1l  teorema  delle  velocita  relative:
Vy=Vy4+ Vo +0OXT,
con v, la velocita del dischetto rispetto al sistema fisso

(V,=0),v, la velocita del dischetto rispetto al sistema

—

mobile, v, la velocita di O’ rispetto a O (v, =0), ® la

velocita angolare del sistema di riferimento mobile

IV—

(=velocita angolare della piattaforma) e 1, 1l vettore

posizione del dischetto (di modulo d) rispetto al sistema di
riferimento mobile.

= 0=V, +OX >V, =-0X1 =(-0) X1, con <L costante
ossia, nel sistema di riferimento mobile, il dischetto percorre
un moto circolare uniforme (raggio = r1;) con velocita

angolare - ® (in senso orario).



2) Calcolo dell’accelerazione a del dischetto rispetto alla piattaforma

Dal momento che il dischetto, rispetto al sistema di riferimento mobile,
percorre una traiettoria circolare con moto circolare uniforme

—> ci deve essere una accelerazione normale o centripeta.
Per il calcolo dell’accelerazione a, del dischetto rispetto alla piattaforma

utilizziamo 1l teorema delle accelerazioni relative:

- —! — Qﬂl»vv ! — . ! — !

a, Hma+mo.+ﬂx&+8x®ox€+w8x<a
con 3, I’accelerazione del dischetto rispetto al sistema fisso (a4 =0), mf
I’accelerazione  del  dischetto  rispetto al sistema  mobile,
do 1’accelerazione di O’ rispetto a O (3, =0), ® la velocita angolare

do B

del sistema di riferimento mobile (essendo costante = at = ov, Lol
vettore posizione (di modulo d) del dischetto rispetto al sistema di

riferimento mobile e V, (=-®xT;) la velocita (costante in modulo) del

dischetto rispetto al sistema mobile

0=3, +Ox(DXL) +2DxV, =1, + DX (DXL) +20x(—OXL,) =8, —dx(DXL) = a, = dx(DXTL)



2) Dinamica



Sistemi di riferimento inerziali e non inerziali

Sistema di riferimento inerziale: sistema di riferimento in cui valga rigorosamente il
«Principio di inerzia» (I legge di Newton).

{

In un sistema d1 riferimento inerziale le forze che compaiono nella II legge di Newton

sono forze vere, ossia dovute alle interazioni fondamentali: WHM E HM F .. =ma

1 1

(se m costante)



Dato un sistema di riferimento inerziale (O,X,y,z), consideriamo un altro sistema di
riferimento che si muove di moto rettilineo uniforme rispetto al primo:

Vo= costante, a, =0 e 0=0

Dal teorema delle accelerazioni relative:
— — - — —_— - ﬁ&m - — -
dp = Qp, +ap + O X (0 X1p) + == X71p + 20 X Up

@ dt

dp — dp

Definito un sistema di riferimento inerziale, tutti gli altri sistemi in moto rettilineo
uniforme rispetto a questo sono anch’essi inerziali




La dinamica ¢ la stessa

I

Non ¢ possibile stabilire se uno di essi € in quiete o in moto

I

Relativita galileana



Dato un sistema di riferimento inerziale (O,X,y,z), consideriamo un altro sistema di
riferimento (O’,x’,y’,z’) che st muove (trasla accelerando e ruota) rispetto al primo:

— — — — — - Qe
dp =dg, +ap+ o X (0 XT %x?+N8x

P
e - g 4 R @ Qe
map = mag, + map + mw X (® X rp) + m—

@ dt

X Fp + 2mm X V

HM m,om_i |M apparenti, i
| |
Le forze apparenti NON derivano dalle interazioni

fondamentali e NON esistono in un sistema di
riferimento inerziale.



In un sistema di riferimento NON 1nerziale

“ — — “ Qe IV\m — |v~m — Hlyuv‘
Emw = |ENOT| mao X Ae Xr v Qﬁ XTp — 2ma X <~um M “ apparenti,i
............ _ _ i
Forza centrifuga Forza di Coriolis

&

In un sistema di riferimento NON i1nerziale, una traiettoria curva NON presuppone
necessariamente 1’azione di una forza centripeta reale, ma puo essere un effetto
apparente dovuto al moto accelerato del sistema in cui I’osservatore si trova.



Esempio — moto di trascinamento traslatorio (o= 0)

Un corpo puntiforme di massa nota m € posto sul pavimento liscio di un carrello che, partendo da

fermo, s1 muove a sinistra lungo un piano orizzontale con accelerazione nota a

carrello *
Determinare a regime la compressione Ax della molla di costante elastica k il cui estremo destro ¢
vincolato alla parete destra del carrello.



Esempio — moto di trascinamento traslatorio (o= 0)

Un corpo puntiforme di massa nota m € posto sul pavimento liscio di un carrello che, partendo da
fermo, s1 muove a sinistra lungo un piano orizzontale con accelerazione nota a

carrello *
Determinare a regime la compressione Ax della molla di costante elastica & il cui estremo destro ¢
vincolato alla parete destra del carrello.

, y4

a carrello

A|

C X’ O’ <&

Consideriamo due sistemi di riferimento:
1) sistema inerziale fisso a terra (O, X, y)
2) sistema NON inerziale ancorato sul bordo destro del carrello (O’, x’, y’)



1) Risoluzione del problema rispetto al sistema di riferimento inerziale fisso a terra (O, x, y)

A
— %9 %

a carrello

<

@) X’ O X

< 0

Il carrello s1 muove verso sinistra mentre la massa m resta ferma fino a quando essa non tocca
la molla, che si sta nel frattempo muovendo verso sinistra con la stessa accelerazione a del

carrello

carrello. Quando la massa m tocca la molla quest’ultima 1nizia a comprimersi e la forza elastica

—_

E, che s1 genera comincia a spingere la massa m a sinistra.

A regime la massa m si muovera a sinistra con la stessa accelerazione a del carrello e la

carrello

molla risultera compressa di Ax.



1) Risoluzione del problema rispetto al sistema di riferimento inerziale fisso a terra (O, x, y)
, y4

—

a carrello

<

Av X’ O’ <&

. HZ
el

HBW

Dalla seconda legge di Newton, applicata alla massa m = mg + N +F, = ma

carrello

-

m

AX =—a

m,n_ — ng — ma carrello W carrello

proiettandosux ey = —
N-mg=0

(N =mg



2) Risoluzione del problema rispetto al sistema di riferimento NON inerziale ancorato al carrello (O’, xX’,y’)
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Rispetto al carrello la massa m s1 sposta a destra fino a quando essa non urta la molla che risulta
ferma rispetto al carrello stesso. Quando la massa m tocca la molla quest’ultima inizia a
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comprimersi e la forza elastica E,; che si genera comincia a rallentare la massa m.

A regime la massa m risultera ferma rispetto al carrello e la molla risultera compressa di Ax



2) Risoluzione del problema rispetto al sistema di riferimento NON inerziale ancorato al carrello (O’, xX’,y’)
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Dal teorema delle accelerazioni relative, prendendo in esame 1l corpo di massa m si ha:

—

a n = NE + ﬁO.

1

essendo a_ [’accelerazione del corpo di massa m rispetto al sistema di riferimento fisso

inerziale (O, X, y), a_ ’accelerazione del corpo di massa m rispetto al sistema di riferimento

mobile non 1nerziale (O’, x’, y’) e a,, ’accelerazione di O’ rispetto ad O.

Poich¢ a, =a_ . .e,aregime, a_=0 = =

carrello

—>a_—a ~0=>ma_—ma =0

NE — O + Nom:.w__o carrello | m, carrello

............ \ F, =kAx =ma Ax =24
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2) Risoluzione del problema rispetto al sistema di riferimento NON inerziale ancorato al carrello (O’, xX’,y’)
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Dal punto di vista dell’osservatore sul carrello la massa m inizialmente viene spinta a destra da
una forza costante (poiche il carrello s1 sposta a sinistra con accelerazione costante) non legata
ad interazioni fondamentali (—forza apparente).

Una volta che la massa m si scontra con la molla la forza apparente viene contrastata dalla forza
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reale elastica F, (diretta verso sinistra) che rallenta la massa m fino a farla fermare.
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A questo punto (—equilibrio) le due forze si sono controbilanciate:

F,,| [~ kAx
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Dai risultati precedenti si sa che: £ =-ma

app carrello



Esempio — moto di trascinamento traslatorio (o= 0)

Un corpo puntiforme di massa ma = 2 kg € posto su di un carrello che puo scorrere su di un piano
orizzontale. Inizialmente il corpo € posto ad una distanza d = 1 m dal bordo destro del carrello, la
cui massa € mB = 8 kg. Tra 1l carrello e 1l corpo c’¢ attrito caratterizzato da un coefficiente di attrito
dinamico ud = 0.2. Il carrello viene messo in moto verso sinistra tramite I’applicazione di una forza

—_

orizzontale F di modulo F =30 N e il corpo inizia a scivolare verso 1l bordo destro del carrello.
Calcolare dopo quanto tempo, turto, 11 corpo urta la parete del carrello.
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Consideriamo due sistemi1 di riferimento:
1) sistema inerziale fisso a terra (O, X, y)
2) sistema NON inerziale ancorato sul bordo destro del carrello (O’, x’, y’)
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a) sul corpo di massa ma agisce la forza peso mag (verso il basso), la reazione vincolare del

carrello N (verso 1’alto) e la forza di attrito dinamico f,_tra corpo e carrello (verso sinistra)

kaﬁm

Dalla seconda legge di Newton, applicata alla massa ma => m,g +N+f, =m,a,

f. =m,a f, =u,N=pum,g=m,a |
proiettando sux e y ={ " afa i = HaT = Hala8 = Ha *=a, =n,g=196ms™
N-m,g=0 N=m,g



b) sul carrello di massa ms agisce la forza F (verso sinistra), la forza peso msg (verso il

—

basso), la forza peso mag (verso il basso), la reazione vincolare del piano orizzontale N,

(verso Ialto) e la forza di attrito dinamico f,_tra corpo e carrello (verso destra)
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Dalla seconda legge di Newton, applicata al carrello di massa ms
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Hvaw+n;;mu+ZHU +m+w§ =mgay
proiettando sux ey =
F—1;, =mgag F—pym,g=mgzag

F - 2
= —a, = Halla® _ 3 26ms™
N,-m,g-myg=0 N,=m,g+mgg Mp




1) Risoluzione del problema rispetto al sistema di riferimento inerziale fisso a terra (O, x, y)
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Il corpo di massa ma urtera il bordo destro del carrello quando la coordinata xa del corpo coincidera
con la coordinata xB del bordo destro del carrello.

Conoscendo aa e aB (entrambe costanti), scriviamo le equazioni scalari del moto (= rettilineo
uniformemente accelerato) del corpo di massa ma e del bordo destro del carrello:

- Q Q H i
a, = M> L=0+a,t>v, = M> >HN>QH9+M@>#-
] t t — N>Aﬂ”ﬁ£§V”NWAﬁHﬂE\8v —
dvy dxg 1,
,mw " = vg=0+agt=>vy=—nr g = Xg =Xp(t= ov+wmwﬁ
1 1 1 5 1 5
= X, (t=0)+—-a ﬁaolx (t=0)+—a ﬁﬁoUx>?ncv|xwﬁnovnmllm ﬁ%llm»ﬁ%
2 2 2 2
—>d ||Am |m>vﬁﬁo t =.——— =1.24s




2) Risoluzione del problema rispetto al sistema di riferimento NON inerziale ancorato al carrello (O’, xX’,y’)

% >
A|_w d

O RO

VA

O

Dal teorema delle accelerazioni relative, prendendo in esame il corpo di massa ma si ha:

—

a, =a, +a,

essendo a, 1’accelerazione del corpo di massa ma rispetto al sistema di riferimento fisso inerziale
(O, X, y), a, ’accelerazione del corpo di massa ma rispetto al sistema di riferimento mobile non
inerziale (O, xX’, y’) e a,, [’accelerazione di O’ rispetto ad O.

Poiché a_, coincide con [’accelerazione del carrello rispetto ad O = a,,=a, —>a, =a, +a,

— A

dacut >a, =a, —ag=a,u_—azu_=(a, —ay)u,, conas>0 e ap>0.

N.B. =a, =(a, —a;) <0 =a, risulta costante e diretta orizzontalmente verso destra e di modulo

_ -2
TL = T» |mL =1.30ms



2) Risoluzione del problema rispetto al sistema di riferimento NON inerziale ancorato al carrello (O’, xX’,y’)
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Nel sistema di riferimento non inerziale (O’, x’, y’) I’equazione del moto del corpo di massa ma €

1 Q<_ 1 ] ' Qx. 1 1 H ' 2 H ' 2
a, = &»Hv<>nc+m>HHv<>H aﬂ>HvM>HN>QHov+Mw>H Hm+Mm>~
1 H ! il Ng
Per t=tuto = X, (t=t,,)=0=>d+—-a,t, =0=>t_ =

= |— =1.24s
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2) Risoluzione del problema rispetto al sistema di riferimento NON inerziale ancorato al carrello (O’, xX’,y’)
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Dal punto di vista di un osservatore posto al fondo del carrello, sul corpo di massa ma agisce la

forza peso mag (verso il basso), la reazione vincolare del carrello N (verso I’alto), una forza

apparente wﬁ che spinge la massa ma verso il fondo del carrello e la forza di attrito dinamico we.a tra

corpo e carrello (verso sinistra)

Dai risultati precedenti si sa che: F,, = -ma

carrello



Esempio — moto di trascinamento rotatorio uniforme (o costante e v,,= 0)
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La giostra in figura puo essere idealizzata come una piattaforma
circolare orizzontale ruotante attorno ad un asse verticale passante per
il suo centro. La fune con il seggiolino puo essere idealizzata come
un filo a piombo con punto di sospensione fuori dall’asse di
rotazione, al suo estremo libero ¢ agganciata un corpo di volume
trascurabile € massa m. Il filo a piombo si dispone secondo una
direzione inclinata di un angolo @rispetto alla verticale e 1a massa m

ruota ad una distanza » dall’asse di rotazione. Se indichiamo con L la
lunghezza del filo a prombo e con R la distanza tra 1’asse di rotazione
e 1l punto di sospensione del filo a piombo, in base al valore misurato
di @ determinare la velocita angolare ® della giostra, supposta

costante. Dat1: d=7n/4,L =3 m,R=1m
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Prendiamo in considerazione due sistemi di riferimento:

- un sistema di riferimento fisso inerziale O(x, y, z) posto a terra,
con z coincidente con 1’asse di rotazione della piattaforma
girevole

- un sistema di riferimento mobile non inerziale O’(xX’, y’, z°)
solidale alla piattaforma girevole con O’=0 e z’=z

¢ 1potizziamo che la piattaforma ruoti 1 senso antioraio attorno ad un

asse verticale (asse z’) passante per il centro con velocita angolare ®

costante.



Per I’osservatore solidale con il sistema di riferimento inerziale il moto di rotazione del corpo di

massa 7 attorno all’asse z risulta determinato dalla forza peso m§g e dalla tensione del filo T :

——o  t > U

mg
T +mg =ma
ma essendo la velocita angolare o della giostra costante = la sua accelerazione angolare o sara nulla;
da cui o = at/r = 0 = at=0 (con aT|’accelerazione tangenziale).
Quindi a =a, +a. =a. (con a. ’accelerazione centripeta
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T +INg =ma=1ma_= IHU.” u, =—1o 1u,
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+mg=ma=ma_= IE” U, = -1,
Proiettando tale relazione vettoriale lungo ’asse z e 1’asse radiale (d1 versore 1), otteniamo le due

relazioni scalari:

—Tsin® = —m»’r
—

Hz\ g 120 =1.77 rad/s

Tcos6—mg =0 R +Lsmn6




Per I’osservatore solidale con la piattaforma girevole (sistema di riferimento non inerziale) il corpo di massa m risulta
fermo. Dal teorema delle accelerazioni relative risulta:

a(rif fisso _inerziale) = @' (rif .mobile _non — inerziale ) + ®X(®XT ) + M|“a XT + 2(®xXV )
poiché a'=0, v =0 e ® = costante e I =r,siha
a(rif .fisso inerziale ) = 0 + ®X(®XT)
da cui: _ ma(forze reali) —m®dx(®XT)=0
T + mg — mex(®xr) =0
dove -mox(®xr) risulta essere la forza apparente che equilibra le due forze reali (forza peso mg e tensione del filo

T ). In particolare -m&x(@xT) risulta essere orientata radialmente nel verso positivo di G, e di modulo me’r, ossia

=M1,

risulta essere la forza centrifuga F,
R
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Proiettando la relazione vettoriale T + mg — m&x(®xT) =0 ’asse z’= z e |’asse radiale (di versore u, ), otteniamo le

due relazioni scalari:

~Tsin®+mo’r=0

Tcos6—mg=0
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Il moto rispetto alla Terra vista come un sistema di riferimento non inerziale

Poiche la Terra ruota attorno al proprio asse e ruota attorno al Sole (rivoluzione) seguendo una
traiettoria curvilinea, qualsiasi sistema di riferimento solidale alla Terra ruota insieme alla Terra
stessa e quindi non e inerziale.



Il moto rispetto alla Terra vista come un sistema di riferimento non inerziale
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stessa e quindi non e inerziale.

21

1) la Terra ruota su sé stessa con una velocita angolare di rotazione di modulo costante w = -

dove T ¢ il periodo di rotazione = 24 ore = 86400 s = ® = 7.29-107 rad/s. In particolare, la
velocita di rotazione al 45° parallelo risulta v = Smﬂnommv = 3.28-10° m/s (= 1.180 km/h),

essendo Rril raggio della Terra;

2) la Terra ruota attorno al Sole (rivoluzione) con una velocita angolare media di rivoluzione di

modulo wgy = w|a dove To e il periodo di rivoluzione = 365,256 giorni (anno siderale) =
0

3.16:10 s = ®o = 1.99-10"7 rad/s. Considerando un raggio medio Rodi 1.49-10!! m si ottiene
un’accelerazione centripeta media di rivoluzione di modulo a, = wiRy = 5.9-103m/s% e
una velocita media di rivoluzione (in modulo) vo di circa 3-10* m/s = 108.000 km/h
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Di conseguenza nelle misure terrestri devono comparire necessariamente dei termini correttivi per
tenere conto della non inerzialita dei sistemi di riferimento ancorati alla Terra stessa.



Caduta di un corpo in vicinanza della superficie terrestre

1) in un sistema di riferimento non inerziale solidale alla Terra centrato nel centro della Terra e

1) in un sistema di riferimento inerziale quale, per esempio, un sistema di riferimento centrato
nel centro di massa del sistema solare e con gli assi diretti verso le cosiddette “stelle fisse”.



Dal teorema delle accelerazioni relative:

.@VO = ..m.ﬁ + mlmﬁ. + &NA&NNIN&HV + meﬁw.ﬂ

dove:
|V \ . Al . . . .
w ¢ la velocita angolare della Terra diretta lungo 1’asse di rotazione e verso diretto al Polo Nord,
- N . . . . . . . .
Jo € l’accelerazione del corpo rispetto al sistema di riferimento inerziale,
- - . . ’ . ", . . . . .
gt € v sono rispettivamente 1’accelerazione e la velocita del corpo rispetto al sistema di riferimento
ancorato alla Terra,

|V

Ry e il raggio vettore riferito al centro della Terra avente come modulo il raggio della Terra e
- \ . . . . . .

ac ¢ l’accelerazione centripeta media di rivoluzione.
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Trascurando a. si ha: go = gr + wx(wxR7) + 2wxvr

Pertanto, [’accelerazione di gravita rispetto al sistema di riferimento della Terra risulta dato da:

: =2 _“ - - _
Jr = Jo ml wx(wxR7), | — Nexc&”
|
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Termine centrifugo Accelerazione di Coriolis




A) Termine centrifugo —@x(&xRy).

Il termine centrifugo porta:
1) ad una diminuzione (piccola) del modulo di g, e
2) uno spostamento di caduta del corpo verso 1’equatore lungo un meridiano

meridiano

Il termine centrifugo risulto nullo ai poli dove @| _Mﬁ ed & massimo all’equatore dove @ L Mﬂ.
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B) Accelerazione di Coriolis —2wxv.

L’accelerazione di Coriolis porta ad uno spostamento di caduta del corpo verso Est lungo|un parallelo.
Risulta nulla quando 1’oggetto & fermo rispetto alla Terra e quando w||vr, ossia quando 1’oggetto,

?

rispetto alla Terra, scende in direzione parallela all’asse di rotazione = ¢ nulla quando 1’oggetto

scende verso 1 poli.

meridiano

@1 al meridiano = spostamento segue un parallelo
da Ovest a Est
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Trascurando a. si ha: go = gr + wx(wxR7) + 2wxvr

Pertanto, [’accelerazione di gravita rispetto al sistema di riferimento della Terra risulta dato da:

A
Termine centrifugo Accelerazione di Coriolis

[’effetto complessivo ¢ la combinazione dei due: I’oggetto contemporaneamente tende a spostarsi
verso I’equatore seguendo un meridiano e verso Est seguendo un parallelo

Esempio: cadendo da un’altezza /# di 100 m rispetto alla superficie terrestre, il termine centrifugo
porta ad uno spostamento verso [’equatore di 17.3 cm mentre 1’accelerazione di Coriolis porta ad uno
spostamento verso Est di 1.6 cm



