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Sistem
i di punti. Forze interne e forze esterne

C
onsideriam

o n
punti m

ateriali interagenti tra di loro e con l’universo esterno.
La forza 

agente sull’i-esim
o punto è data dalla risultante delle forze esterne       agenti 

sul punto
e dalla risultante delle forze interne      esercitate dagli altri n-1 punti.
i
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D
ovute all’interazione 

tra il sistem
a ed il 

m
ondo esterno.

Forze scam
biate tra 

i punti del sistem
a.



A
lle forze interne si applica la III legge di N

ew
ton 

(Principio di azione e reazione)

Se il punto i-esim
o esercita sul punto j-esim

o la forza (interna)
allora il punto j-esim

o reagisce esercitando sul punto i-esim
o la 

forza     e tali forze hanno la stessa retta d’azione, stesso m
odulo e 

verso opposto.
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In generale, la risultante       delle forze interne agenti sull’i-esim
o punto non è nulla, m

a 
la  risultante di tutte le forze interne del sistem

a:
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perché le forze interne sono a due a due uguali e 
contrarie.

Som
m

ando vettorialm
ente tutte le forze interne ed esterne 

che agiscono sul sistem
a si ottiene:
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D
ato un sistem

a di n punti m
ateriali in un sistem

a di riferim
ento inerziale (O

,x,y,z), 
per �

punto i-esim
o di m

assa m
i soggetto alla risultante delle forze     si può definire:   

i
F

Vettore posizione

Vettore velocità 

Vettore accelerazione

Vettore quantità di m
oto

Vettore m
om

ento angolare

Energia cinetica

i ri
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i
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Per il sistem
a com

plessivo di n
punti m

ateriali nel sistem
a di riferim

ento inerziale 
(O

,x,y,z) si può definire:    

M
assa totale

Vettore quantità di m
oto totale

Vettore m
om

ento angolare totale

Energia cinetica totale
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E
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pio –
D

ue corpi sovrapposti in m
oto su un piano orizzontale



E
sem

pio –
D

ue corpi sovrapposti in m
oto su un piano orizzontale

A
sse x lungo il piano orizzontale e con 

verso a destra e asse y verticale rivolto 
verso l’alto.











E
sem

pio  –
Sistem

i di punti m
ateriali



E
sem

pio  –
Sistem

i di punti m
ateriali

A
sse x lungo il piano orizzontale e con 

verso a destra e asse y verticale rivolto 
verso l’alto.









N
.B

.Se
alposto

diuna
fune

cifosse
stata

una
m

olla
dicostante

elastica
k

e
m

assa
trascurabile

avrem
m

o
utilizzato

lo
stesso

m
etodo

precedente,essendo
l’allungam

ento
della

m
olla

legato
alla

forza
elastica

ed
essendo

quest’ultim
a

una
forza

interna
alsistem

a
form

ato
dalle

due
m

asse
m

1 em
2 e

dalla
m

olla
dim

assa
trascurabile.





C
entro di m

assa di un sistem
a di punti. Teorem

a del m
oto del 

centro di m
assa (o Prim

a equazione cardinale della dinam
ica)

Si definisce centro di m
assa di un sistem

a di punti m
ateriali il punto geom

etrico la 
cui posizione è individuata, nel sistem

a di riferim
ento considerato, dal raggio vettore:
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M
edia pesata sulle m

asse 
dei raggi vettori dei 
singoli punti m

ateriali

D
ato un sistem

a di riferim
ento (O

,x,y,z):
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N
.B

.: La posizione del centro di m
assa rispetto ai punti m

ateriali non dipende dal sistem
a 

di riferim
ento, m

entre le sue coordinate variano con il sistem
a di riferim

ento scelto.

In figura è rappresentato il centro di m
assa nei due sistem

i di 
riferim

ento O
 e O

’. Le posizioni dei punti P
i sono date dai 

vettori posizione    e  
i r

'i r'i
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E
sem

pio: centro di m
assa di due punti m

ateriali

D
eterm

inare la posizione del centro di m
assa di un sistem

a form
ato da due punti m

ateriali, 
posti a distanza d

tra loro, di m
assa m

1 e m
2 .



E
sem

pio: centro di m
assa di due punti m

ateriali

D
eterm

inare la posizione del centro di m
assa di un sistem

a form
ato da due punti m

ateriali, 
posti a distanza d

tra loro, di m
assa m

1 e m
2 .

Il problem
a è unidim

ensionale, indichiam
o con x l’asse passante per i due punti e con O

 l’origine 
di tale asse.

Indichiam
o con x

1 la posizione della m
assa m

1 e con x
2 la posizione della m

assa m
2 con x

2 = x
1 + d
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Se indichiam
o con a e b le distanze del C

M
 dai due punti m

ateriali:

�
Il C

M
 è più vicino al punto di m

ateriale di m
assa m

aggiore



Se gli n
punti sono in m

ovim
ento, di norm

a la posizione del centro di m
assa varia

 
definiam

o la velocità del centro di m
assa di un sistem

a di punti m
ateriali 
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La quantità di m

oto totale di un sistem
a di punti m

ateriali è uguale alla quantità di m
oto

del centro di m
assa, considerato com

e un punto m
ateriale che ha la posizione       , 

la velocità          e m
assa m

 pari alla m
assa totale m

tot del sistem
a.

C
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m
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C
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Se il vettore velocità del centro di m
assa varia nel tem

po →
si può definire l’accelerazione 

del centro di m
assa:

se il sistem
a di riferim

ento è inerziale:
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(E)
tot

C
M

R
m

a
=

Teorem
a del m

oto del centro di m
assa o 

Prim
a equazione cardinale della dinam

ica

La risultante delle forze esterne è eguale alla derivata rispetto al tem
po della quantità di 

m
oto totale del sistem

a

In
un

sistem
a

di
riferim

ento
inerziale

il
centro

di
m

assa
si

m
uove

com
e

un
punto

m
ateriale

in
cui

sia
concentrata

tutta
la

m
assa

del
sistem

a
e

a
cui

sia
applicata

la
risultante

delle
forze

esterne.L’azione
delle

forze
interne

non
può

m
odificare

lo
stato

delm
oto

delcentro
dim

assa.
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C
onservazione della quantità di m

oto

Se il sistem
a di n

punti m
ateriali considerato è isolato oppure soggetto a forze esterne tali 

che la loro risultante è nulla:
(E)

tot
tot

tot
C

M
dP

R
=

=0 
P

=m
v

=costante
dt

�

Principio di conservazione 
della quantità di m

oto

Q
uando la risultante delle forze esterne è nulla, la quantità di m

oto totale del sistem
a rim

ane 
costante ed il centro di m

assa si m
uove di m

oto rettilineo uniform
e o resta in quiete.

N
.B

. La conservazione della quantità di m
oto può avvenire anche parzialm

ente, cioè essere 
riferita a una o due delle sue com

ponenti. Per esem
pio se  

(E)
x

x
R

=0 
P

=costante
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E
sem

pio 1 -conservazione quantità di m
oto (astronauta)

U
n

astronauta
di80.0

kg
sta

effettuando
deilavorisuim

otoridella
navetta

spaziale.A
d

un
certo

punto
egli

esercita
una

spinta
sulla

navetta,venendosi
poi

a
trovare

oltre
la

navetta
di

30.0
m

.
Senza

una
spinta,gli

rim
ane

un
solo

m
odo

per
poter

ritornare
sulla

navetta:
quello

di
lanciare

lontano
la

chiave
inglese

di0.5
kg

dim
assa,in

suo
possesso.Se

la
chiave

viene
lanciata

con
una

velocità
in

m
odulo

di20.0
m

/s,quanto
tem

po
im

piega
l’astronauta

perraggiungere
la

navetta?
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m
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lontano
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chiave
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di0.5
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con
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velocità
in

m
odulo

di20.0
m

/s,quanto
tem

po
im

piega
l’astronauta

perraggiungere
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navetta?

Sul sistem
a astronauta + chiave non agiscono forze esterne 

�
conservazione della quantità di m

oto del sistem
a: 

0
P

P
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fin
=

=
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perché il sistem
a astronauta + 

chiave parte inizialm
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0
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m
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C
onsideriam

o
un

asse
radiale

rivolto
verso

l’esterno
che

congiunge
la

navetta
con

ilsistem
a

astronauta
+

chiave
e

proiettiam
o
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precedente

relazione
vettoriale

su
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û

v
m

−
=

�
=

+



0
v

m
v

m
0

P
P

astronauta
astronauta

chiave
chiave

iniz
fin

=
+

�
=

=
&

&
&

&

C
onsideriam

o
un

asse
radiale

rivolto
verso

l’esterno
che

congiunge
la

navetta
con

ilsistem
a

astronauta
+

chiave
e

proiettiam
o

la
precedente

relazione
vettoriale

su
tale

asse:

astronauta

chiave
chiave

astronauta
r

astronauta
astronauta

r
chiave

chiave
m

v
m

v
0

û
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E
sem

pio 2 -conservazione quantità di m
oto (due m

asse si sganciano da una m
olla)

D
ue

corpidim
assa

m
1 =

0.2
kg

e
m

2 =
0.3

kg
sitrovano

su
diun

piano
orizzontale

privo
diattrito

(liscio).
U

na
m

olla
orizzontale

di
m

assa
trascurabile

e
costante

elastica
k

=
3

N
/m

è
in

com
pressione

ed
è

fissata
ad

uno
diessie

poggiata
sull’altro.U

n
filo

(inestensibile
e

dim
assa

trascurabile)teso
tiene

ferm
iidue

corpicon
la

m
olla

com
pressa.A

d
un

certo
istante

ilfilo
viene

tagliato
percuiidue

corpisim
uovono,ilprim

o
con

velocità
in

m
odulo

v
1 =

3
m

/s
e

ilsecondo
con

velocità
in

m
odulo

incognita
v

2 .
C

alcolare:
1)ilm

odulo
della

velocità
v

2

2)la
com

pressione
iniziale

'ldella
m

olla









Teorem
a dell’energia cinetica

C
onsideriam

o un sistem
a di n

punti m
ateriali e determ

iniam
o il  lavoro dW

i fatto dalla 
risultante     delle forze applicate al punto P

i per uno spostam
ento infinitesim

o     :i
dr
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a dell’energia cinetica

C
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Som
m

ando su tutti gli n
punti m

ateriali e integrando lungo tutte le n traiettorie percorse:

som
m

a del lavoro delle forze esterne e delle forze interne

(E)
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i
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N
.B

. Il lavoro delle forze interne è, in generale, non nullo:
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j
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j
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i
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ij
dr N

ell’esem
pio in figura le due forze interne sono repulsive e spingono i due 

punti m
ateriali verso l’esterno dando luogo ad un lavoro totale positivo

Il lavoro delle forze interne è legato alla variazione delle 
distanze m

utue tra i vari punti m
ateriali

Se queste non cam
biano (corpo rigido) il lavoro delle forze 

interne è nullo
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Som
m

ando su tutti gli n
punti m

ateriali e integrando lungo tutte le n
traiettorie percorse
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Teorem
a dell’energia cinetica per un sistem

a di punti m
ateriali

Il lavoro totale fatto dalle forze esterne ed interne che agiscono su di un sistem
a di n

punti m
ateriali è uguale alla variazione di energia cinetica dello stesso sistem

a tra la 
configurazione finale e quella iniziale
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eccanica del sistem
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Teorem
a del m

om
ento angolare (o Seconda equazione 

cardinale della dinam
ica)

D
ato

un
sistem

a
diriferim

ento
fisso

inerziale
(O

,x,y,z),consideriam
o

un
sistem

a
din

punti
m

aterialiP
1 ,…

,P
n e

definiam
o

con
Ԧ𝑟𝑖 e

Ԧ𝑣𝑖
il

vettore
posizione

e
il

vettore
velocità

dell’i-
esim

o
punto

P
i ,rispettivam

ente.

C
alcoliam

o ora il m
om

ento angolare totale 𝐿
𝑂
′ di tale sistem

a di punti 
m

ateriali rispetto ad un polo O
’, in generale m

obile. 



Se indichiam
o con Ԧ𝑟𝑖 ′il raggio vettore 𝑂

′𝑃
i allora il m

om
ento angolare dell’i-

esim
o punto P

i rispetto al polo O
’ è:

C
alcolo del m

om
ento angolare totale 𝐿

𝑂
′

𝐿
𝑂
𝑖 ′=

Ԧ𝑟𝑖 ′×
𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖

da cui  �
𝐿
𝑂
′ =

σ
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )

Se deriviam
o rispetto al tem

po il m
om

ento angolare totale otteniam
o:

𝑑𝐿
𝑂
′

𝑑𝑡
=
෍

𝑖 ( 𝑑
Ԧ𝑟𝑖 ′

𝑑𝑡
×
𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

𝑚
𝑖 𝑑

Ԧ𝑣𝑖
𝑑𝑡 )



𝑑𝐿
𝑂
′

𝑑𝑡
=
෍

𝑖 ( 𝑑
Ԧ𝑟𝑖 ′

𝑑𝑡
×
𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

𝑚
𝑖 𝑑

Ԧ𝑣𝑖
𝑑𝑡 )

D
eterm

inazione di 
𝑑
Ԧ𝑟𝑖 ′

𝑑𝑡

Vettorialm
ente

siha
�

Ԧ𝑟𝑖 =
Ԧ𝑟𝑖 ′+

𝑂
𝑂
′,dove

𝑂
𝑂
′è

ilvettore
posizione

diO
’

rispetto
alsistem

a
diriferim

ento
(O

,x,y,z).

Se
deriviam

o
tale

relazione
vettoriale

siha
�

𝑑
Ԧ𝑟𝑖𝑑𝑡
=

𝑑
Ԧ𝑟𝑖 ′

𝑑𝑡
+

𝑑
𝑂
𝑂
′

𝑑𝑡
,

m
a

essendo
ilsistem

a
diriferim

ento
fisso:

�
𝑑
Ԧ𝑟𝑖𝑑𝑡
=
Ԧ𝑣𝑖 e

𝑑
𝑂
𝑂
′

𝑑𝑡
=
Ԧ𝑣𝑂

′

dove
Ԧ𝑣𝑂

′ è
la

velocità
delpolo

O
’rispetto

alsistem
a

diriferim
ento

(O
,x,y,z).

𝑑
Ԧ𝑟𝑖 ′

𝑑𝑡
=
Ԧ𝑣𝑖 −

Ԧ𝑣𝑂
′



𝑑𝐿
𝑂
′

𝑑𝑡
=
෍

𝑖 ( 𝑑
Ԧ𝑟𝑖 ′

𝑑𝑡
×
𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

𝑚
𝑖 𝑑

Ԧ𝑣𝑖
𝑑𝑡 )

D
eterm

inazione di 𝑚
𝑖
𝑑
𝑣
𝑖

𝑑𝑡

D
ato che il sistem

a di riferim
ento (O

, x, y, z) è fisso:   �
𝑚
𝑖
𝑑
𝑣
𝑖

𝑑𝑡
=
𝑚
𝑖 Ԧ𝑎𝑖

dove Ԧ𝑎𝑖 è l’accelerazione dell’i-esim
o punto P

i

D
ato

che
ilsistem

a
diriferim

ento
è

inerziale:
�

𝑚
𝑖 Ԧ𝑎𝑖 =

Ԧ𝐹𝑖 =
Ԧ𝐹𝑖 (𝐸

)+
Ԧ𝐹𝑖 (𝐼)

dove
Ԧ𝐹𝑖 (𝐸

)
e
Ԧ𝐹𝑖 (𝐼)sono

le
forze

esterne
e

interne,rispettivam
ente,agentisull’i-

esim
o

punto
P

i .



𝑑𝐿
𝑂
′

𝑑𝑡
=
෍

𝑖 ( 𝑑
Ԧ𝑟𝑖 ′

𝑑𝑡
×
𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

𝑚
𝑖 𝑑

Ԧ𝑣𝑖
𝑑𝑡 )

𝑑𝐿
𝑂
′

𝑑𝑡
=
෍

𝑖 ((Ԧ𝑣𝑖 −
Ԧ𝑣𝑂

′)×
𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

( Ԧ𝐹𝑖 𝐸
+
Ԧ𝐹𝑖 𝐼))

𝑑𝐿
𝑂
′

𝑑𝑡
=
෍

𝑖
Ԧ𝑣𝑖 ×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖

−
෍

𝑖 (Ԧ𝑣𝑂
′×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐸
)+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐼)

Ԧ𝑣𝑖 −
Ԧ𝑣𝑂

′
Ԧ𝐹𝑖 (𝐸

)+
Ԧ𝐹𝑖 (𝐼)



𝑑𝐿
𝑂
′

𝑑𝑡
=
෍

𝑖
Ԧ𝑣𝑖 ×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖

−
෍

𝑖 (Ԧ𝑣𝑂
′×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐸
)+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐼)

1) σ
𝑖
Ԧ𝑣𝑖 ×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖

= 0 perché ogni addendo è un prodotto vettoriale di vettori paralleli tra di 
loro



𝑑𝐿
𝑂
′

𝑑𝑡
=
෍

𝑖
Ԧ𝑣𝑖 ×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖

−
෍

𝑖 (Ԧ𝑣𝑂
′×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐸
)+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐼)

2) σ
𝑖 (Ԧ𝑣𝑂

′×
𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )

=
Ԧ𝑣𝑂

′×
σ
𝑖
𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖

=
Ԧ𝑣𝑂

′×
𝑚

𝑇𝑜𝑇
Ԧ𝑣𝐶𝑀

, essendo Ԧ𝑣𝐶𝑀
=

σ
𝑖
𝑚
𝑖 𝑣
𝑖

σ
𝑖 𝑚

𝑖
=

σ
𝑖
𝑚
𝑖 𝑣
𝑖

𝑚
𝑇
𝑜𝑇

la velocità del centro di m
assa (C

M
) del sistem

a di n
punti m

ateriali nel sistem
a di 

riferim
ento (O

, x, y, z) e 𝑚
𝑇𝑜𝑇

la m
assa totale del sistem

a di n
punti m

ateriali



𝑑𝐿
𝑂
′

𝑑𝑡
=
෍

𝑖
Ԧ𝑣𝑖 ×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖

−
෍

𝑖 (Ԧ𝑣𝑂
′×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐸
)+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐼)

3)
σ
𝑖
Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐸
=
𝑀
𝑂
′ (𝐸
)= m

om
ento totale delle forze esterne rispetto al polo O

’



𝑑𝐿
𝑂
′

𝑑𝑡
=
෍

𝑖
Ԧ𝑣𝑖 ×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖

−
෍

𝑖 (Ԧ𝑣𝑂
′×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐸
)+

෍
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐼)

4)෍
𝑖
Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐼
=
𝑀
𝑂
′ (𝐼)

=
m

om
ento

totale
delle

forze
interne

rispetto
alpolo

O
’







𝑑
𝐿𝑂

′
𝑑𝑡

=
σ
𝑖
Ԧ𝑣𝑖 ×

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖

−
σ
𝑖 (Ԧ𝑣𝑂

′×
𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 )+

σ
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐸
)+

σ
𝑖 (Ԧ𝑟𝑖 ′×

Ԧ𝐹𝑖 𝐼)

Teorem
a del m

om
ento angolare (o Seconda 

equazione cardinale della dinam
ica

)
L’evoluzione nel tem

po del m
om

ento angolare di un sistem
a di punti in un sistem

a di riferim
ento 

inerziale è determ
inato dal m

om
ento delle forze esterne, le forze interne non danno contributo 



C
onservazione del m

om
ento angolare

In un sistem
a di n

punti m
ateriali, dato un sistem

a di riferim
ento inerziale e dato un polo O

 
qualsiasi,  se vale che 

𝑑𝐿
𝑂

𝑑𝑡
=
𝑀
𝑂 𝐸

−
Ԧ𝑣𝑂
×
𝑚

𝑇𝑜𝑇
Ԧ𝑣𝐶𝑀

=0

Se il m
om

ento delle forze esterne rispetto al polo O
 è nullo:

𝑑𝐿
𝑂

𝑑𝑡
=
0

𝐿
𝑂 =costante (in direzione, verso e m

odulo)

Principio di conservazione del m
om

ento angolare



La condizione               si può verificare quando:

-
il sistem

a di n
punti m

ateriali è isolato �
non agiscono forze esterne
 

il m
om

ento angolare si conserva rispetto a qualsiasi polo O
 per il quale

-
il m

om
ento delle forze esterne è nullo solo rispetto ad un determ

inato polo O
 

il m
om

ento angolare si conserva solo rispetto a quel polo O
 se 

𝑀
𝑂 𝐸

=0

−
Ԧ𝑣𝑂
×
𝑚

𝑇𝑜𝑇
Ԧ𝑣𝐶𝑀

=0

−
Ԧ𝑣𝑂
×
𝑚

𝑇𝑜𝑇
Ԧ𝑣𝐶𝑀

=0



E
sem

pio  -conservazione m
om

ento angolare
U

n
piccolo

oggetto
dim

assa
m

è
attaccato

ad
un

filo
che

passa
attraverso

un
tubicino.L’oggetto

viene
posto

in
rotazione

con
una

velocità
in

m
odulo

v
1

su
diun

cerchio
diraggio

r1 .A
questo

punto
sitira

ilfilo
verso

ilbasso
attraverso

l’applicazione
diuna

forza
verticale

dim
inuendo

il
raggio

della
traiettoria

sino
alvalore

r2 .
Trovare la nuova velocità tangenziale v

2 (in m
odulo) e angolare Z

2 (in m
odulo) dell’oggetto

F &









Sistem
a di riferim

ento del centro di m
assa

N
ell’am

bito della dinam
ica dei sistem

i di punti m
ateriali, consideriam

o ora il sistem
a di 

riferim
ento del centro di m

assa. Esso presenta le seguenti caratteristiche salienti:

1)
il sistem

a di riferim
ento del centro di m

assa ha com
e origine il centro di m

assa (C
M

) del 
sistem

a di n
punti m

ateriali;



Sistem
a di riferim

ento del centro di m
assa

N
ell’am

bito della dinam
ica dei sistem

i di punti m
ateriali, consideriam

o ora il sistem
a di 

riferim
ento del centro di m

assa. Esso presenta le seguenti caratteristiche salienti:

1)
il sistem

a di riferim
ento del centro di m

assa ha com
e origine il centro di m

assa (C
M

) del 
sistem

a di n
punti m

ateriali;

2)
gliassicartesianidelsistem

a
diriferim

ento
delcentro

dim
assa

m
antengono

sem
pre

la
stessa

direzione
rispetti

gli
assi

di
un

sistem
a

di
riferim

ento
inerziale

(in
particolare

possono
essere

presi
paralleli

a
questi

ultim
i)
�

il
sistem

a
di

riferim
ento

del
centro

di
m

assa
N

O
N

ruota
m

a
trasla

percorrendo
in

generale
una

traiettoria
curvilinea



Sistem
a di riferim

ento del centro di m
assa

N
ell’am

bito della dinam
ica dei sistem

i di punti m
ateriali, consideriam

o ora il sistem
a di 

riferim
ento del centro di m

assa. Esso presenta le seguenti caratteristiche salienti:

1)
il sistem

a di riferim
ento del centro di m

assa ha com
e origine il centro di m

assa (C
M

) del 
sistem

a di n
punti m

ateriali;

2)
gliassicartesianidelsistem

a
diriferim

ento
delcentro

dim
assa

m
antengono

sem
pre

la
stessa

direzione
rispetti

gli
assi

di
un

sistem
a

di
riferim

ento
inerziale

(in
particolare

possono
essere

presi
paralleli

a
questi

ultim
i)
�

il
sistem

a
di

riferim
ento

del
centro

di
m

assa
N

O
N

ruota
m

a
trasla

percorrendo
in

generale
una

traiettoria
curvilinea

3)ilsistem
a

diriferim
ento

delcentro
dim

assa
è,in

generale,un
sistem

a
diriferim

ento
N

O
N

inerziale
poiché

ilcentro
dim

assa
può

accelerare
rispetto

alsistem
a

diriferim
ento

inerziale



D
ato un sistem

a di n punti m
ateriali, determ

iniam
o la posizione del centro di m

assa (C
M

) e 
consideriam

o due sistem
i di riferim

ento: un sistem
a di riferim

ento fisso inerziale (O
, x, y, z) 

e il sistem
a di riferim

ento m
obile del centro di m

assa (C
M

, x’, y’, z’), centrato nel centro di 
m

assa del sistem
a di n

punti m
ateriali.

Indichiam
o

con
un

apice
le

grandezze
cinem

atiche
e

dinam
iche

relative
al

sistem
a

di
riferim

ento
delcentro

dim
assa

e
prendiam

o
in

esam
e

ilpunto
i-esim

o
P

i .



Ԧ𝑟𝑖 =
Ԧ𝑟𝑖 ′+

Ԧ𝑟𝐶𝑀

Ԧ𝑟𝑖 è
ilvettore

posizione
delpunto

P
i rispetto

alsistem
a

inerziale
(O

,x,y,z),
Ԧ𝑟𝑖 ′è

ilvettore
posizione

delpunto
P

i rispetto
alsistem

a
delcentro

dim
assa

Ԧ𝑟𝐶𝑀
è

ilvettore
posizione

delcentro
dim

assa
rispetto

alsistem
a

inerziale
(O

,x,y,z)



Poiché
ilsistem

a
diriferim

ento
delcentro

dim
assa

non
ruota

(Z
=

0)
�

dalteorem
a

delle
velocità

relative
siha:

Ԧ𝑣𝑖 =
Ԧ𝑣𝑖 ′+

Ԧ𝑣𝐶𝑀
Ԧ𝑣𝑖 è

ilvettore
velocità

delpunto
P

i rispetto
alsistem

a
inerziale

(O
,x,y,z)

Ԧ𝑣𝑖 ′è
ilvettore

velocità
delpunto

P
i rispetto

alsistem
a

delcentro
dim

assa
Ԧ𝑣𝐶𝑀

è
ilvettore

velocità
delcentro

dim
assa

rispetto
alsistem

a
inerziale

(O
,x,y,z)



Poiché
ilsistem

a
diriferim

ento
delcentro

dim
assa

non
ruota

(Z
=

0)
�

dalteorem
a

delle
accelerazionirelative

siha:
Ԧ𝑎𝑖 =

Ԧ𝑎𝑖 ′+
Ԧ𝑎𝐶𝑀

Ԧ𝑎𝑖 è
ilvettore

accelerazione
delpunto

P
i rispetto

alsistem
a

inerziale
(O

,x,y,z)
Ԧ𝑎𝑖 ′è

ilvettore
accelerazione

delpunto
P

i rispetto
alsistem

a
delcentro

dim
assa

Ԧ𝑎𝐶𝑀
è

ilvettore
accelerazione

delcentro
dim

assa
rispetto

alsistem
a

inerziale
(O

,x,y,z)



D
alla

definizione
diposizione,velocità

e
accelerazione

del
centro

dim
assa

siha
anche:

i)
Ԧ𝑟𝐶𝑀 ′

=
σ
𝑖 𝑚

𝑖 Ԧ𝑟𝑖 ′

σ
𝑖 𝑚

𝑖
=
0
�

σ
𝑖 𝑚

𝑖 Ԧ𝑟𝑖 ′=
0

ii)
Ԧ𝑣𝐶𝑀 ′

=
σ
𝑖 𝑚

𝑖 𝑣𝑖 ′

σ
𝑖 𝑚

𝑖
=
0
�

σ
𝑖 𝑚

𝑖 Ԧ𝑣𝑖 ′=
0

iii)
Ԧ𝑎𝐶𝑀 ′

=
σ
𝑖 𝑚

𝑖 𝑎
𝑖 ′

σ
𝑖 𝑚

𝑖
=
0
�

σ
𝑖 𝑚

𝑖 Ԧ𝑎𝑖 ′=
0

In
particolare:෍

𝑖

𝑚
𝑖 Ԧ𝑣𝑖 ′=

𝑚
𝑇𝑜𝑡 Ԧ𝑣𝐶𝑀 ′

=
𝑃
𝑇𝑜𝑇
′

=
0

ossia,
la

quantità
di

m
oto

totale
del

sistem
a

di
n

punti
m

ateriali
risulta

sem
pre

nulla
se

m
isurata

nel
sistem

a
di

riferim
ento

delcentro
dim

assa:𝑃
𝑇𝑜𝑇
′

=
0



Inoltre sappiam
o dal Teorem

a del m
om

ento angolare 
che se prendiam

o com
e polo il C

M
: 

𝑑𝐿
𝐶𝑀

𝑑𝑡
=
𝑀
𝐶𝑀 𝐸

Si può dim
ostrare che nel sistem

a di riferim
ento del centro 

di m
assa si ha inoltre:

Il Teorem
a del m

om
ento angolare si può utilizzare anche 

nel sistem
a di riferim

ento del centro di m
assa purchè

com
e 

polo si assum
a il centro di m

assa

𝑑𝐿′𝐶𝑀
𝑑𝑡

=
𝑀
𝐶𝑀 ′
𝐸



Teorem
i di K

onig

Iteorem
idiK

onig
stabiliscono

le
relazionitra

im
om

entiangolarie
le

energie
cinetiche

di
un

sistem
a

din
puntim

ateriali,valutatiin:
-

un
sistem

a
diriferim

ento
inerziale

(O
,x,y,z)

-
e

nelsistem
a

diriferim
ento

delcentro
dim

assa
(C

M
,x’,y’,z’).

A
.

Teorem
a

diK
onig

perilm
om

ento
angolare

B
.

Teorem
a

diK
onig

perl’energia
cinetica



A
.

Teorem
a

diK
onig

perilm
om

ento
angolare

Per
sem

plicità
di

calcolo,
prendiam

o
com

e
polo,

su
cui

calcolare
il

m
om
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quantità
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a
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n
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m
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inerziale
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C
onsideriam

o com
e esem

pio una “coppia di forze”: 
�

sistem
a form

ato da due forze uguali e di verso opposto aventi diversa retta di azione. 
La distanza tra le due rette d’azione viene chiam

ata “braccio della coppia” e, norm
alm

ente 
indicata con la lettera b. 









Sistem
a di forze parallele
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peso,detto
anche
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gravità
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baricentro,
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centro
di

m
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N
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.
per

poter
considerare

le
forze

peso
parallele

tra
loro,l’estensione

del
sistem

a
di

n
puntim

aterialinon
deve

essere
m

olto
grande,in

m
odo

da
trascurare

la
curvatura

della
Terra.
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a
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