DINAMICA DEI SISTEMI DI
PUNTI MATERIALI



Sistemi di punti. Forze interne e forze esterne

Consideriamo 7 punti materiali interagenti tra di loro € con I’universo esterno.

La forza m agente sull’1-esimo punto ¢ data dalla risultante delle forze esterne m@ agenti
sul punto e dalla risultante delle forze interne F"esercitate dagli altri n-1 punti.
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F, F m Hmﬁmv + me

Dovute all’interazione Forze scambiate tra
tra 1l sistema ed 1l 1 punti del sistema.
mondo esterno.




Alle forze interne s1 applica la III legge di Newton

(Principio di azione e reazione)
—.. (E)
2 P

P
F +F =0
Se il punto i-esimo esercita sul punto j-esimo la forza (interna)k;;

allora 1l punto j-esimo reagisce esercitando sul punto 1-esimo la
forzak; e tali forze hanno la stessa retta d’azione, stesso modulo ¢

VETrso opposto.



In generale, la risultante me delle forze interne agenti sull’1-estmo punto non ¢ nulla, ma

la risultante di tutte le forze interne del sistema:
n(l) _ =D _ - _
RO =Y E =Y F, <0
, i i,

perche le forze interne sono a due a due uguali e
D ) —lD P contrarie.

A &

Sommando vettorialmente tutte le forze interne ed esterne
che agiscono sul sistema si ottiene:

p— pW | pE) _ p(E) _ L(E)
R=R"+R® =R® =)F
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Dato un sistema di n punti materiali in un sistema di riferimento inerziale (O,X,y,z),
per V punto 1-esimo di massa m; soggetto alla risultante delle forze E si puo definire:

Vettore posizione Vi
. % V.
Vettore velocita i
__F
. a.=
Vettore accelerazione : m,
Vettore quantita di moto P,V
”IvVA 7
Vettore momento mbmo_mao HLp L21, Vv,
|
. . : m k.1 N BW/\_
Energia cinetica 2




Per 1l sistema complessivo di #» punti materiali nel sistema di riferimento inerziale
(0,x,y,2) st puo definire:

m=) m,

muM mqu m.v,
L=y, =Y fmy,
mqu manMwaBzw

Massa totale

Vettore quantita di moto totale

Vettore momento angolare totale

Energia cinetica totale




Esempio — Due corpi sovrapposti in moto su un piano orizzontale

Una piastra di massa m; scivola senza attrito lungo un piano orizzontale sotto 1’azione di una

forza esterna orizzontale F. Su tale piastra € poggiata una massa m.. Tra m; € m» c’¢ attrito
caratterizzato da un coefficiente di attrito statico us € un coefficiente di attrito dinamico L.

Calcolare:

1) I’accelerazione dei due corpi e 1l valore massimo del modulo di F, Fmax, per avere
ancora attrito statico tra loro due;
2) le accelerazioni de1 due corpi nel caso di attrito dinamico tra loro due.
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Esempio — Due corpi sovrapposti in moto su un piano orizzontale

Una piastra di massa m; scivola senza attrito lungo un piano orizzontale sotto I’azione di una

—

forza esterna orizzontale F. Su tale piastra € poggiata una massa m.. Tra m; € m» c’¢ attrito
caratterizzato da un coefficiente di attrito statico us € un coefficiente di attrito dinamico L.

Calcolare:
1) I’accelerazione dei due corpi e 1l valore massimo del modulo di F, Fmax, per avere

ancora attrito statico tra loro due;
2) le accelerazioni de1 due corpi nel caso di attrito dinamico tra loro due.

Ay

my Asse x lungo 11 piano orizzontale € con
F verso a destra e asse y verticale rivolto
X m; ’
verso I’alto.




1) Consideriamo separatamente le due masse m; € m

—~ A
. m,g TN,
Hu,m:.m 7 ’Zo
: Mu., 2
HH: & B_ww m‘mz,m
— >
mgv % m,g

e scriviamo le equazioni della dinamica newtoniana relative alle due masse, sapendo che le due
masse devono essere solidali tra di loro e che I’attrito statico si manifesta come una coppia di

forze interne uguali in modulo e direzione € opposte in verso

F+E,  +m,g+mg+N, =ma,

|
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1 — 4,
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F,. _ AN, F+ Hu%.m +m,g+mg+ Z_ =m,a,
w., - -
||v * = = = -
BHWﬁ %Buw ,m_ =a,

Proiettando tali relazioni vettoriali sul sistema di riferimento inerziale (O, X, y) otteniamo:
( F
m, +m,

a=

N, =m,g+m.g
— — 1 2 1
—m,g—mg+N, =0 N, =m,g+m,g
m
=m,a =<F. . =m,a= > F
. m, + m,

I\

ﬂmn,m = BNNN = me = 9 W,m:.m
—m,g+ N, =0 N, =m,
3> i i £ N, =m,g

d, =4, d, =4,

-

d, =4,

Hu .= BN ﬂ M thN = tmawm = Hu M —\—mABH +5Nvm = HuEmM = _x—mAHH: +Bwvm
m;, +EN




2) Anche 1n questo caso consideriamo separatamente le due masse m) € mo

. m,g 4N, }
H.Um:,a 7 B %Zu
« F .
|
m _ _u.—-_-N att.d
- Haww

e scriviamo le equazioni della dinamica newtoniana relative alle due masse, sapendo che 1’attrito
dinamico si manifesta come una coppia di forze interne uguali in modulo e direzione € opposte
1N Verso:



AN F+F, ,+m,g+mg+N,=ma,

a

B
4__1?
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5
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Proiettando tali relazioni vettoriali sul sistema di riferimenlto inerziale (O, X, y) otteniamo:

r

. ; F-pm,g
F—F,q,=mga, F-pm,g=ma, 4 = Ea N
~m,g-mg+N, =0 |N,=m,g+ :
A m,g —1m,g 1 N m,g -+ 1m,g — IN, =m,g+m,g
Fiq =M,a, Hqam,g =1,a, ~
N, N. = m d, = L,
—m,g+ IN, = (N, =1,8 rZN =m,g




Esempio — Sistemi di punti materiali

Due masse m; € m> sono poste su di un piano orizzontale € sono collegate tra di loro tramite una
fune inestensibile e di massa trascurabile. Sulla massa m, agisce una forza esterna orizzontale nota

—

F. Trascurando D’attrito tra le masse e 1l piano orizzontale calcolare, a regime:
1) D’accelerazione delle due masse e la tensione della fune.

F
m; m (——»




Esempio — Sistemi di punti materiali

Due masse m; € m> sono poste su di un piano orizzontale € sono collegate tra di loro tramite una
fune inestensibile e di massa trascurabile. Sulla massa m, agisce una forza esterna orizzontale nota

—

F. Trascurando D’attrito tra le masse e 1l piano orizzontale calcolare, a regime:
1) D’accelerazione delle due masse e la tensione della fune.

Ay

Asse x lungo 1l piano orizzontale e con
verso a destra e asse y verticale rivolto
verso 1’alto.

F
X m;j ma ——»




Consideriamo 1l sistema formato dalle due masse m; € m> e dalla fune inestensibile e di massa
trascurabile. Su tale sistema agiscono le seguenti forze esterne: forza peso my g € reazione vincolare

N, agenti sulla massa m;, forza peso m» g, reazione vincolare N, e forza F agenti sulla massa m;.

Ia tensione della fune risulta essere una forza interna al sistema stesso.
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Consideriamo separatamente le due masse m; € m, € la fune
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Le equazioni vettoriale della dinamica newtoniana relative alla massa m; e alla massa 72, sono:
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Proiettando tale relazione vettoriale sul sistema di riferimento inerziale (O, X, y) si1 ottiene:

I\

T=m,a
-mg+N, =0
F-T=m,a
-m,g+N,=0

—

I'=ma

F-ma=m,a

m—

T=ma

F
a =

-

i

1= L—F




N.B. Se al posto di una fune ci fosse stata una molla di costante elastica k£ € massa trascurabile

g

F
< m, >)$_\<<<<<<<<<:_:__:§ m |——»
'r

O

avremmo utilizzato lo stesso metodo precedente, essendo 1’allungamento della molla
legato alla forza elastica ed essendo quest’ultima una forza interna al sistema formato

dalle due masse m, e m, e dalla molla di massa trascurabile.



F
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In particolare, le equazioni vettoriale della dinamica newtoniana relative alla massa m; e alla massa
m2 SONO:

mg+N,+F,=ma

F+m,5+N, +F, =m,a

Proiettando tale relazione vettoriale sul sistema di riferimento inerziale (O, X, y) s1 ottiene:

~

F,=ma ) ( m \ m
) _ m‘mH ”EHN m‘mH ”Iwm‘”gx DVW” S S
-mg+N, =0 F,=ma m, +m, m, +m,
] = = S F — =5 -
F-F,=m,a F-ma=m,a a=—-" F F
| m,+m, a=—- a=————
—mg+ N, =0 [ m+m, | m,+m,




Centro di massa di un sistema di punti. Teorema del moto del
centro di massa (o Prima equazione cardinale della dinamica)

S1 definisce centro di massa di un sistema di punti materiali 1l punto geometrico la
cui posizione ¢ individuata, nel sistema di riferimento considerato, dal raggio vettore:

P,

- M mrt M mrt Media pesata sulle masse
— 1 — 1 . . . .
Iem = ~ > dei raggi vettori dei
MUm m, m,

singoli punti materiali

Dato un sistema di riferimento (O,X,y,z):

MWBWNW _ MWBWNW _ MWBQW _ MWBQW

Yem Zewm
Mw 1, m, Mw m, m,, Mw my m,



N.B.: La posizione del centro di massa rispetto ai punti materiali non dipende dal sistema
d1 riferimento, mentre le sue coordinate variano con 1l sistema di riferimento scelto.

In figura ¢ rappresentato 1l centro di massa ne1 due sistemi di
riferimento O e O’. Le posizioni dei punti P; sono date dai

1
0’
vettori posizione a € ﬁ

i=i+00

H,H MB 00 M5ﬁ+c|_ova 400

2um 2,m,




Esempio: centro di massa di due punti materiali

Determinare la posizione del centro di massa di un sistema formato da due punti materiali,
posti a distanza d tra loro, di massa m, € m,.



Esempio: centro di massa di due punti materiali

Determinare la posizione del centro di massa di un sistema formato da due punti materiali,
posti a distanza d tra loro, di massa m, e m,.

Il problema ¢ unidimensionale, indichiamo con x I’asse passante per 1 due punti € con O I’origine

di tale asse.
m. m.
() : .
=3 > X

- \.... >

Indichiamo con x, la posizione della massa m, e con X, la posizione della massa m, con x,=x; +d



m m
X1 X5

_ M%me IE_N_._.BNNNIB&HL_.BNA%L&V m,
Xem = = = =X, + d
m m, m,+tm, m,+tm, m,+m,

Se indichiamo con a e b le distanze del CM dai due punti materiali:
m, CM e

L

- a > - b B

m m
2 ( b=d-a=d-——2 =
m,+m, m,+tm, m,+tm, m,+m,

ABH tm, VQABNQ _ 1y

d

A= Xy X T

= I1 CM ¢ piu vicino al punto di materiale di massa maggiore



Se gli n punti sono in movimento, di norma la posizione del centro di massa varia

U

definiamo la velocita del centro di massa di un sistema di punti materiali

MBH

- QH@Z _% M m; Q\m _ M m; < l§
Yem ™ dt M m, m

y

= M,:HPS =M Veum

tot tot

La @:858 di moto totale di un sistema di punti materiali ¢ uguale alla quantita di moto
mv,,, del centro di massa, considerato come un punto materiale che ha la posizione woz ,
la velocita V., € massa m pari alla massa totale m,, del sistema.



Se 1l vettore velocita del centro di massa varia nel tempo — si puo definire I’accelerazione
del centro di massa:
[(Zm

ey Ma _2md

Fom ™ dt M m, m

se 1l sistema di1 riferimento € inerziale: m HM@ +m8 HHPM m

4

> = LE _ O\ _n®_ pO_p E)
BS%@ZIMWBWPIMWAM ._um VIW +R7=R

4

n (E) _ Y
R —MAcy

tot



D (E) _ pg
R ~ BS\HNOZ

l

Teorema del moto del centro di massa o
Prima equazione cardinale della dinamica

In un sistema di riferimento inerziale 1l centro di massa si muove come un punto
materiale in cui sia concentrata tutta la massa del sistema e a cui sia applicata la
risultante delle forze esterne. L’azione delle forze interne non pud modificare lo stato
del moto del centro di massa.

R®=m 3. =m QQOZ _ QABAVOZ v _ Qﬁoﬁ
tot M dt dt dt

La risultante delle forze esterne ¢ eguale alla derivata rispetto al tempo della quantita di
moto totale del sistema




Conservazione della quantita di moto

Se 1l sistema di » punti materiali considerato ¢ i1solato oppure soggetto a forze esterne tali
che la loro risultante ¢ nulla:

= dP — .
R = Q”(.a =0 = P_=m_ V., =costante

d

Principio di conservazione
della quantita di moto

Quando la risultante delle forze esterne ¢ nulla, 1a quantita di moto totale del sistema rimane
costante ed il centro di massa st muove di moto rettilineo uniforme o resta in quiete.

N.B. La conservazione della quantita di moto puo avvenire anche parzialmente, cio€ essere
riferita a una o due delle sue componenti. Per esempio se R{”=0 = P_=costante



Esempio 1 - conservazione quantita di moto (astronauta)

Un astronauta di 80.0 kg sta effettuando dei lavori sui motori della navetta spaziale. Ad un certo
punto egli esercita una spinta sulla navetta, venendosi poi a trovare oltre la navetta di 30.0 m.
Senza una spinta, gli rimane un solo modo per poter ritornare sulla navetta: quello di lanciare
lontano la chiave inglese di 0.5 kg di massa, in suo possesso. Se la chiave viene lanciata con una
velocita in modulo di 20.0 m/s, quanto tempo impiega 1’astronauta per raggiungere la navetta?



Esempio 1 - conservazione quantita di moto (astronauta)

Un astronauta di 80.0 kg sta effettuando dei lavori sui motori della navetta spaziale. Ad un certo
punto egli esercita una spinta sulla navetta, venendosi poi a trovare oltre la navetta di 30.0 m.
Senza una spinta, gli rimane un solo modo per poter ritornare sulla navetta: quello di lanciare
lontano la chiave inglese di 0.5 kg di massa, in suo possesso. Se la chiave viene lanciata con una
velocita in modulo di 20.0 m/s, quanto tempo impiega 1’astronauta per raggiungere la navetta?

Sul sistema astronauta + chiave non agiscono forze esterne = L
= conservazione della quantita di moto del sistema: fin iniz

perché 1l sistema astronauta +
chiave parte inizialmente da fermo

=P =0=m_. Vv +m v =0

chiave ' chiave astronauta ' astronauta



fin — HV_EN =0= BoEmZo/\oEmZo + Bmm:o:mﬁm/\mmqgmﬁm =0

Consideriamo un asse radiale rivolto verso 1’esterno che congiunge la navetta con 1l sistema
astronauta + chiave e proiettiamo la precedente relazione vettoriale su tale asse:

. . m
u_+m A% u =0=>v =—

astronauta ° astronauta " r astronauta

\"

chiave ' chiave

m

m \"

chiave " chiave

astronauta



Humb — HV_EN =0= EoEm/\o/\oEmZo + Emm:o:mﬁm/\mmqgmﬁm =0

Consideriamo un asse radiale rivolto verso I’esterno che congiunge la navetta con il sistema
astronauta + chiave e proiettiamo la precedente relazione vettoriale su tale asse:

m \"

chiave ' chiave

m

u +m \% u=0=>v =—

astronauta ° astronauta " r astronauta

m \"

chiave " chiave

astronauta

ovviamente la chiave dovra essere lanciata radialmente verso I’esterno = v .. >0

V4 < () = I’astronauta s1 avvicinera alla navetta:

astronauta

m A"

In particolare: Voromm = — HHE@ chave — —(0.125m/s

astronauta

dis tan za 30

Poiché tale velocita é costante 1l moto sara rettilineo uniforme = t = = 1 = 240s
\% 12¢

astronauta




Esempio 2 - conservazione quantita di moto (due masse si sganciano da una molla)

Due corpi di massa m; = 0.2 kg e m, = 0.3 kg si trovano su di un piano orizzontale privo di attrito
(liscio). Una molla orizzontale di massa trascurabile e costante elastica £ = 3 N/m ¢ in
compressione ed ¢ fissata ad uno di essi e poggiata sull’altro. Un filo (inestensibile ¢ di massa
trascurabile) teso tiene fermi i due corpi con la molla compressa. Ad un certo istante 1l filo viene
tagliato per cui 1 due corpi st muovono, 1l primo con velocita in modulo v, = 3 m/s e 1l secondo
con velocita in modulo incognita v,.

Calcolare:

1) 1l modulo della velocita v,

2) la compressione iniziale Al della molla

-
e

<l
Lo

\ »
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1) Consideriamo 1l sistema formato dalle due masse, la molla e 1l filo.
Su d1 esso agiscono le seguenti forze esterne: le due forze peso m,g e m,g verticali rivolte verso 1l

basso, e le due reazioni vincolari N, e N, verticali rivolte verso ’alto. Le tensioni del filo e le

forze elastiche generate dalla molla e agenti sulle due masse sono interne al sistema.
—> Lungo la direzione del piano di appoggio orizzontale NON ci1 sono forze esterne

—> lungo tale direzione la quantita di moto si conserva

Inoltre lungo la direzione verticale le forze esterne si equilibrano = m,g+m,g +N,+N,=0

e

— P. =P._ =0 in quanto il sistema parte inizialmente da fermo

mz

m,v,

—> m,v,+m,v, =m,v,u_+m,v,u_ =0=>v, =—- -
2

Poiché v, e rivolta in verso opposto all’asse x di figura = v, <0=-3m/s > v, <0=2m/s



2) Le 4 forze esterne che agiscono sul sistema NON lavorano perché sono perpendicolari alla
direzione di movimento. Delle forze interne, le tensioni del filo si annullano perché il filo viene
tagliato, mentre le forze elastiche generate dalla molla e agenti sulle due masse producono un lavoro
totale positivo perché entrambe sono parallele alla direzione di movimento dei due corpi e con
verso coerente con 1l movimento stesso (= le distanze relative tra 1 due corpi aumentano).

v, v,
A|

w., m, m
—p

)

29|




2) Le 4 forze esterne che agiscono sul sistema NON lavorano perché sono perpendicolari alla
direzione di movimento. Delle forze interne, le tensioni del filo si annullano perché 1l filo viene
tagliato, mentre le forze elastiche generate dalla molla e agenti sulle due masse producono un lavoro
totale positivo perché entrambe sono parallele alla direzione di movimento dei due corpi e con
verso coerente con 1l movimento stesso (= le distanze relative tra 1 due corpi aumentano).

Vv, v,
—»

W ms m F
—>

Poiché le due forze elastiche sono le uniche forze che lavorano e, inoltre, sono forze conservative

—> conservazione dell’energia meccanica = AEmecc = AEcinetica + AEpotenziale = 0
— AmoannP fin - mnwboanm, _ENV + Amboﬁbﬂm_m, fin - mvoﬁgﬂm_m, mbv = ()
Poiché alla fine la molla torna in condizioni di riposo

1 1
= || =m,v; +—m,v

2 2

0|+ ?ww@cw —0= Al= EEMBE ~ Im

[ SV S



Teorema dell’energia cinetica

Consideriamo un sistema di # punti materiali e determiniamo 1l lavoro dW, fatto dalla
risultante E delle forze applicate al punto P, per uno spostamento infinitesimo dr;:

Q/%m Hm . Qm ”mﬁmv . QN 4+ mﬁc . QM . Q/%\%mv n Q/%\w@




Teorema dell’energia cinetica

Consideriamo un sistema di # punti materiali e determiniamo 1l lavoro dW, fatto dalla
risultante E delle forze applicate al punto P, per uno spostamento infinitesimo dr;:

dW,=F -di=F® .df + EV - df = dW®+dw?

d

B
.di= _. Am@ .df +E©. amv = WO +wo
A

Sommando su tutti gli » punti materiali e integrando lungo tutte le n traiettorie percorse:
<< M g M gﬁmv +M <<9 =W® WO

somma del lavoro delle moHNo omﬁmgo e delle woﬁo interne



N.B. Il lavoro delle forze interne €, in generale, non nullo:
dW"=3"(F; - +F; - )= 3 F; -(df —dF ) 5 Mw df,
1]

N

L) Nell’esempio in figura le due forze interne sono repulsive e spingono i due

4¢  punti materiali verso 1’esterno dando luogo ad un lavoro totale positivo
]
y A “
di [l lavoro delle forze interne € legato alla variazione delle
P distanze mutue tra 1 vari punti materiali

Se queste non cambiano (corpo rigido) il lavoro delle forze
v interne ¢ nullo



B
~ — 1 1
>

U

Sommando su tutti gli » punti materiali e integrando lungo tutte le n traiettorie percorse

\W

tot k,iniz

=WP+W=>"W.=» AE =AE, =E . —E

y

Teorema dell’energia cinetica per un sistema di punti materiali

Il lavoro totale fatto dalle forze esterne ed interne che agiscono su di un sistema di »
punti materiali ¢ uguale alla variazione di energia cinetica dello stesso sistema tra la
configurazione finale e quella 1niziale

2
1L,A



_ 1w E Y
<<§ =W +W

Se tutte le forze interne sono conservative = W& = |>mmv
Se tutte le forze esterne sono conservative =>W® = |>mw5

Se tutte le forze agenti, interne ed esterne sono conservative = AE_=0

U

Teorema di conservazione
dell’energia meccanica del sistema



_ 1w E Y
<<§ =W +W

Se tutte le forze interne sono conservative = W& = |>mmv
Se tutte le forze esterne sono conservative =>W® = |>mw5

Se tutte le forze agenti, interne ed esterne sono conservative = AE_=0

U

Teorema di conservazione
dell’energia meccanica del sistema

Se NON tutte le forze agenti, interne ed esterne sono conservative = W, _=AE




Teorema del momento angolare (o Seconda equazione
cardinale della dinamica)

| r v, Dato un sistema di riferimento fisso inerziale
\: & (0,x,y,z), consideriamo un sistema di # punti
" ?“1 " materiali P, ..., P_ e definiamo con 7 ¢ v; il
“[ - vettore posizione ¢ 1l vettore velocita dell’i-

r] 5 —" ", esimo punto P, rispettivamente.

Ii
r m,
0 .

Calcoliamo ora il momento angolare totale M? di tale sistema di punti
materiali rispetto ad un polo O’, in generale mobile.



b, Calcolo del momento angolare totale Ly,

Ii

=y

Se indichiamo con 7 il raggio vettore O'P; allora il momento angolare dell’i-

esimo punto P, rispetto al polo O’ ¢:

L =7 X m;v; dacui = Ly, = X;(# x m;;)

l

Se deriviamo rispetto al tempo 1l momento angolare totale otteniamo:

—> QM?IMA|XSSV+MQ x::gc~

dt dt




Ii

=y

_————-

dr}
Determinazione di M

Vettorialmente si ha = 7, =7/ + 00’, dove 00’ ¢ il vettore posizione di O’
rispetto al sistema di riferimento (O, X, y, z).

Se deriviamo tale relazione vettoriale siha = —-=—L+

ma essendo 1l sistema di riferimento fisso: —

dr; dv; . door

dt dt dat ’

ar; _ 3 door _ 5
dt LY ae 01

dove Uy, € la velocita del polo O’ rispetto al sistema di riferimento (O, X, y, z).

dr.
dt

I\GQ\
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Determinazione di m; — i

&5

Dato che il sistema di riferimento (O, X, y, z) ¢ fisso: = m; — — = Mid;

dove d; ¢ I’accelerazione dell’i-esimo punto P,

Dato che 1l sistema di riferimento ¢
dove mﬁmv e M.S

esimo punto P..

inerziale:

¢

— 3\-.m|~v~. = Nu.m = mﬁm.v + MAC

sono le forze esterne e interne, rispettivamente, agenti sull’i-
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1)Y;(v; X m;v;) = 0 perché ogni addendo € un prodotto vettoriale di vettori paralleli tra di
loro
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dLo, . e ) ¢
&M = M.AS X m;v;) N (Vo X mv;) i+ M (7 wﬁmvv n M # m.H.Sv
l ' |

2i(miv) _ X;(mivy)
ximj mror

la velocita del centro di massa (CM) del sistema di » punti materiali nel sistema di

2) Yi(Wor X mV;) = Upr X 2;(my0;) = Upr X MporVey, €ssendo Uy =

riferimento (O, X, y, z) € mr,7 la massa totale del sistema di » punti materiali
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XF Q&v M %Jv = momento totale delle forze esterne rispetto al polo O’
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AS X m;v;) — Q\o\ X m;v;) + A X F") + (r] X F; vm

—_————— =

(0}

4) M 'X F Sv M, MY = momento totale delle forze interne rispetto al polo O’
i



Con riferimento alla seguente figura che raffigura I’interazione interna tra due punti Pi e Pj,
calcoliamo il momento delle forze interne agenti tra i due punti in esame:

F

O




Con riferimento alla seguente figura che raffigura I’interazione interna tra due punti Pi e Pj,
calcoliamo il momento delle forze interne agenti tra i due punti in esame:

F
L)
O
\b
F.
J. 1
=) __ o = =7 -~ 21 = =7 = g2 =7 =
EQ‘ =71 XM.ML + 1; Xmﬂ.\..m =1 Xm.m.\.lu\.m Xm.m.\. = |,\~.v XNJ.L
-> 4 . . . - . . . - - -3 ->
essendo F; ; e Fj; cmcm: e contrarie per il principio di azione e reazione (Fj; = —F, .. i)
Ma G.w‘ —7r) = . g e il vettore che congiunge i due punti P; e Pj che ¢ parallelo a m.

= MY =0

Ripetendo tale discorso per ogni coppia di punti Pi e P; del sistema si ha:

MUMAN. m.vi Qv -0
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0

dLos _
P; dt

YW x mv;) — Xi(Bor X miv;) + X,(F X mﬁ.ﬁmd + 27 % m.N.SV

(E) mo‘

= M,

nm - &NQ /

X My or D
ot ToTVecM

\v<

Risulta semplicemente

1)
2)
3)
4)

dlos _ 7(E)

— — .
. o1 quando —vyr X My,rVey = 0, ossia quando

il polo O’ ¢ fisso nel sistema di riferimento inerziale (O, X, y, z)
il centro di massa del sistema e fermo nel sistema di riferimento inerziale (O, X, y, z)
il polo O’ coincide con il centro di massa del sistema
mc\ | _sz
Teorema del momento angolare (o Seconda
equazione cardinale della dinamica)

L’evoluzione nel tempo del momento angolare di un sistema di punti in un sistema di riferimento
inerziale ¢ determinato dal momento delle forze esterne, le forze interne non danno contributo



Conservazione del momento angolare

In un sistema di # punti materiali, dato un sistema di riferimento 1nerziale e dato un polo O
qualsiasi, se vale che —Vy X My,7VUcp=0

— =M
dt 0

Se 1l momento delle forze esterne rispetto al polo O ¢ nullo: _HV E =0

@ dt

- . . .
Lo=costante (in direzione, verso € modulo)

d

Principio di conservazione del momento angolare



. . — . . .
La condizione M %m )=0 si puo verificare quando:

- 1l sistema d1 » punti materiali ¢ i1solato < non agiscono forze esterne

il momento angolare si conserva rispetto a qualsiasi polo O per il quale —Vy X MyorVcp=0

- i1l momento delle forze esterne ¢ nullo solo rispetto ad un determinato polo O
U

il momento angolare si conserva solo rispetto a quel polo O se —v, X My V=0



Esempio - conservazione momento angolare

Un piccolo oggetto di massa m ¢ attaccato ad un filo che passa attraverso un tubicino. L’oggetto
viene posto in rotazione con una velocita in modulo v, su di un cerchio di raggio r,. A questo
punto si tira il filo verso il basso attraverso I’applicazione di una forza verticale F diminuendo il
raggio della traiettoria sino al valore 7.

Trovare la nuova velocita tangenziale v, (in modulo) e angolare ®, (in modulo) dell’oggetto
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F

Sul sistema massa m + filo agiscono le seguenti forze esterne: la forza peso mg, rivolta

verticalmente verso il basso, e la reazione vincolare N, rivolta verticalmente verso 1’alto, che si

equilibrano tra di loro non essendoci movimento verticale della massa m, e la forza F, rivolta
verticalmente verso il basso. La tensione della fune rappresenta una forza interna al sistema.
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Dal teorema del momento angolare (o II* legge cardinale della
dinamica) in un sistema di riferimento inerziale, prendendo come
polo il punto fisso O (ved. figura)

U

= M M
dt — O

Poiche rispetto a tale polo O la forza verticale F presenta un

momento M,=TxF=0, essendo T|[F con 1 il vettore distanza

che congiunge il polo con il punto di applicazione della forza F

—

dL - - . o
f L MZ%V = 0 =L, = costante in modulo, direzione e verso
t . u

1

—



MZ:& 0 th = costante in modulo, direzione e verso

-

-
-——
~

———

In particolare, in modulo:

- - _ - r

_ - = . B - e
Hpan = Hpma = ? x:ﬁil TN fo._ = nmv, =rmv, >V, = HI <__

2

poiché ri>r2 = la velocita v2 (in modulo) dell’oggetto aumenta rispetto a vi

[S%]

v, I, |V, I, | O I
=essendov=0r =2 v,=0,I, >0, =—=| — |—=| — |[—=| — | O,



Sistema di riferimento del centro di massa

Nell’ambito della dinamica dei1 sistemi di punti materiali, consideriamo ora 1l sistema di
riferimento del centro di massa. Esso presenta le seguenti caratteristiche salienti:

1) 1l sistema d1 riferimento del centro di massa ha come origine il centro di massa (CM) del
sistema di # punti materiali;



Sistema di riferimento del centro di massa

Nell’ambito della dinamica dei1 sistemi di punti materiali, consideriamo ora 1l sistema di
riferimento del centro di massa. Esso presenta le seguenti caratteristiche salienti:

1) 1l sistema d1 riferimento del centro di massa ha come origine il centro di massa (CM) del
sistema di # punti materiali;

2) gli assi cartesiani del sistema di riferimento del centro di massa mantengono sempre la
stessa direzione rispetti gli assi di un sistema di riferimento inerziale (in particolare
possono essere presi paralleli a questi ultimi) = il sistema di riferimento del centro di
massa NON ruota ma trasla percorrendo in generale una traiettoria curvilinea



Sistema di riferimento del centro di massa

Nell’ambito della dinamica dei1 sistemi di punti materiali, consideriamo ora 1l sistema di
riferimento del centro di massa. Esso presenta le seguenti caratteristiche salienti:

1) 1l sistema d1 riferimento del centro di massa ha come origine il centro di massa (CM) del

sistema di » punti materiali;

2) gli assi cartesiani del sistema di riferimento del centro di massa mantengono sempre la
stessa direzione rispetti gli assi di un sistema di riferimento inerziale (in particolare
possono essere presi paralleli a questi ultimi) = il sistema di riferimento del centro di
massa NON ruota ma trasla percorrendo in generale una traiettoria curvilinea

3) 1l sistema d1 riferimento del centro di massa €, in generale, un sistema di riferimento NON
inerziale poiché il centro di massa puo accelerare rispetto al sistema di riferimento inerziale



Dato un sistema di n punti materiali, determiniamo la posizione del centro di massa (CM) ¢
consideriamo due sistemi di riferimento: un sistema di riferimento fisso inerziale (O, X, y, z)
¢ 1l sistema d1 riferimento mobile del centro di massa (CM, x’, y’, z’), centrato nel centro di
massa del sistema di » punti materiali.

P

Indichiamo con un apice le grandezze cinematiche e dinamiche relative al sistema di
riferimento del centro di massa e prendiamo in esame il punto i-esimo P..



1; ¢ il vettore posizione del punto P, rispetto al sistema inerziale (O, x, y, z),
17 ¢ il vettore posizione del punto P, rispetto al sistema del centro di massa
Teym € il vettore posizione del centro di massa rispetto al sistema inerziale (O, X, v, z)



P

P

oiche¢ 1l sistema di riferimento del centro di massa non ruota (o = 0) = dal teorema delle

velocita relative si1 ha:

¢
%
¢
%
v

B, = B!+ Doy
i € 1l vettore velocita del punto P, rispetto al sistema inerziale (O, x, y, z)
. ¢ il vettore velocita del punto P, rispetto al sistema del centro di massa
cm € 1l vettore velocita del centro di massa rispetto al sistema inerziale (O, X, y, z)



\u
Poiché¢ 1l sistema di riferimento del centro di massa non ruota (o = 0) = dal teorema delle
accelerazioni relative si ha:

ﬁ|~v~. — ﬁlmM + ﬁlmﬁ.g
a; ¢ il vettore accelerazione del punto P rispetto al sistema inerziale (O, X, y, z)

a; ¢ il vettore accelerazione del punto P. rispetto al sistema del centro di massa
dcp € il vettore accelerazione del centro di massa rispetto al sistema inerziale (O, X, y, z)



P

CM

Dalla definizione di posizione, velocita e accelerazione del

oobﬂ.o d1 massa si1 ha anche:

In @m&oo_mﬁo”

=0

=0

=0

S5 -7 DI \_
M m;v; = MrotVey = Pror =0

ossia, la quantita di moto totale del sistema di n punti

materiali risulta sempre nulla se misurata nel sistema di

l
riferimento del centro di massa: Py, = 0




Inoltre sappiamo dal Teorema del momento angolare
che se prendiamo come polo 11 CM:

- —
. —Vo! X MyerVey = 0

4

dt = M¢y

P

S1 puo dimostrare che nel sistema di riferimento del centro
di massa si ha inoltre:

-

GNN\QE l\AM.v

Il Teorema del momento angolare si puo utilizzare anche
nel sistema di riferimento del centro di massa purche come
polo s1 assuma 1l centro di massa



Teoremi di Konig

I teoremi d1 Konig stabiliscono le relazioni tra 1 momenti angolari € le energie cinetiche di
un sistema di » punti materiali, valutati in:

- un sistema di riferimento inerziale (O, X, y, z)

- ¢ nel sistema di1 riferimento del centro di massa (CM, x’, y’, z°).

A. Teorema di Konig per 1l momento angolare

B. Teorema di Konig per 1’energia cinetica



A. Teorema di Konig per 1l momento angolare

Per semplicita di calcolo, prendiamo come polo, su cui calcolare 1l momento angolare,
I’origine O del sistema di riferimento inerziale (O, X, y, z). In tale sistema di riferimento si ha:

Mc = M Ty Xmv; = MAN\ + Tep) X (V] + Vo) =
. i

l
_ d i d/ d i - - d - - _
= m r; Xm;v; + m ; XMiVcy +M§E Xm;v; + m Tey X MiVey =
j i i i

l

_ >/ =Y >/ - - —>7 - -
= M r; Xmv; + AM m;r;) X Vey + Teyp X M m;v; + ey X AM m; )Vem
i i i

i



A. Teorema di Konig per 1l momento angolare

Per semplicita di calcolo, prendiamo come polo, su cui calcolare 1l momento angolare,
I’origine O del sistema di riferimento inerziale (O, X, y, z). In tale sistema di riferimento si ha:

Mc = M Ty Xmv; = MAN\ + Tep) X (V] + Vo) =
. i

l
_ d i d/ d i - - d - - _
= m r; Xm;v; + m ; XMiVcy +M§E Xm;v; + m Tey X MiVey =
i i i

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

>/ I:m >/ - - >/ - -
= M r; Xm;v;i+ AM m;r;) X Vey + Teyp X M m;v; + ey X AM m; )Vem
i i i

- .
Y7, X m;v; = Ly, ossia il momento angolare nel sistema
di riferimento del centro di massa, prendendo come polo il
centro di massa



A. Teorema di Konig per 1l momento angolare

Per semplicita di calcolo, prendiamo come polo, su cui calcolare 1l momento angolare,
I’origine O del sistema di riferimento inerziale (O, X, y, z). In tale sistema di riferimento si ha:

Mc = M Ty Xmv; = MAN\ + Tep) X (V] + Vo) =
. i

l
_ d i d/ d i - - d - - _
= m r; Xm;v; + m ; XMiVcy +M§E Xm;v; + m Tey X MiVey =
j i i i

l

_ >/ >/ X >/ m - - >/ - -
= M 1 Xmvp + () muty) i X vey + Tey X M m;v; + rcy X AM m; )Vcum
. | i i

[ ! l

Y imT = Myyitey = 0 essendo 74y = 0



A. Teorema di Konig per 1l momento angolare

Per semplicita di calcolo, prendiamo come polo, su cui calcolare 1l momento angolare,
I’origine O del sistema di riferimento inerziale (O, X, y, z). In tale sistema di riferimento si ha:

Mc = M Ty Xmv; = MAN\ + Tep) X (V] + Vo) =
. i

l
_ d i d/ d i - - d - - _
= m r; Xm;v; + m ; XMiVcy +M§E Xm;v; + m Tey X MiVey =
j i i i

l

IIIIIIIIIIIIII

-7 -/ -7 - - m I:_ - -
= M r Xmv; + AM m;t;) X ey + Tem me mv; + ey X AM m; )Vcem
i i ]

i

2i MV = MroVey = 0 essendo vy = 0



A. Teorema di Konig per 1l momento angolare

Per semplicita di calcolo, prendiamo come polo, su cui calcolare 1l momento angolare,
I’origine O del sistema di riferimento inerziale (O, X, y, z). In tale sistema di riferimento si ha:

Mc = M Ty Xmv; = MAN\ + Tep) X (V] + Vo) =
. i

l
_ d i d/ d i - - d - - _
= m r; Xm;v; + m ; XMiVcy +M§E Xm;v; + m Tey X MiVey =
j i i i

l

= M ) X m;v; + AM m;7;) X ey + Ty X M m;v; im&: X () m; Yeum
i i i \ ..... Lo |
YiTem X Bimi)Vem =Tem X MrotVey = Lo(CM) ossia il
momento angolare nel sistema di riferimento inerziale (O, x, y, z) del
punto geometrico coincidente con 1l centro di massa, avendo fatto
confluire su di esso la massa totale del sistema di » punti materiali



T -7 -7 -/ - - -7 - -
Lo = M i Xm;v; + AM m;t;) X ey + Tepy X M::S + Tem X AM m; )Veum
i i i

1l momento angolare di un sistema di n punti materiali calcolato nel sistema di

l
riferimento inerziale L, risulta ucuale alla somma del momento angolare nel

sistema di riferimento del centro di massa avendo preso come polo il centro di

|v
massa Ly, e del momento angolare nel sistema di riferimento inerziale (O, x, y,

z) del centro di massa, avendo fatto confluire su di esso la massa totale del

sistema di n punti materiali.




B. Teorema di Konig per I’energia cinetica

L’energia cinetica totale di un sistema di » punti materiali, calcolata nel sistema di
riferimento 1nerziale (O, X, y, z) ¢ data da:

1 2
E, = MM:: V;
i



B. Teorema di Konig per I’energia cinetica

L’energia cinetica totale di un sistema di » punti materiali, calcolata nel sistema di
riferimento 1nerziale (O, X, y, z) ¢ data da:

1
Fe= ) gmiv
da cui: L
- 2 H_y 12 H_y 2 T
m.w|MN§~ MNSA +§Q§v ”MMSNQN +MM§~.QQE+M§~.Q
i L L
H 12 H 2 >IN =
= M MSMS + M MSNQQS + AM Smtmvtﬂs
i i L



B. Teorema di Konig per I’energia cinetica

L’energia cinetica totale di un sistema di » punti materiali, calcolata nel sistema di

riferimento 1nerziale (O, X, y, z) ¢ data da:

1 2
E, = m —m; v;
. 2
da cui: i

1 2 1 3/ > 2 1 12 1 2 1 >
Ey = MM:: v = MMS%S + Vey )= MMSNS +MM§~.§E +M§~.S§n§ =
i i i i i

|W. H ~Nm H 2 >IN\ 2
= MSMS + M::cnz +() mv;)vey
i o i

1 . .
Nmﬁﬁ.&m = Ej,, ossia I’energia cinetica totale calcolata

nel sistema di riferimento del centro di massa



B. Teorema di Konig per I’energia cinetica

L’energia cinetica totale di un sistema di » punti materiali, calcolata nel sistema di
riferimento 1nerziale (O, X, y, z) ¢ data da:

1
E, = MI:: 1%
. 2
da cui: i

- H_y !/ H_y d B
meMNS_ MNSA +§EVNHMM§~.SN+MM§~.QME+M§@@QsI
i i i

IIIIIIIIIIIIIII

1 1, t1 ,
MMS:&E = AM MSL@Q& = Mﬁﬂoﬁ@nz
i i




B. Teorema di Konig per I’energia cinetica

L’energia cinetica totale di un sistema di » punti materiali, calcolata nel sistema di

riferimento 1nerziale (O, X, y, z) ¢ data da:

1 2
E, = MI:: V;
: 2
da cuui: i
1 5 1 AN 1 " 1 5 s
Ey = MM:: v = MMS%S + Vey )= MMSNS +MM§~.§E +M§~.S§n§ =
i i i i i

1 " 1 ) m Srd
= D gmivt+ ), gmivtu + Q, mivo
H. i | “

2i MV = MyoVey = 0 essendo Uy = 0



1 12 1 2 SN =
E, = M > MV, + M MSN5§+AM m;v;)Vcepm
7 7 7

\ 1
Ey = E} + MSﬂ&@mE

L’energia cinetica totale di un sistema di n punti materiali calcolata in un sistema di

riferimento inerziale e uguale alla somma dell’energia cinetica totale calcolata nel
sistema di riferimento del centro di massa e dell’energia cinetica del centro di massa nel

sistema di riferimento inerziale, avendo fatto confluire sul CM la massa totale del sistema
di n punti materiali.




Dall’insieme de1 due teoremi di Konig si evince che:

rispetto al sistema di riferimento inerziale il moto di un sistema di n punti materiali puo

essere visto come somma del moto di tale sistema di n punti materiali rispetto al sistema di

riferimento del centro di massa e del moto del centro di massa, visto come singolo punto

materiale, nel sistema di riferimento inerziale




Dall’insieme de1 due teoremi di Konig si evince che:

rispetto al sistema di riferimento inerziale il moto di un sistema di n punti materiali puo

essere visto come somma del moto di tale sistema di n punti materiali rispetto al sistema di

riferimento del centro di massa e del moto del centro di massa, visto come singolo punto

materiale, nel sistema di riferimento inerziale

Per quanto riguarda la quantita di moto del sistema di » punti materiali, calcolato nel
sistema di riferimento inerziale (O, x, y, z), esso risulta essere “solo”

Prot = MrotVem
ossia la quantita di moto del centro di massa nel sistema di riferimento inerziale, avendo
fatto confluire sul CM la massa totale del sistema di n punti materiali, in quanto, come

-

visto in precedenza, risulta sempre P’ = 0.



Proprieta dei sistemi di forze applicate ad un sistema di » punti materiali

Dato un sistema di riferimento inerziale, consideriamo un sistema formato da » punti materiali e
indichiamo con E I’insieme delle forze applicate al punto 1-esimo.

F II  momento di tali forze rspetto ad un polo O risulta:
M,, = OP; xE = OP; x (E® +E®)

I1 momento risultante delle forze rispetto al polo O risulta:

M, =3 M,, = 3 OB, x(E® + E¥) = Y OB, xE® + Y OP: xE? = " 0P, x F®

essendo » OPi xE"™ =0 come dimostrato in precedenza
i




Proprieta dei sistemi di forze applicate ad un sistema di » punti materiali

Dato un sistema di riferimento inerziale, consideriamo un sistema formato da » punti materiali e
indichiamo con E I’insieme delle forze applicate al punto 1-esimo.

F II  momento di tali forze rispetto ad wun polo O risulta:

—

M,, = OP; xm — OP; x Amﬁmv n M:vv
Il momento risultante delle forze rispetto al polo O risulta:
M, = M, = 0P x (E%) + E) = 0P x ) + 3 0P xE” = 3 0P x E

essendo ) OPi xE™ =0 come dimostrato in precedenza
i

Consideriamo ora un secondo polo O’ e calcoliamo 1l momento risultante delle
forze rispetto a tale polo:

M, =3 M, = 3 OPix(E® +E7) = 3 OPi xE® + 3 0P xE? = 3 OPix ¥




Proprieta dei sistemi di forze applicate ad un sistema di » punti materiali

Dato un sistema di riferimento inerziale, consideriamo un sistema formato da » punti materiali e
indichiamo con E I’insieme delle forze applicate al punto 1-esimo.

F II  momento di tali forze rispetto ad wun polo O risulta:

—

M,, = OP; Xm — OP; x Amﬁmv n MQJ
Il momento risultante delle forze rispetto al polo O risulta:
H/..\Ho = M?..\Ho.m = M@m_ N Amﬁmv + MEV = M%_ X MAE +M OP; m@ - M%_ % mﬁmv

essendo OP; x —u.cv = (0 come dimostrato in precedenza
1
i

Consideriamo ora un secondo polo O’ e calcoliamo 1l momento risultante delle
forze rispetto a tale polo:

M, = 3 M, = 3 OB x (57 +E7) = X 0P, «E¥ + ¥ OB x £V = Y0P, «

Sapendo che OP; = 00 + O'P; allora si ha:|
71\? = M@m_ X m@ = MAg + qmmvxm:mv Hg_ X Mm@ + Mﬁqmm xm@v = q@ xR® + 71\—0_

dove R™® rappresenta la risultante di tutte le forze esterne applicate al sistema di 7 punti materiali.



M, =00 xR + M,

Y

In generale quindi 1l momento delle forze dipende dal polo scelto,

(E) —

—_

a meno che R 0, in questo caso =>M, =M,



Consideriamo come esempio una “‘coppia di forze”:

—> sistema formato da due forze uguali e di verso opposto aventi diversa retta di azione.

La distanza tra le due rette d’azione viene chiamata “braccio della coppia” €, normalmente

indicata con la lettera b.

\s

In questo caso R® =0 e, di conseguenza,
U
M i1 momento della coppia di forze risulta indipendente
dal polo scelto.

b N
Proviamo a verificare tale risultato considerando tre

diversi poli e determinando 1l momento della coppia
di forze in corrispondenza di tali poli.



b .%

1) Polo coincidente con il punto P;: @m =bx Almv =b _ﬂ u,

avendo indicato con b il vettore che parte dal polo P; e va al punto di applicazione di —F e con

u, il versore perpendicolare al piano contenente la coppia di forze e rivolto verso 1’alto



b .%

2) Polo coincidente con il punto Pa: M, = bxF = @_w u,

avendo indicato con b il vettore che parte dal polo P; e va al punto di applicazione di F econ

u, il versore perpendicolare al piano contenente la coppia di forze e rivolto verso I’alto



M =1

&
) E
P 3) Polo coincidente con il centro del braccio della coppia:
Miys = 2xF + —2 | (~F) = 2[F+ 2[F] |4, = b]F]s,
-2 2 2 2
. b . . . .
avendo indicato con 5 il vettore che parte dal centro del braccio della coppia e va verso il punto
D < b . . .

di applicazione di F e con "3 il vettore che parte dal centro del braccio della coppia e va verso

il punto di applicazione di -F,econ u, il versore perpendicolare al piano contenente la coppia

di forze e rivolto verso 1’alto



Sistema di forze parallele

Dato un sistema di riferimento fisso inerziale (O, X, y, z), consideriamo un sistema d1 forze
tra di loro parallele applicate ad un sistema di » punti materiali.

A titolo di esempio consideriamo il sistema di forze peso agenti su di un sistema di » punti
materiali.

P
~:.
m P - Prendiamo come polo su cui calcolare 1
| Em 9
i . . .
momenti delle forze, 1l centro O del sistema
m,g e e . .
. o di riferimento fisso e inerziale (O, x, vy, z):
Ii m;g " 5 X )
I U
0 ‘mpg

My =2 My, =D Exmg=| P mi |xg=m iy xE= o xm,g

i 1 i
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Il momento ottenuto € uguale a quello che otterremmo
considerando di applicare al centro di massa (CM) del
sistema di » punti materiali la risultante di tutte le

’

>

forze peso = R = ME g=m,_g

l
1 Mot8



z — - — —_ — — — — — —_
t P M, = Mzom & Mﬁ XM, g = MBHM XE=My,; Loy X8 = Igy XMy &
1 1 1

Il momento ottenuto € uguale a quello che otterremmo

3 a - considerando di applicare al centro di massa (CM) del
ri 1
\_\ sistema di » punti materiali la risultante di tutte le
—>Y
0 «Bﬂlmv = _ - _ -
forze peso = R =» m;g=m_g
i
N;r
Il centro delle forze peso, detto anche centro di CM
gravita o baricentro, coincide con 1l centro di fem
massa.
N.B. per poter considerare le forze peso % —>y
parallele tra loro, I’estensione del sistema di n | oo
\ tot

punti materiali non deve essere molto grande, in
modo da trascurare la curvatura della Terra. :



z W — g b - - e g —_ —_
t 8., M, = Mzom % Mm Xm;g = MBHM XE=My,; Loy X8 = Igy XMy &
1 1

1
m Py — 5 & m,
e i Il momento ottenuto e uguale a quello che otterremmo

o limia a = considerando di applicare al centro di massa (CM) del
\_\ sistema di » punti materiali la risultante di tutte le
L~ e — ~ _
’ n® forze peso = R =) mg=m_g
: . \ Y CM
Il sistema di forze parallele pud quindi essere ; ;
. . . nz
ridotto ad una sola forza, pari alla somma di
tutte le forze parallele, applicata in un unico
. . S
punto. Nel caso delle forze peso esso coincide <
con 1l centro di massa (CM) del sistema di n | Meord

punti materiali



Massa variabile

Esempi di oggetti a massa variabile sono: un veicolo in moto o un missile in volo che consumano
entrambi carburante, un nastro trasportatore su cui vengono caricati (o scaricati) dei corpi, .
La seconda legge di Newton risulta:

. dp d(mv) dv _dm

F= —m—+V
dt dt dt dt
Se il moto avviene con vV costante:
~ dp d(mv v
ﬂH%H AE<VHEQ<+¢QEH¢Q|B
dt dt dt dt dt

\

ossia affincheé il moto sia caratterizzato da v costante € necessaria una forza in quanto varia la
massa.



