


Stabilità : criterio di Routh
si consideri il seguente polinomio caratteristico

41di = dettiI-Al = dstttpldtlttzp)d tpt8

Dire per quali valori di p il sistema dinamico con matrice A è asintoti=
camerate stabile

.

Dato che il polinomio caratteristico è del 3°ordine sappiamo che
condizione necessaria affinché un'Meine na stabile
è che tutti i coefficienti del polinomio caratteristico piano non nulli e
concordi . Dobbiamo quindi capire 1 dato che il coefficiente moltiplica=
tiro del termine del 8 ordine è positivo) per quali valori di p
vale i

Ztp>O la)

172pso (b){ pt >0 ' e'

(a) 21pso → ps - 2 I 1

¥: l'⇒ 7¥,
• possiamo quindi dire che te pe -{ allora non è verificata la condition
ne necessaria per la stabilità
→ n sistema non è asintoticamente stabile .

Per capire quando , per ps -È ,
il sistema è stabile , portiamo quindi

usare µ criterio di Route .
(1)
costruiamo la tabella per il polinomio caratteristico considerato

1 1top| Itp pt

b

cerchiamo a
,
che per definizione è dato da :

-ftp.det/fI+pttff))=pt8--tPzp)-

2tp



a = _ pt8-lzt2P-tspi-2patup-6.la)
Ztp atp atp

cerchiamo quindi b che per definizione è data da :

- fa det ([ 2ft PI)) = . { [- Iptria] =p+8

la tabella che ti ottiene è quindi :

1

2tp/ ;÷÷⇒ È
Atrinchiµ niuna via asintoticamente stabile tutti i coefficienti nella
prima colonna devono essere concordi e quindi :

Ztp>o la)

{ I!ÈÌ '0 Ibi> o LC)

(a) 2tp >o → ps -2
(c) pt8)O → ps - 8

Risolviamo quindi la disequazione tratta in lb) :

II, =
ai so
2tp

Risolviamo • Nlp) so → 2(Pts)(p- 1) so che è verificata per

fpc.su#I
• Di p)>o → 2tp >0 che è verificata per ps - 2

Facciamo quindi n grano dei segni

=
- -

Io



ottenendo così che (b) → -3< pc -2 U p > 1 .

Intersecando i risultati ottenuti per la) , Ibi e lei si ottiene quindi
che la condizione del criterio di Ronin è verificata per :

f) per la quale µ sistema è asintoticamente
stabile .

stabilità : sistema ordine 3 , autovalori numi
studiare la stabilità di un sistema con matrice di stato

a ÷,
ti noti che la matrice considerata è diagonale a blocchi , in quanto puo '
essere scomposte conta= [ I:* ?:)
dove a" = [ § § ) -

Gli auto valori di questa matrice sono quindi dati dall' unione degli
autovalori della matrice Ari e dallo scalare -3 ( gli antovaeori delle
matrici sulla diagonale ) .
ti noti che -3 èun autovalore STABILE .
Per capire le caratteristiche del sistema dobbiamo quindi studiare

gli anhorabri di Ari .

ti noti che mi è triangolare e quindi i tuoi autovalori sono uguali
agli elementi nella diagonale . Di conseguenza :

di= da = 0

An ha un autovalore nullo con molteplicità algebrica 2 .
Al momento non possiamo però concludere niente nella stabilità del
sistema. Per farlo dobbiamo calcolare la molteplicità geometrica
dell' autovalore

,
calcolando :

rank (A-dit) = rana (A)



ti noti che :
• a=0 allora an =[g g) e randa) = o
• a# 0 allora Au = [g g) e rannial= 1
data la presenza della colonna nulla

la molteplicità algebrica dell' autovalore è :

n- ranniai → ¥0 mg = 2

mg = un → mg=1
ordine del sistema
= ma l molteplicità algebrica )

Per a=0
,
la molteplicità geometrica corrisponde a quella algebrica e

quindi il sistema è stabile . Altrimenti, dato che la molteplicità
geometrica è interiore di quella algebrica , n toltosistema con matrice
Ari è instabile e quindi l' intero tirrenica è instabile .

Stabilità : sistema di ordine 3
Studiare la stabilità del materna con matrice di stato

a- ÷ !
(1) Il primo approccio che possiamo sfruttare è quello di trovare il
polinomio caratteristico di A e studiarne le radici .

calcoliamo quindi :

attiratedall'÷ %, %)) e ' ¥ I t"" -aut

41di = (d-3)[ DI 2dm2) -54 -24 +6T-3t6d) =
= 13 .Ht 6A -36 - 5A - 24 -36 t36 A =
= µ - A2 t37d - 96

Il polinomio caratteristico NON verifica la condizione necessaria per l'aria
tonica stabilità, dato che i tuoi coefficienti non sono concordi. Quindiunitevia è instabile

.



(2) ti valuta la traccia della matrice A :

that = ? aiie 3 -2 = 1

Dato che condizione necessaria per l' asintotica stabilità è che tritate o
-

1

la condizione non è verificata e partiamo concludere che il sistemaè
instabile

.

stabilità : ti ttema non lineare
ti consideri il seguente ndrina :

jttttyslhyltttkyltieniti
(1) scrivere e chatti ti carentistenia in forma di stato
(2) Determinare i punti di equilibrio associati a ulti = it, tzo
(3) linearizzare un'Acura nell' intorno del punto di equilibrio
(4) Dire per quali valori di te e un sistema linearizzato è asintotica,
mente stabile .

(1) tagliamo come vettore di stato :
xlt' III)

con
'

che : . il ltl = Xzltt
• izlhtXPlttxzltttkXi ltt = Ulti ( vedi equazione iniziale)
→ i2ITL =- ( XiltlX2HttKIXIIHtutti

il modello in forma di stato è quindi :

in Itt = Xatti{ ! "the It'intattitutti

il pittura è : o di ordine 2
• dinamico
• fito
• non lineare con HK "' =L

. xztksxntu }• tempo- invariante
• strettamente proprio



(2) Per trovare i punti di equilibrio perulti =ù, cerchiamo J tale che

FLINT e 0 → { È +a) Ii tu= O la)

(a) -KI e= -tt → In = E
k

il solo punto di equilibrio del tirrenica è ( (FI) , ù) .
(3) ti noti che unitene è strettamente proprio, quindi ⑤⇐0 . Inoltre l'
equazione di uscita è lineare e dipende solo data Xilh e quindi
[=TI 03

.

Guardando le equazioni della dinamica dello stato si nota
inoltre che queste sono lineari negli input e che B del listonea
linearizzato è :

B =p?)
cerchiamo infine A come :

2ftXiv)a- ÷÷÷H
.

la prima riga della matrice Aè uguale a [ 0 1J dato che l'equazioneèlineare nello stato .
Infine :

2ft) = 21-1×1×21=41+4) = -2×1×2 - K
2×1 2×1

2fz (Xiu) = 2 ( - (XIX21h)Xetu ) = -Xi 2
- -

8×2 2×2

A = [ ? 7¥; ) ed il sistema linearizzatoè fritti =Atxlhtbtutti
- { fyltt = csixlttt Diritti



(4) calcoliamo gli autovalori di A :

dettiI-Akdetff! ¥;) )
e d' itFI) tu

→ 4 IN= d'tTIdtk
K2

• se ho i coefficienti del polinomio caratteristico non sono concordi
→ non è verificata la condizione necessaria e tuttiaente

per la stabilità e quindi il sistema linearizzato è
instabile l cori come l' equilibrio)

• se te= O il polinomio caratteristico non è ben definito

• te E =O a te so 4 IN = dette → Gli autovalori sono compatti coniugati
quindi ce n'Alena linea rizzato è semplicemente stabile
(non si può concludere niente nell' equilibrio)
• kso 4 ldk d'tk Ha un autovalore instabile e quindi
tiAetna lineariahaha (e equilibrio) sono instabili

• se r>O la condizione necessaria e tutticieri te per l' asintotica stabia
lihà è verificata e quindi unitevia linearizzato è
asintoticamente stabile

,
così come l' equilibrio .

stabilità degli equilibri del pendolo
ti noti che KZOlei per Fitte ( f Ingl) A- f ? È! mentre Miho
e g >0.

(2) Per l tinte ([ 9) io) a = t.ge fà?
Isi Per lxtàk ( ftp.o) a= [Le Fee?
(1) la matrice A è triangolare e quindi gli autovalori della
matrice sono gli elementi nella tua diagonale , ossia :

dl=0 e da= E-
Mea

• te k¥0 un autovalore è stabile , mentre l' altroè sera
→ il htteuea lineari azoto è semplicemente le noni
possiamo dedurre niente nel punto di equilibrio)

• te K= 0 allora di= 42=0 . Ho un autovalore doppio in 0.



ma=L e dobbiamo calcolare

mg = ma
- rank la -XII= ma- randa)

rana Laterano ( [9 f)1=1
→ mg--1

Dato che mas mg un'Alma linea rizzato è instabile ( ma non possodire niente nel punto di equilibrio)
-

(2) UN= detldti Al = dltffgd,e ¥j?) = d'thatI
• se k¥0 i coefficienti del polinomio caratteristico sono tutti

concordi e non numi
→ è verniciata la condizione necessaria e intridente per la
asintotica stabilità

→ µ attenta linearizzato è asintoticamente nobile e così
come l' equilibrio)
-

• te k=0 allora. 4 (di= 42 t 91C e 41,2 =III
→ la matrice A del sistema linearizzato ha due autovalori
complessi coniugati e quindi è semplicemente
( mentre non si può concludere niente nell' equilibrio)

(3) 4 ldkdetlttiat = dlt ( ( Ig,e %?)
= d'+ feat -£

• tanto ne è verificata la condizione necessaria e tuttimente
per l' ariatonica stabilità e quindi unitevia linearizzato è
instabile ( così come l' equilibrio)

• te ne0 allora 91d) = DI Gil ⇒ dai2= I fgle . il sistema
linearizzato ha quindi un autovalore stabile ed uno instabile
ed è quindi instabile ( con

-

come l' equilibrio) .


