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Teorem
a

della
risposta

in frequenza: enunciato
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Teorem
a della risposta in frequenza

Dato un sistem
a LTI asintoticam

ente stabile con fdT
G

(s) e ingresso

l’uscita di regim
e di tale sistem

a (in pratica dopo ta ≅5τ
dom

inante ) sarà

indipendentem
ente da x(0).

cost. di tem
po 

associata al polo 
più lento



DEIB –
Dipartim

ento di Elettronica, Inform
azione e Bioingegneria

Teorem
a della risposta in frequenza: esem

pio

�
Esem

pio:

�
U

tilizzando Heaviside:

�
U

tilizzando il teorem
a della risposta in frequenza si ottiene lo stesso risultato 

asintotico:

4

m
odo del sistem

a

y(t), t>=0
F

a regim
e
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Teorem
a della risposta in frequenza

�
O

sservazioni:

�
Il m

etodo di Heaviside perm
ette di calcolare l’espressione analitica dell’uscita valida 

per ogni t>=0. Com
prende SIA il transitorio SIA il valore di regim

e.

�
La soluzione calcolata con il teorem

a della risposta in frequenza converge a quella 
calcolata con Heaviside quando i transitori del sistem

a (che deve essere a.s.perché 
valga il teorem

a) si esauriscono.

�
La durata del transitorio è regolata dalla dinam

ica dom
inante del sistem

a, in questo 
caso:
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Teorem
a della risposta in frequenza

6

si vede com
e più ci i avvicina al tem

po di 
assestam

ento l'uscita del sistem
a 

coincide con quella a regim
e
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Teorem
a della risposta in frequenza

�
Cosa succede se si cam

biano i param
etri dell’ingresso (m

antenendo invariata la sua 
pulsazione)?

�
N

on è necessario ricalcolare la risposta ASIN
TO

TICA (quella com
pleta, sì).
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Teorem
a della risposta in frequenza

�
Esem

pio:

8

Confronto tra le due risposte asintotiche
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orzam
ento 

m
aggiore è il m

odulo della 
risposta in frequenza per ω

=ω
n

Æ
RISO

N
AN

ZA

Esem
pio

G
(s) con poli 

com
plessi

pulsazione di risonanza, il sistem
a 

viene particolarm
ente sollecitato a 

questa pulsazione e presenta un picco
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Visto che

risulta

se e solo se

cioè se e solo se G
(s)

ha zeri in 

Proprietà bloccante degli zeri 

()
(

)
()

(
)

(
)

(
)

0
0

0
0

arg
sin

0
,

sin
ω

ω
ω

ω
j

G
t

U
j

G
t
y

t
t

t
U

t
u

+
=

+∞
→

⇒
≥

=

()
0

=
+∞

→
t
y

t

(
)
0

0
=

ωj
G

0
ωj

s
±

=

R
e

Im0
ωj

+

0
ωj

− la proprietà degli zeri 
bloccanti può essere utile se 
vogliam

o elim
inare dei disturbi 

con pulsazione nota
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Esem
pio
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D
ove

siam
o
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il grafico (in realtà solo 1 punto 
in questo caso) è chiam

ato 
Spettro di am

piezza

il grafico (in realtà solo 1 
punto in questo caso) è 
chiam

ato Spettro di fase

rappresenta il 
contunuto 
arm

onico della 
sinusoide ossia 
am

piezza e fase
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Segnali e scom
posizione arm

onica

�
L’idea della teoria di Fourier è quella di rappresentare un generico segnale com

e una 
com

binazione lineare di funzioni sinusoidali.

�
Con analisi arm

onica di un segnale si intende, in questo contesto, caratterizzare il segnale 
originario secondo la teoria di Fourier
�

In pratica, si tratta di trovare i valori di m
odulo

e fase, funzioni della pulsazione 
considerata
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Introduzione

E’ data una funzione com
plessa fdella variabile reale t, definita su tutto l’asse t

Si assum
e che essa sia Periodica

di PeriodoT

Si definisce la Pulsazione
di fcom

e

Serie di Fourier 
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0
ωn

Coefficienti di Fourier

Spettro di Fourier

Lo spettro è Discreto

Serie di Fourier
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Sotto am
pie ipotesi

Spettro di Fourier

la singola sinusoide aveva 
un punto (sia in am

piezza 
che in fase) per un om

ega, 
m

entre il segnale periodico 
(som

m
a di sinusoidi, poichè 

vale il principio di sovrapp. 
degli effetti) è rappr. da uno 
spettro di am

piezze e fasi 
(viste le varie sinusoidi)

spettro di segnale (com
b.lin di sinusoidi) è il 

contenuto arm
onicico del segnle 
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C
ontenuto

di un segnale: le “arm
oniche”

i segnali 
sinusoidali base 
com

e i sen e i 
cos si dicono 
anche arm

oniche
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Spettro
di un segnale: prim

a idea

spettro am
piezza
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M
otivazioni: interazione

tra
segnalie sistem

i
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M
otivazioni: interazione

tra
segnalie sistem

i(2)
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Spettro
di am

piezza:esem
pio

1

funzione dii m
atlab >> fft

m
i scom

pone il segnale nelle sue 
com

ponenti arm
oniche
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Spettro
di am

piezza:esem
pio

1
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Spettro
di am

piezza:esem
pio

2



DEIB –
Dipartim

ento di Elettronica, Inform
azione e Bioingegneria

23

Spettro
di am

piezza:esem
pio

2
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Spettro
di am

piezza:confronto
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Spettro
di am

piezza:caratteristiche
deisegnali
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Spettro
di am

piezza:definizione
form

ale

le ipotesi sono quelle 
per cui esiste la serie di 
Fourier
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•
u(t) m
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•

u(t) periodico
•
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ultisinusoidale

27

caso base della risposta in frequenza è 
la singola sinusoide, m

a abbiam
o visto 

com
e i segnali possono essere rappr. 

com
e com

b. di tante sinusoidi
Possiam

o quindi com
binare il teorem

a 
della risposta in frequenza e il principio 
di sovrapposizione degli effetti

risposta in frequenza



DEIB –
Dipartim

ento di Elettronica, Inform
azione e Bioingegneria

28

∑
=

+
+

≅
Nk

k
k

k
k

k
j

G
t

U
j

G
t

y
1

))
(

arg
sin(

)
(

)(
ω

γ
ω

ω

1
ω

ω

U

*

Spettro di am
piezza di u(t)

Spettro di am
piezza di y(t)

2
ω *

3
ω *

4
ω * Spettro di am

piezza
Spettro di fase

1
ω

ω

Y

*
2

ω *
3

ω *
4

ω *

0
1

2
3

4
5

om
ega [rad/sec]

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

modulo rif

M
odulo rif

R.i..f. M
odulo

Estensioni del Th. r.i.f: Ingresso m
ultisinusoidale

28

schem
a 

concettuale
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Ingresso periodico
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Introduzione

E’ data una funzione com
plessa fdella variabile reale t, definita su tutto l’asse t

Trasform
ata di Fourier ()

+∞
<

<
∞

−
t

t
f

,
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Trasform
ata di Fourier in form

a esponenziale

Spettro di Fourier

Lo spettro è Continuo

N
otazione
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Antitrasform
ata

di Fourier in form
a esponenziale

La relazione
tra una funzione del tem

po e la sua trasform
ata di Fourier

è biunivoca! (com
e per traf. e antitr. Di Laplace)

Trasform
ata di Fourier ()

(
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=
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ω
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ω
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e
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F
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f
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j
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t
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Alm
eno nei punti in cui f

è continua e derivabile

com
e nel caso della traform

ata di Laplace prendiam
o 

una funzione nel tem
po e la trasform

iam
o in una 

funzione in un altro dom
inio
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Antitrasform
ata di Fourier in form

a trigonom
etrica

Se fè reale

e quindi

La funzione fè vista com
e som

m
a non num

erabile di Arm
oniche, cioè di funzioni 

elem
entari sinusoidali di pulsazione ω

reale, con am
piezza e fase dipendenti dallo 

spettro

Trasform
ata di Fourier 
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Spettro
discreto

e
spettro

continuo

36

il contenuto arm
onico sta tra om

ega=0 e 
om

ega=4, in pratica le arm
oniche "vivono" tra 

om
ega=0 fino a 4, poi non se ne vede più 

l'effetto
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Perché due trasform
ate?

Se fè nulla per tem
pi negativi sem

bra che si passi da una trasform
ata all’altra 

sem
plicem

ente ponendo

Ciò è vero solo se l’integrale di Laplace converge per             !

La classe dei segnali trasform
abili con Laplace

è più am
pia

della classe dei segnali trasform
abili con Fourier

Solo un segnale trasform
abile con Fourier

si può interpretare com
e

costituito dalla som
m

a di arm
oniche

Relazione tra le trasform
ate di Fourier e di Laplace

()
[

]
()

∫ +∞∞−

−
=

dt
et

f
t

f
t

jω
F

()
[

]
()

∫ +∞
−

=
0

dt
et

f
t

f
st

L

j
s

j
s

=
=

ω
ω

,

ωj
s
=

A favore di Laplace

A favore di Fourier

37 solo la teoria di Fourier ci 
perm

ette di analizzare i 
segnali in term

ini di 
com

ponenti arm
oniche
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Segnale m
ultisinusoidale
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piezza: riepilogo

38

Fourier 
trasform

abile
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Esem
pio

diricostruzione di un segnale com
e som

m
a di arm

oniche

�
Esem

pio 4

39

segnale periodico

spettro ampiezza

spettro fase

avendo un segnale u(t) e facendo 
su m

atlab >> fft(u)
otteniam

o i due spettri
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�
Esem

pio 4

�
Lo spettro del segnale risulta essere m

olto com
plesso (la rappresentazione in figura è 

parziale, poichè le com
ponenti arm

oniche sono non nulle anche a più alte frequenze).

�
Cosa succede se per descrivere il segnale si utilizzano solo alcune com

ponenti dello 
spettro?

40

Segnali generici
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Segnali generici

�
Esem

pio 4
�

Ricostruzione utilizzando solo le com
ponenti fino a 1Hz

41
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Segnali e scom
posizione arm

onica

�
Esem

pio 4
�

Ricostruzione utilizzando solo le com
ponenti fino a 5Hz
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Segnali e scom
posizione arm

onica

�
Esem

pio 4
�

Ricostruzione utilizzando solo le com
ponenti fino a 10Hz
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Segnali e scom
posizione arm

onica

�
Esem

pio 4
�

Ricostruzione utilizzando solo le com
ponenti fino a 50Hz

44
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Riassum
endo: andam

ento del segnale e suo spettro

45

zona che da tutto il segnale (si ferm
a a 

frequenze relativam
ente basse)

frequenze m
olto alte che danno 

l'effetto nervoso del segnale
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Banda di un segnale

46

banda concentrata 
nell'intervallo tra 0 e 3
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Banda di un segnale
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Segnali, sistem
i e spettri
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Il problem
a

del«filtraggio»
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nel segnale di uscite 
non com

paiono 
"nuove" arm

oniche 
(perchè il sistem

a è 
LTI)non può essere più grande poichè 

non com
paiono nuove arm

oniche
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e un segnale viene «m

odificato» da un sistem
a
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Per studiarlo dobbiam
o im

parare a dare 
una rappresentazione della risposta in 

frequenza associata alla FdT
del sistem

a in 
term

ini di m
odulo e fase!

Vediam
o com

e si tracciano i
D

IAG
RAM

M
I D

I BO
D

E

vogliam
o im

parare a capire com
e il sistem

a influisce sul segnale di 
ingresso e a causare una certa uscita (ricavando i grafici sotto)


