


Esercizio 1 : sistema non- lineare
si consideri il seguente sistema :

itti = lxlttls- 3×2Htt31XHII - alt )

(1) Determinare i punti di equilibrio associati a attiene 1, tzo

Per individuare i punti di equilibrio dobbiamo imporre :

I ltteo → IIIE 3573kt-ù= 0

→ Dobbiamo risolvere l' equazione di 30 grado :

IIP- 372+31×7-1=0

TI 3×-2+35-1=0 se fa o (a){
-II 372-35-1=0 se Eco ( b)

(a) Ts-37237-1=0 → (T-1)Io ⇒ I=L
Il punto di equilibrio è 11,1)

(b) -I? 352 SI-1=0 → - ( II 35735111=0
- ( It1)3=0 ⇒ te-1

Il punto di equilibrio è C-1.11
→ Dato l' ingresso costante a- =1, il sistema ha 2 equilibrio-

succede dato che

ce n'trema è NL

(2) studiare la stabilità dei punti di equilibrio
si considera in questo caso il materna linearizzato nell' intorno dell'
equilibrio :

flxiut e lxlttl? 3×2It) + 31×1+11 -uil, = { × ± 3×2Htt 3XHI -Ulf) xltizo

*Itis- 3×4ti -3Xlt) - U It) xlttco

Per II.Il = (1,11 → A= af¥#↳è, 3×-2_ 6ft3=0

B= 8ftXiv) = - 1
In tutti

→ fitti= - tutti



Per CXTUT = I-1,11→ A = 2f¥#¥
,
è -3×-2-6×-3=0

B = 2ftXiv) = - 1Intuiti
→ Little - tutti

in entrambi i cari non potro concludere nella stabilità degli equilibri
a partire dal rotellea linearizzato .

(4) studiare la stabilità dei punti di equilibrio per via grafica
la

patentata
è negativa⇒ × decresce

, Nitti i flxiù)
1 I

| I

| i → derivata positiva
| ⇒ × cresce→È¥¥→#

| •

|
- E I

punti di equilibrio| ' [
la derivata è negativa ⇒ x decretoderivata

positiva ⇒ x crescente

ti vede che
,
se siamo nell' intorno del punto I-1,1), ci avviciniamo

al punto di equilibrio→ l' equilibrio è AMNIOTICAMENTE STABILE

si vede che , te siamo nell
' intorno del punto 11,11 , ci allontaniamo

dal punto di equilibrio → l'equilibrio è INSTABILE



Esercizio2 : movimento forzato e stabilità
si consideri il seguente sistema :

in Itt = - 2Xelttt 2×2 It) tutti{ rialti = -Haiti
in classificare untrema
• stato bi-dimensionale→ sistema di ordine2
• equazioni lineari → sistema lineare
• un sodo input → sistema tinga- input
• output non definito
• evoluzione dello stato descritto da equazioni differentidi→
sistema dinamico

• coefficienti costanti nel tempo→ sistema tempo - invariante

121 studiare la stabilità del sistema
Dato che il sistema è LTI la stabilità può essere studiata
valutando gli autovalori della matrice A, che in questo caso è
uguale a: a= [} Il notabene : IIII fare !
calcoliamo gli autovalori di A , trovando le radici del polinomio
caratteristico :

datiAi A) = dea ( [ DE f) = ldt2) ( it"
Gli autonomi della matrice A sono quindi : rotta che gli autovalori
* di = -2 sono gli elementi nona
* da = - 4 diagonale
→ Gli autovalori sono reati negativi →n sistema è AMNIOTICAMENTE

STABILE
Nota che i modi del tirchia dono e-2T

,
e-ut (e la risposta del

httuna è data da una loro combinazione

(3) Determinare il movimento dello stato con NOI = IO, 03T e ulti = et, tzo.
Dobbiamo trovare sia µ movimento LIBERO e FORZATO del rintana .

Potremmo risolvere calcolando l'esponenziale di matrice, ma come visto

prima la matrice A è triangolare .
→ possiamo utilizzare questa caratteristica per risolvere il
sistema in CASCATA



ti noti che Xzltt evolve indipendentemente da Xrlh, mentre alti
evolve dipender tenente da xzlh e ulti . Potro rappresentare grafica=
mente µ tiMena in questo modo :

izh=-ù⑦→iH=-2*Ht¥ÌÌI.*,
Possiamo risolvere prima :

rialti e - 4×2It)→è un sistema del 1° ordine
senza input con la = - 4

→ la risposta di questa parte del sistema è esclusivamente la
RISPOSTA UBERA

Utilizzando le formule di Lagrange : Xzltt e Xzoe-ht = 0 (data la
condizione iniziale )

Dato Xzltt
, possiamo calcolare la risposta della prima componente

dello stato
.

ti noti che :
ietti = -2×1HttZXalti tutti
-
Xdti e miti sono noti , quindi porto
no essere visti come due ingressi
(uno esogeno e l' altro endogeno)

colti = 2×2ltttutti → Kettle -2KITL twitt → sistema del 1° ordine
usando le formule di Lagrange a ottiene : con A= -2 e 13=1

Xiltt = e-2that {te-2"-e' voltidi =
= e-2Tho t ! te-2k-t'zxzltidtt!È?"-t'nitide =
= e

-at Hot { te -alt 'zèhtxzodt toste-alt-t'ultiat
riparo
dalle condizioni iniziali e dai
modi del ti d- cena)

si noti che e-2TXeot{È-2"-t'2èutxzodt=O dato che × lo' e [0,03?
Quindi :

×, = oste-2 It-Et etde = e- stftestdt=
=

[
at
[ est-1) = che-2T

3



xeit, =attinto
della forzante

①contributo del modo del
3 sistema

ti noti che : line Xzltt = O
e-→cs

line Xilti = line e 2T
=•

+→ co tosco 3

→ la risposta del sistema diverge anche se il sistema è stabile
per effetto della forzante divergente→ la definizione di stabia
lità ci permette di ottenere una caratterizzazione asintotica
del dolo metto libero

.

141 Determinare ilmovimento dello stato con XIOI e TO,0J e alti e 1
,
tzo

Xsltt non è modificato dalla forzante e
,
dato che le condizioni

iniziali sono le strette del punto precedente, abbiamo :

Xzlti = 0 ft

Per trovare Xilh dobbiamo comunque risolvere :

xelh = è¥t!È? 'ftaèutxzodtt !È2kt'nitideO

per le condizioni iniziali considerate

→ xelt) = ! te-2kt'nitide =!te-2"-t'at = e-rt [ èez) =
= La-2T

2

se in questo caso calcoliamo fin Xrltt abbiamo

fi 1¥
-2T
= 12 ( l' input è costante e non

più divergente)

ti noti che per a-=1 , ti ha che :

-251+252 tu=O → { te= 42{
-aereo Ia = o

→ Per tsos il sistema tende all' equilibrio corrispondente all'
ingresso costante et-1 .



Esercizio 3 : movimento libero e stabilità
ti consideri il seguente sistema :

Il Lt) = - 2×1It) tJXalti tutti
x.21h = 3×21tl tutti{
yltl = Xi ltlt Xalt)

(1) matti tirare un'A-cena
• stato bi-dimensionale→ sistema di ordine2
• equazioni lineari → sistema lineare
• un sodo input → sistema tinga- input sito
• un solo output→ ritiene single - output

}
• evoluzione dello stato descritto da equazioni differentidi→
sistema dinamico

• coefficienti costanti nel tempo→ sistema tempo - invariante
• non ho dipendenza diretta dall' input nell' equazione di uscita
→ materna strettamente proprio

a = [I §) Bef? ) e = TI 1 ] D=o

-
la matrice A è triangolare !

(2) Studiare la stabilità del rintana
la stabilità ti studia a partire dalla matrice A , ed in particolare
dai suoi detonatori .
Troviamo quindi gli auto valori di A risolvendo :

detti - A) = det ( [ ¥2 d) = o
→( dt2) (d-3) =o → di = -2 stabile modo associato : e-at

↳ d2=3 instabile modo atroci ato : est

Dato che esiste di
,
i-1,2, tale che Rel di) so ⇒ il sistema è

INSTABILE .

(2) Determinare il movimento libero dello stato con xloi= [1,0It.
Utilizzando le formule di Lagrange potrei calcolare le navi =mento libero come :

Htt = EATXO
,

ma A è triangolare→ conviene risolverlo a cascata



X.etti = -2×1Htt3×2 It)per ingresso nullo abbiamo : { ietti = +3×2It)
(1) Risolvo izltl =3Xzlt) ( sistema del 1° ordine con a =3 )

→ xzlh = estero con Lagrange ⇒condizioni iniziali"
It'⇒

(2) vendendo Xzltt come un input lxalh e tutti) risolvo :

il the -2×1 ltltsutlt) sistema del 1° ordine con
A-= - 2 e D= 3

→ xpIt) = E
-2that Èrlt -t'nitide =

t -

Lagrange fa comunque parte della risposta libera
dato che urti è legato alle condizioniiniziali del sistema

= e-
2tuo +3! te-2kt)Xzo estde =

= e
-2T
HO t 3Xzoétftèstdt =

= e-2T xeot 3×20 e
-rtf est) =

= e
-2T
Xeot {Xzo e

'st
_ ¥ xroèzt § e-2T

per le
condizioni
iniziali date

se calcoliamo :

line Xelti = line e -2T = 0 Xzltt= 0 to
t→ co ta co

Nonostante n tiltcura pia instabile la risposta libera si esaurisce
dopo un transitorio iniziale .
→ questo dipende dal fatto che non vedo µ modo instabile vista
la scelta della condizione iniziale ! la stabilità è invece
definita per qualsiasi condizione iniziale .

Xo= [§) → Xsltkpèst alti = la-§pie
-zttjzpet~

diverge _
diverge

→ pelo il comportamento è quello che ci aspettiamo da un



n' sterna instabile
→ 13=0 allora non tiamo in grado di vedere il modo instabile
nella risposta (perché non lo eccitiamo)

esercizio 4 : stabilità : sistema non - lineare
ti consideri il seguente sistema :

x.1 It) =Xelttt aHaiti - il t Xdlti tutti - 2{ È 't'tutti

111 classificare il sistema
• stato bi-dimensionale→ sistema di ordine2
• nonlinearità nella prima equazione della dinamica→ sistema non lineare
• un sodo input → sistema single- input sito
• un solo output→ ritiene single - output

}
• evoluzione dello stato descritto da equazioni differentidi→
sistema dinamico

• coefficienti costanti nel tempo→ sistema tempo - invariante
• non ho dipendenza diretta dall' input nell' equazione di uscita
→ materna strettamente proprio

Nata bene : la costante -2 nella prima equazione della dinamica può
essere vista come un secondo ingresso costante o portiamo
definire un secondo ingresso miti= Ulti -2
→ l' ingresso esterno è comunque 1 , quindi il sistema è
comunque sito

(2) studiare la stabilità del punto di equilibrio associato a ulti at=2,
teo

cerchiamo in primo luogo a punto di equilibrio :

IL - a (J2- 1)+Iitu-2=0{ -272 tu = 0 -l' ingresso di equilibrio compensa
la cottante

{ It - XXI + atta 2 =O2×-2 = tt → 72 = 1

→ Il = tanta - a-Fa ' = d-d-1 = -1



per a- = 2 lo stato di equilibrio è : te f-{]
Per thediate la stabilità dobbiamo linea rizzare il sistema nell '
intorno del punto di equilibrio trovato, ossia :

fitti = Afxlttt Btutti{ fylh = ctxltttdtutti
ti noti

,
in primo luogo , che l' equazione di uscita è lineare nello

stato ed indipendente dall' uscita . Quindi :

Ce [1 O] D=0

Guardando le equazioni della dinamica dello stato ti ha
inoltre che :

[ la prima equatore della dinamica è lineare in XIentrambe le equazioni sono lineari in tilt)

B = afa (Xiv )(÷ ))
» ,

con I ti-" tanti tutti - a
afa IX,U)

ahhh = 1 a = 1 → Be [{)su

*fai a &; li
'IIII: a;)

at at -
ah 2×2 la matrice è triangolare

Per studiare la stabilità dell' equilibrio calcoliamo gli autovalori
della matrice A del attenta linearizzato .

calcoliamo quindi : instabile

( d- it (Ita) →
di = 1

dettatiAI = det ( [ "È -

¥? )) = →da = -2
stabile

→Data la presenza dell'autovalore in 1 l' equilibrio è instabile !


