
Eteratio1 : sviluppo di Heaven'de
A partire dalla funzione razionale FLH , con

FIH = botmtbitm.tt . . . tbm
Intatta

trovare la corrispondente puntione fltt nel dominio del tempo te :
111 FIN ha poli reati distinti
111 trovare l' antitrasformata di FIH =

Itt2)Ht5)

(2) FIH ha poli reati multipli
(2) calcolare l' antitrattarinata di FIH =2-

(this(ft21
(3) FIH ha poli complessi
(3) calcolare l' antitrasformata di flirt = 1-0

(ttlllHthtt131
(4) FIN è propria
(4) calcolare l' antitrattarinata di FIH = E

tt5

111 DIN = IttPetit tpzi . - - Itt Pm pitpatita , i.7 -1, . . . , n

In questo caso possiamo provare che FIH può essere scomposta come la
combinazione lineare di trentini razionali in t più semplici ed, in particolare,
come :

Fin = jet ftp.t . . . tfff = isfpi
Dato che d-' [ f) = scatti e che d-

'[fa) = eattcalh , portiamodirettamentetrovare l' antitrasformata di FILI come :

Htt = fai e-Pitscatti
applicando 2 proprietà della tratornata di Laplace :
(1) linearità e 121 Ltcfltt] =CFIt )

Per trovare FIH dobbiamo calcolare i coefficienti di, i=1. . . . , n . Per farlo ,
porto semplicemente imporre :

fittizie ¥7, → iai !!! 'strano#i :*
→ È,

"di [È? lftpgi) =Nidi
yti

significa che n=m



(1) FIN =
(tt2)Ht5)

usando la regola vista precedentemente :

Ì÷ = Fatte
→ dilft 5)t 221 tt2) = t-10
→ (dita2) s t 5dit 202 = d -10

Affinché l' uguaglianza sia verificata :

Mtda = 1 (a){ 5Mt 2oz = -10 (b)

(a) 21=1-22
(b) → 5 - 522 t2oz = -lo → - 322 = -15→a
→a
FIN può quindi essere riscritta equivalentemente come :

Flh = j÷ + ¥+5
Usando le trasformate note e le proprietà della trasformata di Laplace
( linearità

,
ritardo nel dominio di Laplace) si ottiene :

Htt =L -'TFHD = d-' f-¥2 +¥j)= -4è
'ttsèt

(2) DIH = ( TN) (tt21 . . . ( ttpith. . . I ttpn-n) n>1
( sto considerando il lato di un palo con con molteplicità
ripetitore ad uno ma il ragionamento ti estende anche al
caso in cui ti abbiano più poli con molteplicità maggiore di 1 )

in questo caso scomponiamo tempre FIN in una rovina di funzioni
razionali in t più semplici , in particolare :

""=
,#è ftp.t - - - t

, pif et - - - è - - it
,II.n,
-
i termini relativi al polo a molteplicità

K ri anti trasformano come dithe the-pit
,
h=0,4 . . .

,
K-1



(2) FIN =2-
(this(ft21

Usando la regola vista precedentemente ti ha :

conta =È + iI tiff,
→ LiltMY tt2) t22 (ft2) te3181112=2
→ 21 (Ht 3ft2) t.dz/tt2Itd3lf2t2ttl ) = 2
→ (att23112t ( 3Mt22 +223)t t 201t 222 t03 = 2

Affinchè la relazione precedente sia soddisfatta :

Ht22 = O (a)
301ttzt223 = O (b){
221 t222tas= 2 ( c)

(a) di= - X2
(b) → - 3oz test223=0 → - 2kt 243=0 → ag =22
(c) = - 222+222 tda= 2 → 22=20
→ µ3=2eh=
Possiamo quindi riscrivere i

Fine II, +¥,è¥»
Usando trasformate note e le proprietà della trasformata di Laplace
( linearità, ritardo neldominio di Laplace , derivata nel dominio di
Laplace) otteniamo :

Htt = d-' EFHD =L' f-%, ,:&, a + ¥2) = -2ètt2te
-tt 2e-2T

(3) DI d) = I ttpt) - - . Ittotpw) ( tto-7W) . - - I ttpn-21
( considero FIN con una sola coppia di poli completati coniugati
ma il ragionamento seguente è attendibile anche quando ti
hanno più pali complessi coniugati )

Anche in questo caro scomponiamo la FIN in una somma di funzioni



razionali più semplici :

Fit) =d- t . . . tBÈ t . . . ttnittp1 ( t.io/2tw2 ( ttpn-2)
-

ti noti che in base alle proprietà della trasformata
(ttotfwilt.to-fuit = di Laplace e considerando quelle che
= fztozt20ft wa = sono trattarmelo note abbiamo :
= lttoiztw2 d-' [, ) = e-ottinlwt) e} quello chei vogliamo

d-i [w_ e-et sfruttar
(tortura) = cotlwt)

(3) Flirt = 1-0
(ttllldtlett131

cerchiamo le radici di d'tutti per poter scomporreFIN. quindi :

t'tutt 13=0 → 4,2 = - UIÈ -2T
g-

= - 73

FLH =# rispetto a quanto scritto prima abbiamo
( th) ( ft21-73118+2-231 detto prima : a-= 2 ew=3

100
= 21
- ⇒

t Batte
(th ) It'that13) (H2)79

→ 2114212 +di9 tlptttllttt) -100
→ del fzt lett 4) the t 1382tlpttlttt -100
→ (ott B) t' t ( 421 t Btp If t aiuta19 tt e-100
→ (art B) d' t 1421 tBtt )t t 13Htt = 100

Affinché la relazione precedente riatoddittalta devono valere le seguenti
condizioni :

01+13=0 (a)
421713treo (b){ 1301ft-100 lei

(a) di= - p
(b) → - UPTB = -r → f- 313
(c) → -1313+313=100 → -1013=100 ⇒p
→ armerei



Fitte le _ fosfatasi = ¥ . 101ft =

( Ita ) ( H2 ) ? +9

= 1¥ . tolto . 10 1-(thist9 (ft2)49
=

= ¥ -
ho

- Fiatata
fltt = d-'TFIH] = toe -t scatti -[10e-2T finisti e

-2T coristi) scatti

141 m = h
la FIH ti tampone in funzioni razionali più semplici , ma nella
scomposizione ti ha un termine costante .
Esempio i poli distinti ) DAI = lttpiilttpai . . . (

ftp.nipi-tpg.fi#zFttt=fIfiptiTtIz-itpoI=poimp'
ti

(4) FINE dI
tt5

III. = te → III. ff¥
atpsrt 135 = tt2→ pttatp5=21-2

Attinchi l' uguaglianza precedente sia verificata :

13=1{ atp5=2 → a- 2-5=-3

→ fine -3-+1
ft5

f-Al =L -'[fitte -3ètttcaltttimpltt
Esercizio 2
Dato unAlma

Kettle -Xelh tutti
izltt = -Xzltttqulti{
ylh = xelhtxzlh

calcolare il movimento dell' uscita per NOI = [{) e ulti = e
-st

,
tzo .



contideviamo un generico rinculo lineare tempo - invariante :

ritti = AXHITBUIH{ yltt = CXIH tutti
Applicando le proprietà della trasformata di Laplace :

8kt ) -XIOI= AXlttt Butti{ giri = cxltltdult'
→ (ft-A) XIH = XIOITBU It ){ gin = CXIHTDUIH
la relazione tra stato e uscita e stato e condizione iniziale è :

Xltl = ( tI-A) -t XIOtt (DI-Al -1Bullo )

→ lfltt = [CHI-A) -'BtDI Ulti tutt- At -i XIOI-
risposta forzata riporta libera

sfruttiamo questa definizione di yen e la applichiamo al mittente .

A- f-f ?) Beffa } ⇐ [ 1 13 D=o

ix. argon g.)→ ' tra"¥, [I %) ' l'%" %.)
•notificherà izaixioi-tesqynq.IE?=tiitlYII--En
Risposta forzata :

yflti = CHI-AIButteri ttf %)[f)ultkff Un
-

Dato che UN =L[e-3T ) = 1 ho due autovalori
tt3 coincidenti , ma ne

→ yflt) = 1-0 vedo solo uno.
181111431



yltl-yeltltyflhd-yltt-yeltttyflttyeltt-L-ifjf.se-'scatti

fatte d-' [%→ ,) = d-
'

[tfjf-ke-ttaae-stsacaihdldtsltd.lt/1l=lO
(ditdzlft 32142 = lo

atto =O → di= - da{ 361 taz = io → - 3221-22=10
- 2oz = IO

X2 = -5

→ gfltt-fe-t.se -stracotti
⇒ yltt-3e-tfcalht5e-ttcalh-5e-sttcaltte-8e-ttcattt.se-sttcalti

.


