


si consideri un'Aetna dinamico riportato nella
figura sottostante .

M = matta [kg]
ta

e- Linate:L:L:L:S.
il '/ M [ne]

' a
a = angolo tra l' atto e la

1 verticale trad]Ing ta= forza di attrito [ NI
u= azione portante IN]

Nell' ipotesi che la massa dell' atta a cui è sospesa la matta
sia trascurabile

,
il momento di inerzia del pendolo e

dato da J= Me? ti nipporiga che il termine di dirti patione
ta n'a proporzionale alla velocità angolare del pendolo,
attia

tutti = KÀHI .

l' equazione che descrive la dinamica del pendolo è :

JÀHK - Mgl schiatti) -KÀHI tutti
oggia Me2ÀH = - Mgltenlatttl - KÀHI tutti
si noti che questa equazione dipende sia dalla velocità che
dall' accelerazione angolare .
Per ottenereun modello in patio di stato dobbiamo in
primo luogo scegliere il vettore di stato . vista la dipendentedell' equazione della dinamica da Ètti e Alti una
porti bile tolta è :

xlh = fatti ]ÀIH
sulla base di questa scelta, l' equatore della dinamica puo '
essere esplicitamente riscritta come tantione dello stato
come tequila d = .mge senlxelhl -KX2kt tutti 1



Isolando la derivata ti ottiene :

seconda eq . Kettle-£ten (xeltttmkaxzltt tuttidella dinamica mea

per come è stato definito lo stato ti ha inoltre che ietti⇒alti .
quindi , nell' ipotesi di riuscire a misurare alti, le iequ azioni
della dinamica del atterra tono :

ietti =Xzlh

/ ; III""" ittita
ti noti che il sistema è non lineare data la dipendenza dal
senlxelth della seconda equazione della dinamica ( come
evidenziato di seguito ) .

ietti =Xzlh

{ ietti = -fftenlxdth fatti tua
fitta Xeltt

iltt = flxltl ,Ulti)il nytema è quindi descritto come : {
yit, = glxlthulhl

dove f : IR
'XIR→ IR' con fatti ,Ulth= ffilxlttuttiifalliti ,ulti)

fa lxlthulhl =Xzlh ) derivate dalle→
fa (XIH ,Ultll = -effeminati-tutti tutti equazioni di alternaMlr

→ iglxltt ,Ulhl = glxlttt = Xiltt

Nell' ipotesi che AETO.tt] , cerchiamo adesso gli equilibri del
sistema

,
otria quelle coppie it ,Et tali per cui :

f-LI,ut ) = 0
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Per trovare questi punti dobbiamo risolvere un'Acura :

{ È → { FÉIN Frà
Vediamo quindi che la seconda componente dello stato di
equilibrio è sempre nulla ( velocità nulla ), mentre la
prima componente dello stato di equilibrio dipende da
te ed è tra tanti one dell' equazione trigonometrica :

-[sentiti +festa → te = arcieri ( jg )
si noti che una volta calcolataTs , siamo anche a conoscenza
dell' uscita di equilibrio . Infatti nella base delle equazioni
della dinamica

yltt = Xilt)
e quindi f-XT .
consideriamo tre casi specifici per la scelta di te .
• caso hai → a-=Mgl
In questo caso : ti = arctenl1)=TI2

quindi il punto di equilibrio è dato da IXTUT ) ,Mgl)
il pendolo è parallelo al nido in quanto tu dietro agisce una
forza esterna che compensa l' effetto della forza Peto .

• capo (b) → a-=O

in questo caso dobbiamo risolvere : Il = arcieri (0) .

Dato che A E [0,tt] , questa equazione ammette due soluzioni .
Nello specifico :
( bit ti = o → latini = ( [ g) , 0)
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( bz) IL= tt → IIII = ( ft) , 0 )
ti noti che entrambi i punti di equilibrio T dei cari (bi ) e lbz)
sono ottenuti quando la portante è nulla . Ma :
• ( b1 ) il pendolo è verticale con la matta rivolta verso il batto
→ per piccole perturbazioni mi aspetto di rimanere comunque
vicina al punto di equilibrio e ( per effetto dell' attrito)
di ritornarci l equilibrio stabile )

• ( b2) il pendolo è verticale con la matta rivolta verso l' alto
→ per piccole perturbazioni mi allontano dal punto di
equilibrio e idata l' argentodi ingresso ) mi aspetto di non
tornarci l equilibrio instabile)

Nonostante siano ottenuti per la ttetaaù i due equilibri hanno
caratteristiche diverse .

cerchiamo ora i sistemi linearitzati negli interni dei punti di
equilibrio trovati ( che sono una approssimazione del sistema
nonlineare di partenza nell' intorno del punto di equilibrio)

matematicamente un'nemica linearizzato è definito come :

fitti = Afxttttbtutti{ sylh = Csxhtt Dtutti
con : fxltt = Xltt -T

,
tutti = Ulti -tt e fyltt= yltt - g- e

A = f- 7ft (Xiu) 2fili ,U)

⇒÷!!!!: Il:*
c-- e agIi . M¥7! = 'hai ,
Guardando il hittema si vede che g non dipende da n→ D= O in qualsiasi caso in rittema è strettamente
proprio) agli = 2 Il = O

au

Guardando l' equazione di uscita 4



yltt =XIHI
ti nota che questa è già lineare nello stato . quindi non è
necessario calcolare c come da definizione ma portiamodirettamentedire :

c= [ 1 O ]

Guardando le equazioni della dinamica dello stato , ti nota
inoltre che tali equazioni dipendono linearmente dall'
ingresso . siamo quindi in grado di ricavare B come :

Be [§,mea) afigli =0 dato che ietti =Xdti{a =Lestat che ialtk-fsenlxdthjfzfdhtpff.tt
Dobbiamo solo trovare la matrice A. ti noti anche in questo
caso che alcuni elementi sono comuni a tutte le matrici

.

Infatti :
2ft = 0
2×1

È = 1 } indipendentemente dal2×2 valore dell' equilibrio
2ft = -E
2×2 Me2

l' elemento in posizioneA = [ % Igea) (2,1, varia al variare dell'
equilibrio

infatti : a e -Icornetti)

Piattini Hotel ftp.mge) → * f : tuned
•canini ttiùte ( [ f) io )→ a- [ Ig Igea)
• caro Iba) ltiùte ( III. 0 ) → * [¥ Inge? 5



I modelli linearitirati ottenuti sono quindi :
• con la '

siete f ? E) txtf ?) '""{ agiti = [1 07%Ai
• caso (bl)

fitti = ffg.fi,µe) txltttf ?} tutti{
fylh = [ 1 OIJHtt

• caso (b2)

tilt" [ §,e %,me,} txtttt [f) tutti{
fylh = [ 1 03 txttt

ti noti che il caso (bi ) e lbz) ( nonostante ù= O per entrambi )
hanno caratteristichedi . In particolare tono diverte le
matrici E del sistema linearitzato . ( intuitivamente , questa
differenza è legata alle diverse caratteristiche degli EQUILIBRI
in termini di stabilità!
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