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Esercizio 1
Si consideri il seguente sistema:

8
><

>:

ẋ1(t) = 2x1(t) + 3x2(t) (1 + ↵x2(t)) + u(t), ↵ 2 R

ẋ2(t) = �x1(t) + x2(t)

y(t) = x1(t) + 3u(t)

1.1. Classificare il sistema (in particolare per ↵ = 0 e ↵ 6= 0)

1.2. Scrivere il sistema in forma di stato per ↵ = 0

Esercizio 2
Si consideri il seguente sistema elettrico

R

Cv
vR

vC

2.1. Derivare (e classificare) il modello in forma di stato

2.2. Determinare il movimento forzato dello stato e dell’uscita per u(t) = 18t

2.3. Cosa succede se x(0) = x0 6= 0 e u(t) = 18t?

2.4. Cosa succede se x(0) = 1 e u(t) = 18t?

Esercizio 3
Si consideri il seguente sistema meccanico:

1
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m
FFa

s, _s,s̈

Per ipotesi, la forza di attrito Fa(t) = ↵ṡ(t) (attrito viscoso, proporzionale alla velocitÃă)

3.1. Derivare (e classificare) il modello in forma di stato

3.2. Posto ↵ = 3 e m = 1, calcolare il movimento libero dello stato e dell’uscita con condizione iniziale
generica x(0) = [x10, x20]T

3.3. Determinare il movimento forzato dello stato e dell’uscita per u(t) = ū 8t

3.4. Determinare la risposta complessiva del sistema (stato e uscita) per u(t) = ū 8t e x(0) = [x10, x20]T

Esercizio 4
Si consideri il seguente sistema:

8
><

>:

ẋ1(t) = �x1(t) + 2x2(t) + u(t)

ẋ2(t) = �4x1(t) + 5x2(t)

y(t) = x1(t) + x2(t)

4.1. Classificare il sistema

4.2. Determinare il movimento libero associato al generico stato iniziale x(0) = [x10, x20]T

4.3. Studiare la risposta libera quando lo stato iniziale appartiene a uno degli autovettori

4.4. Determinare la risposta libera per x(0) = [2, 1]T
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Esercizio 1 : classificazione e torna di stato
ti consideri il sistema

in Itt = 2×1Htt3×2It)httXalht tutti , LE IR
Kettle -htt) tutti{ ylh = Xrlttt 3letti

11 ciampicare un'sterna ( in particolare per 0=0 e a#0 )

• Dato che lo stato Xltt = [% )→ l' ordine del attenta è 2
I indipendentemente dal
valore di a)

• indipendentemente da a , il sistema ha un polo ingresso ulti ed
una tana utcita yltt (non avendo dipendente vettoriali)
→ µ n'Hana è sito
• Dato che l' equazione di uscita fitta Xilttt3nA) dipende
esplicitamente dall' ingresso→ il niacina è proprio( n .b . yltt = of IXHI .Ulti)

• Dato che a è una costante i cori come tutti gli altri continenti )
→µ n'Acura è tempo - invariante

NB Il ritterna conti durato è dinamico (anche te sappiamo ulti ,
tenta ulteriori informazioni non tiamo in grado di determinare
YHN

ietti = 2×1Htt 3Xzltt tuttise : . * o fig : È
• tutte le equazioni del titanio sono lineari
→ il sistema è lineare

• del 0 { ietti = 2×1 lh +3Xalttt3aXstltt tutti , de IRizlt) = -41 It) txz It)
in

fitte Xilh t3Ulti
• per la presenza del termine non-lineare nella prima agnati?
ne → µ nanna è non lineare

2) scrivere il Ntteuea in forma di stato per 0=0



in Itt =2hHtt3×2 It)tutti
i21h e -Xdti tXzIt){
ylh = xilht suit)

Dobbiamo trovare le matrici : AEIR2×2
,
Be IRZX '

CE IR'", D E IR
"'

A- [I §) , Be [ }) , ce [1 07 , D= 3
(soffermandomi nella tortura delle singole ed evidenziando
le varie dipendenze)
→ DFO caratteristica di qualsiasi sistema
proprio 1 non in tanto stretto)

Esercizio 2 : circuito RC
ti consideri il seguente sistema elettricoRTANI + va+ -

o 0 or c .
- il

1) Derivare e datti ti corre il modello in forma
di stato

ti noti che iriti= iclh dato che condensatore e
resistenza sono in serie

Per la legge di Kirchhoff alle maglie :
ulti - ORHI -leciti =O
-
è un segnale che diamo dall' esterno
per forzare il circuito ⇒ alti =htt !

In base alla legge di drum : orthe RIR It) = Rich)
luna base della relazione costitutiva del condensatore :

icltl = cateti
dt

Per sostituzione ti ha quindi :
ulti - RCdocet) - volti = 0

dt
e isolando la derivata si ottiene RCdetti = - vatti tutti

dt



e quindi dètte -lo# +tutti
RC at RC
-

è l'unica derivata } questo ci da un ruggeripresente nel modello mento luna scelta della
variabile di stato

Xltt = vcltt Nota: quando ho condensatori c e induHante L lo stato
per conventione ha come stati : le correnti di

induttore e le tensioni ai capi dei condensatori

l' equazione ( con la nuova definizione di stato 1 diventa :

iltl= - xlttt I altiÈ Ec

Arrivando di essere in grado di minirate la tensione ai capi
del condensatore il modello in spazio di stato " completo

" del
sistema è:

+lei =#It' tfault'{
yltt = × It) ( tenendo conto della definizione di

output considerata

→ XIH EIR in quanto lo stato è dato solo dalla tensione ai capi
del condensatore → il ritenerne è del 1°ordine

→ ulti e IR dato che l' unico ingresso è la tensione generata
dal generatore il sistema è

yltt e IR in quanto coincide con lo stato } sito
→ Non ci sono nonlinearità nelle equazioni di stato e di uscita
→ un'Acura è lineare

→ Dato che la resilienza Reina capacità C non cambiano
valore nel tempo→ n Attenta è tempo - invariante

→ Non ti ha dipendenza diretta della gola n→ il sistema è
strettamente proprio

cerchiamo quindi le matrici A , B , ceD del sistema LM-

sapendo già che sono scalari
→ Dato che il sistema è strettamente proprio D=D= 0
→ A= a= - foco (dato che R , e per il loro significatofin co sono pontine e supponiamo non nutre )
→ B= fa> 0 , ce 1 .



2) Determinare ilmovimento forzato dello stato e dell' uscita
per ulti= 1 ft

Richiamo di teoria : dato che il listeria è lineare portiamo usare
le formule di Lagrange
Xflti = ftealt-t'Butti dt
getti = EXFHITDUIH = C!ÈAlt-ti Buttidtt+ DUH)

a= -fa , be fa i It'rigdnifica che una volta trovato XFHI
noi sappiamo già getti

xeih =!È
-È"-"

feat = è tetrarca;
= e
-È[ e Ècyot = perdoniturione

= 1 - e
-È

= getti
ti noti che :
• line XFIH = 1= Ulti → con il tempo la tensione ai

+→ +a capi del condensatore
tende alla portante

• difetti = tre
-È→ la pendenza iniziale della risposta è

£ ( che corrisponde al valore attonito
di a)

• più faè grande più è veloce la convergenza al valoredi input ( più è veloce la carica del
condensatore ) → se definiamo teRC come la costante
di tempo caratteristica del circuito, più è grande talecostante più è lenta la risposta del circuito, e quindi
il tuo transitorio .

•-¥ è l' autovalore della
" matrice "a



portiamo quindi rappresentare in modo approssimato la
risposta come segue .

4¥ YRC

te
-XFIt)

O

3) Cosa truccate se × lol f XO e ulti = 1 Ht ?

In questo caso dobbiamo considerare anche la risposta libera del
sistema

xeltt = xoeatexoe-ÈÈ → gettie xelh

Dato che il sistema è lineare possiamo applicare il principio
di sovrapposizione degli effetti , e quindi :

× the Xlhtt XF It)
→ Xlti = Xo e

-Lett C1 - e-
t'Rc ) =

= Ixo- I ) e
-Éctt 1
-

ho una dipendenza dal
valore iniziale che però i 'svanisce"
nel tempo

Data una qualsiasi condizione iniziale ( date lecaratteristichedi A) l' attrito della condizione iniziale tende ad
esaurirsi nel tempo e la tensione ai capi delcondensatoretende comunque a diventare pari a 1 ( a
raggiungere quello che chiameremo le neo valore a
regime) getta

te



Errata corrige :
(1) Nel primo grafico della paginaprecedente l' arte delle
anitre è quella del tempo . Il
grafico diventa quindi :

,
pre

"

→t

(2) Nel tetto del punto 3 abbiamo
XIO) =Xo #0 e non XIO) FXO



6) cosa trecce 6) Cota heccede te × lol = 1 e ulti = 1 ft ?

Prendiamo i prendiamo l' equazione di prima e per sostituzione abbiamo :

Xlti =L htt Xlti =L htt → Non mi muovo dalla condizione iniziale
(dato che (dato che generatore e condensatore hanno la Nettatensioneai loro ne ai loro capi )

→ Abbiamo trovato quella cheè una condizione di equilibrio
per un'Heine a partire da un ingresso costanteletti = E= 1 ttt

Infatti XHI e 0 → x tt i = XO = 1 ttt

Eserciti03 : carrello
ti consideri il sistema meccanico in figura :
-t, si, si

-

→FFÀ
Per ipotesi

,
la forza di attrito Fatti =L si ( forza di attrito

viscoso) → quindi proporzionale alla velocità del carrello
j

supponiamo di riuscire a misurare la posizione t del
carrello nel tempo .

1) Derivate (e classificare) il modello in torma di stato

→§r§→ t pontione del carrello
F (èquello che mituro,

Dato che F e quindi la mia uscita )
è la torta che viene impressa
dall' esterno per far muovere
µ carrello

→ Il modello del sistema è si so



Per trovare un modello del sistema poniamo utilizzare la
2° legge di Newton fa =mi
- wl'accelerazione

somma delle

forze agenti mi ritiene considerata la
loro azione ( detta il segno)

→ sostituendo la definizionedi fa= LÌ abbiamo

F- ht =mi

Notate che questa è lastessa equazione che ti otteneva nel
sistema matta molla smorzatore fatto in "classe ", ma
in attenta della molla .

→ possiamo costruire il modello in spazio di stato
seguendo la stessa logica
xke [III )
-A -B

itti e [g fan ) xlht [qu) ulti D=o
→ il sistema è{

getta [ 1 osxiti strettamente
-e

il resto della clartih contiene è analogo a quello che
avete tratto per il caso matta-molla- nn orzato te .

2) posto h=3 e in= 1
,
calcolare il movimento libero di

stato e uscita per una generica condizione iniziale
x. =L d '

con questi valori il nostro modello diventa :

itti = [ § f, ] xlht [g) ulti{
yltt = Te o ] × It)



sappiamo anche che per risolvere questo punto dell' esercizio patria
ma utilizzare Lagrange , ed in particolare possiamo sfruttare
n fatto che :

At
Xl It te e Xo

→ A differente che nel caso del circuito RC pero' in questo
caso dobbiamo calcolare l ' esponenziale di matrice .

vediamo se c' è un modo per semplificare questo calcolo
partendo dal guardare la seconda equazione di stato ( cheesplicito qui di seguito )

ti = -3Xzltttutti ( poi metto altao
dato che stovalutandoil movimento
libero)

→ quella che abbiamo è una equazione che non dipende
dall' altra componente dello stato Xilti ! Quindi l'
evoluzione di Xaltt dipende solo da ×alti stette !

Guardiamo ora la prima cremazione di stato :

Kettle X2 It)

si nota che una volta trovato xaltt siamo in grado di
calcolare anche Xialtt

Abbiamo quello che èun sistema A cascata , dove la
risoluzione di un equazione di stato ( dipendente da
una sola componente) ci permette di risolvere anche
tutte le altre la catena)
d. è una caratteristica di tutti quei sistemi lineari che
hanno matrice A triangolate !

* [È?
per chiarire meglio n concetto portiamo rappresentate
graficamente urinava come segnakilt) = zlt)

izlt) = 73×2 It) tutti{
yiti = Xitt'



come segue :

Èagire solo tu x.2 It) 2

È!Xdh=-3xdhtu_ → xalt)→ e
'

l ' " ingresso
"

= della prima cavato
blocco

integratore f
ha di stato

" linkedin.to/JfEEfirtti--fsTI-iY- -

vedete che abbiamo una vera e propria " cascata
" di

equazioni differentiali t integratori .
In casi come questo (data l ' indipendente della seconda
equazione di stato dalla prima componente) portiamo
inizialmente risolvere ( per nette0,dato che siamointeressatial movimento libero)

Datti = -3×2 It)

Equazione differenziale dell'ordine , la cui soluzione è :

Xzlt) = pett
X2 IO ) e Xzola soluzione deve verificare i { +2 It) = - 3×2 It )

→ 13 = X20{prete = -3Bert → Da questo si ottiene te -3

→ X2 (ti= Xzoe-3T

Nota che izltt = -3Xzlt) non è altro che un sistema del
1° ordine

,
e quindi ti potrebbe comunque usare le formuledi Lagrange notando che A-= -3

→ ×# = Xaoeat = Xzoèst

Abbiamo quindi capito quella che è l' evoluzione libera della seconda



componente dello stato . ora dobbiamo trovare l' evoluzione libera di
atti a partire da :

ietti =Xztt)
Nata bene : xalh l' abbiamo calcolata prima e quindi è un segnale di

cui conosciamo l' evoluzione nel tempo. In questo caso
possiamo vedere Xalti come un " ingresso

" ed utilizzare
la formula di Lagrange . Per fare questo facciamo
un piccolo cambio di variabile e chiamiamo :

wlh ⇒alti

Possiamo riscrivere l' equazione che descrive la dinamica della
prima componente dello stato come i

ietti =WHI

Nota bene : se guardiamo a volti come ad un ingresso esogeno,questa è l'equazione di nn tiAetna del 1° ordine con A-= 0

e B = 1 Nota bene bene che wlh non èun vero e proprio
ingresso esterno ma è qualcosa di interno al sistema
→ Non posso citare solo la formula della risposta
libera ( per calcolare la risposta libera di xettti ma
devo usare tutta la formica di Lagrange

metti = latXrot!test-t'bwltidt
con a= 0 e b = 1 → Xillt) = eotxiotfteolt.tl wltidt
WHI e Xzllt) = Xro e-3T

→ Xil It ) = Xiot {¥ - 3Tdt =

risolto x soliti tre ⑦ ho -¥ [e-si -17×20 ==

zione
= Xio t X? - § e

- St
Xzo

Abbiamo quindi ottenuto che il movimento libero del sistema è :

Xie It) = Xeot X? - {e
-3tiro{ metti = xao e -st

Nota bene : la risposta libera è data da una combinazione delle
condizioni iniziali e dei modi del Attenta, i quali



a loro volta dipendono dagli autovalori della matrice A, ossia-

*e [ ? })
dell' intero sistema

d → dettate-Ateo → det [d -1
O dig) =

d(dts) =o
t

i corrispondenti modi sono e-st , èt =L {¥?
Analizziamo un secondo la risposta ottenuta per t→ tco :

• figo Keith fijffrotxg-xge.at =
= Hot X20

-3-
la posizione finale in assenza
di tornanti dipende da

posizione e velocità iniziale
• line Xaeltt = line Xro e-et = O
+→ co t→ co

come logico dalla fisica del problema abbiamo che senza azioneforzante la velocità tende ad annullarsi (il carrello ti ferma ad una
politiche che dipende dalla pariTione e dalla velocità iniziale ) .
→ il n'Alma che tiriamo considerandonontitcorda-dehacondi.sione iniziale !

Nota bene : dato che yltt = XIN , una volta trovato ×netti abbiamo
trovato anche il movimento libero dell' uscita .

3) Determinare µ movimento forzato dello stato e dell' uscita pernltkù,
htt

.

Sfruttiamo ancora una volta la natura triangolare del sistemaconsiderando la seconda equazione di stato :

ietti = - 3XZLH tutti
che , come detto in precedenza, puo

'
essere visto come un

sistema del 1° ordine , con A-= -3 e 13=1
. Applico quindi

Lagrange :

+⇐ (e, = !te
-set-E'nitide = oste-stètùae =

= e-se¥ [est- 1)E { [ e- e-state



chiamando come prima Xzf It) = tutti
,
abbiamo che :

Kettle Xzf It) = wlt)
✓

visto che stiamo trascurando
la risposta libera

Possiamo applicare nuovamente Lagrange per :

Il Lt) =wlt) (a= 0, b = 1 )
t

→ metti = ! teak-t' bwlt) de = § nitide =- Il
" 1

= {txzflti de =1

= {Éùdt -oste -seùae
→ xeeltt-gu.tt { [ e -3T-1)ù = fà [t t e-33¥]

-

- XZF It)

E
il movimento forzato totale è :

{ xefltkfù [ tt e-5ft]
XZF Al =

-

e-3 a-

3
Nota bene : dato che getta Xi It) , una volta trovata Xefltt abbiamo

trovato anche ilmovimento forzato dell' unita .

studiamo come si comporta per t→ co

n'un Xifltt = to } la velocità tende ad essere+→ a costante e la position a
line xrfltle E divergere ( nonostante l' attrito
+→ si 3 la torta esterna mi permette

di continuare a spostare il
carrello)

Nota : si ha un equilibrio tra te ed F , in quanto si è costante .

4) Determinare la risposta complessiva dei rimena (stato e uscita)



per n' = letti tt e Xo = [ Xro,XD?

Porto applicate il principio di sovrapposizione degli effetti e
quindi sfruttare i risultati precedenti :

Htt) = metti +Xifltt = ho +Xj ( 1- e
-3T ) tgùfttèstj]

Xzltt = Xzelttt Xzf It) = Xzoe-st t (t- e -3T)E
3

→ fitte Xiltl .

Il tutto ti poteva risolvere per diagonalitrazione ( utilizzando

Lagrange in tutto il pittano)
* [9 I BEI :)

Per diagonalizzare A, dato che dia 0 e da =-3, calcoliamo gli
autoritari corrispondenti :

e duo → Alte dv, con F- [§}
→ [8111,517:) → 15¥. ' a

→ f-o, a qualsiasi → f- [f)
e da =-3 → Alta= dava con uae [§ }

[ feste -TI ] →t.BE?pcueroapsscngoa--1 → vaef} )
- I

→ F- [ vi vieta ;] → t = f- [I 1) =L! %,]
→ E- Tat -« [so 118151 ! !) = [ ? ? ) diagonalecon auto

-

[ 8 -f)
rettori !



eàt = [È:* ) = [! Est)
Nota : A e À sono matrici simili, dato che hanno gli stessi

auto valori

→ È =TAT- t è diagonale perche :
-T-2

A [ vs : va ! . - Ion ) = Ev1 ! va !unJdiag (d) per
dlt . di auto vettori e autovalori

AT-1 = T- Idisagidi → E = TAT- 1 !
-

À

→ eatet-tett-fjjjjo.at; I} 'ÈÌLato che A = T -1ft -
[: %;D

utilizzando Lagrange abbiamo :

Htt = eat [¥;) + feat
- ne
buttide =

=L : ' I :
'ÈÉI .

!! ÷:X:) ùae .
I: "È!) :) + [: ' 3!! stia

' = fino t.is?-eIj-IoxroftxettiXlltI



*the [ } Il B)[ It-Ysle?1) ItisÈ[est-1)è
] =

XIFHI = ft -§(est si] Is t fa (1-èt) (est 1)E=
= tu - fate t taceste - Gli - e-34T =
= È [t t face-SE 11]

X2FAI = { (1 . e-
St
) E

→ otteniamo la stessa cosa che avevamo prima Ima con
calcoli più semplici)

esercizio 4 : diagonalizzazione
si consideri il seguente sistema

{ Kettle -Xeltlt 2×2
ltt tutti

ialtie - 4×1 It) +5Xalti

yltl = XiltttXalti

11 Mattifidare µ sistema→ dinamico , del 2°ordine , sotto, strettamente
proprio, lineare , tempo- invariante

itti = AX ItitButti{ ylh = cxltt adulti
* [ =? § ) Bef}] ce [ 1 13 D=o

2) Determinare µ movimento libero associato al generico stato
iniziale ×101 = Tiro

,
XzoIt

Xlltt = etttxo
-
dobbiamo calcolare l' esponenziale di matrice
che , per definizione, è :

eat = ItAt t AIIe astet. . . .
→ diti che da trovare in torma chiara

.

se è A è diagonale so tuttavia che eat è una matrice diagonale,



i cui elementi non nulli sono gli esponentiali degli elementi nelladiga
male .

Procedo facendo tutte le operazioni che mi permettano di riportarmi a
più vicino possibile a questo caso .

1) Trovo gli autovalori di A

A- [:L § ) → DI -a = [ DI g) → detto-ateo

→ I dm) (d-5) t8-0
→ da - led-5 t8 = 0
→ DI lei +3=0 → ( d-3) LA- Il =oI È
2) Trovo gli autoctoni associati agli autorialari

Avi = divi vi = [ §) di =3

→ [ In IIII) e 3 [f) → { - at = +sa → na=p → para
- no t 5ps = 313 → - ZBTJP = 3ps FB

→ outfit
Avz = deve ozef § ] de el

→ Et Est ;f- [ g) → t.at = a → po = a
-uattp =p → -uptop =p vip

outfit
" =L : ;) - «⇒III. III)

valori di A !
E- Tat-" f-{ IIII :X? Il
tg

=

siamo

canta [ cost è] → eat = Tieniti



e'! [{ {te; Eff; ;) = f- esattaet est et-2e-sta2et 2estet)
-

f-est est2et.ee)
→xettkeatxo-fej.IE?EeeeIeIeIeeffj:fftxiotxroie#tuo-xoiè- zfxiotxroiest HZX,-Xroiet )
3) studiare la risposta libera quando lo stato iniziale è uno degli autovettori
capo 1 : XIOI e viXo = [f) Xo

→ Xeltt = fxo est ]Le 3txo

caso 2 : Noi = vero = [f)xo → Xetttef %)
In entrambi i casi vedo solo l' autovalore " eccitato" dato che sto
considerando l' evoluzione del nume lungo l' autovettorecorrispondente

.

4) Determinare la risposta libera per XIOI = [ { ) } non sono nella condizione precedente
⇒ eccito entrambi i
modi

- est+ set→ Xett'
⇒est +set)

sostituendo



e'! [{ {te; Eff; ;) = f- esattaet est et-2e-sta2et 2estet)
-

f-est est2et.ee)
→xettkeatxo-fej.IE?EeeeIeIeIeeffj:fftxiotxroie#tuo-xoiè- zfxiotxroiest HZX,-Xroiet )
3) studiare la risposta libera quando lo stato iniziale è uno degli autovettori
capo 1 : XIOI e viXo = [f) Xo

→ Xeltt = fxo est ]Le 3txo

caso 2 : Noi = vero = [f)xo → Xetttef %)
In entrambi i casi vedo solo l' autovalore " eccitato" dato che sto
considerando l' evoluzione del nume lungo l' autovettorecorrispondente

.

4) Determinare la risposta libera per XIOI = [ { ) } non sono nella condizione precedente
⇒ eccito entrambi i
modi

- est+ set→ Xett'
⇒est +set)

sostituendo


