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Rappresentazione
grafica

della
risposta

in frequenza

Per ogniω
, la r.i.f. è un

num
ero

com
plesso

e, com
e

tale, esprim
ibile

m
ediante

2 num
erireali

(m
odulo/fase o Re/Im
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m
a polare

il diagram
m

a è ‘’punteggiato’’ nei valori di ω
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Diagram
m

idi Bode

Sono diagram
m

i cartesiani della risposta in frequenza nei quali le scale degli assi delle 
ascisse e delle ordinate sono scelti secondo opportuni criteri che ne facilitano il 
tracciam

ento.

Sia nel diagram
m

a del m
odulo 

che in quello della fase l’asse delle 
ascisse (pulsazioni) ha scala 
logaritm

ica (log
10 ) m

a sull’asse si 
dispongono i valori della 
pulsazione , non i suoi logaritm

i!!

la distanza tra due ascisse ω
1 e ω

2 >ω
1 è proporzionale 

al rapporto ω
2 /ω

1 , cioè alla differenza tra i logω
2 e 

logω
1 , anziché alla differenza ω

2 -ω
1 , com

e 
accadrebbe in scala lineare.
Q

uindi, considerate quattro pulsazioni ω
1 ,ω

2 ,ω
3 ,ω

4
tali che ω

4 /ω
3 = ω

2 /ω
1 , la distanza tra le ascisse ω

3 e 
ω

4 è uguale a quella tra ω
1 e ω

2 .
In particolare, una distanza corrispondente ad un 
rapporto tra pulsazioni pari a dieci viene chiam

ata 
decade

la pulsazione nulla è il punto –∞
 sull’asse delle ascisse 

(pulsazioni)

U
siam

o la scala logaritm
ica per l'asse x(om

ega)
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Diagram
m

idi Bode

¾
Per quanto

riguarda
ildiagram

m
a

del m
odulo, sull‘asse

delle ordinate
si rappresenta

il
logaritm

o, in base
10, del m

odulo, m
oltiplicato

per 20. Cosìfacendo
si rappresenta

ilvalore
del m

odulo
della risposta

in frequenza
in decibel(dB) 
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I valori in decibel del m
odulo vengono rappresentati su una scala lineare
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Diagram
m

idi Bode

¾
Per quanto

riguarda
ildiagram

m
a

della fase, sull‘asse
delle ordinate

si rappresenta
la fase 

della risposta
in frequenza

in gradi. Anche
questo

diagram
m

a
andrà

quinditracciato
su

carta
sem

ilogaritm
ica.

I valori in gradi della fase vengono rappresentati su una scala lineare
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Foglio
standard A4 di ‘’carta sem

ilogaritm
ica’’

decade
decade

decade
decade
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Diagram
m

a
di Bode del m

odulo

M
ettiam

o
la FdT

nella
form

a con
guadagno, tipo

e costantidi tem
po:
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M
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che m
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po



DEIB –
Dipartim

ento di Elettronica, Inform
azione e Bioingegneria

9

Diagram
m

a
di Bode del m

odulo del guadagno

µ
µ

log
20

=
dB

#1

dB
⋅

ω

dB
dB
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10

=
±
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µ
N

on c’è dipendenza da ω
il grafico è una RETTA O

RIZZO
N

TALE
d
B

0
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20
1.

0
−

=
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µ

µ

Vogliam
o im

parare a tracciare i vari term
ini che 

possiam
o trovare calcolano il m

odulo in dB di 
G

(jom
ega)

com
e se 

dovessim
o 

tracciare il grafico 
di y=cost.
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Diagram
m

a
di Bode del m

odulo di polio zerinell’origine
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Si ottiene la pendenza norm
alizzata del 

diagr. del m
odulo dividendo la pendenza 
per 20 dB/decade

vale o quando 
om

ega=1
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Diagram
m

a
di Bode del m

odulo di un polo reale

#3.1
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andam
ento com

plesso in fzdi ω
.  Si traccia un grafico sem

plificato che si chiam
a 
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14 Diagram
m

a
di Bode del m

odulo di un polo reale

#3.1

ω

|
| 1T

=
ω

dB
3

−

Errore
m

assim
o

tra
diagram

m
a

vero
e 

asintotico
è per

dB
T

T
3

1
1

log
20

1
log

20
1

2
2

2
2

2
−

=
+

−
=

+
−

→
=

ω
ω

1−
diagram

m
a asintotico

diagram
m

a reale

d
B

0

|
| 10T

=
ω

|
|

1.
0T

=
ω

asintoto

per om
ega >=1/|T|

per om
ega <1/|T| vale 

0dB

in rosso diagram
m

a esatto 
ossia senza avere approx.

errore m
ax

a distanza di una decade da entram
be i lati vediam

o che la linea rossa e la linea bu 
com

baciano dunque possiam
o vedere fin dove valgono davvero le approx (che 

sarebbero valide per valori di om
ega m

olto m
aggior e m

olto m
inori di 1/|T|
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T
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+
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#3.1 Diagram
m

a
di Bode del m

odulo di due policoincidenti

con errore di -
3dB se o p poli coincidenti m

oltiplicherò i 
20dB per il num

ero di poli e avrò un 
errore di -3*p dB/decade
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Diagram
m

a
di Bode del m

odulo di policom
plessiconiugati

#3.1Andam
ento più com

plicato!!

Per il tracciam
ento dei diagram

m
i asintotici si introduce l’approssim

azione di sostituire ai 
due poli c.c. due poli reali coincidenti , aventi parte reale uguale a ±ω

n

2
−

d
B

0
n

ω

E’ un’approssim
azione un po’ ‘’grossolana’’

T
j

T
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ω
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+
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+
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1
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per              c’è un m
assim

o nel diagram
m

a reale del m
odulo, detto picco

di risonanza
ed è circa 

in corrispondenza di ω
n

Per ξ=0  (poliim
m

aginari) il
diag. ha un

asintoto
verticale

per ω
=ω

n .

Diagram
m

a
di Bode del m

odulo di policom
plessiconiugati

#3.1

dB
⋅

ω

n
ω

ω
=

2
−

0
<

ξ

7.
0

≤
ξ

e tutto rim
ane identico per

ξ=0 Æ
asintoto

verticale

n
ω

ω
1.0

=
n

ω
ω

10
=

Digram
m

i reali vs. asintotico

Il diagram
m

a reale è influenzato pesantem
ente dallo sm

orzam
ento ξ

L’approssim
azione con il diag. asintotico è accettabile solo per valori relativam

ente grandi dello 
sm

orzam
ento, 

1
5.

0
≤

≤
ξ

1
2 1

)
(

2 2

+
+

=
S

s
s

G

n
n

ω ξ
ω

2 2n
ω ω

−

m
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Risonanza

Se
un

sistem
a

che
presenta

risonanza
viene

alim
entato

da
una

sinusoide
con

pulsazione
uguale

alla
pulsazione

dirisonanza,produrrà
in

uscita
una

sinusoide
diam

piezza
m

olto
più

elevata
dell’am

piezza
della

sinusoide
in

ingresso

https://w
w

w
.youtube.com

/w
atch?v=j-zczJXSxnw

pulsazione di 
risonanza
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Diagram
m

a
di Bode del m

odulo di uno
zero reale

#3.2

E’ tutto ‘’sim
m

etrico’’ rispetto all’asse delle pulsazioni ω

ω
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j
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diagram
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diagram
m
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ω
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Errore
m

assim
o

tra
diagram

m
a

vero
e asintotico

è per
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Diagram
m

a
di Bode del m

odulo di zerirealicoincidentio com
plessi

coniugati

#3.2
Caso‘’sim

m
etrico’’, rispetto all’asse delle pulsazioni ω

, dei m
edesim

i casi visti già per i 
poli 
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Regole
pratiche

per iltracciam
ento

del diagram
m

a
asintotico

di Bode del m
odulo com

plessivo

…
.Som

m
ando, a pari pulsazione, i singoli contributi analizzati, si può ricavare il diagram

m
a di Bode 

del m
odulo com

plessivo.
Esso è peraltro tracciabile fin dall’inizio applicando qualche regola sem

plice:

•
pendenza iniziale  -g

•
il tratto iniziale o il suo prolungam

ento, passa per ω=1 con valore |µ|
dB

•
cam

bi di pendenza in corrispondenza di poli e zeri:

¾
polo Æ

cam
bio di pendenza di -1

¾
poli cc Æ

cam
bio di pendenza di -2

¾
zero Æ

cam
bio di pendenza di +1

¾
zeri cc Æ

cam
bio di pendenza di +2
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Esem
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la trasform
iam

o in 
form

a di Bode per 
evidenziare 
guadagno, tipo e 
costanti di tem

po

generalizzato perchè dobbiam
o 

togliere il polo nell'origine

m
odulo
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dB
j

G
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(
ω
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di

pendenza
di

cam
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1
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pendenza!
cam
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1
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pendenza
di

cam
bi
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log
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1

iniziale
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ω

diagram
m

a asintotico del m
odulo 

-7.95
-1

-3

La pendenza norm
alizzata 

finale è pari, a m
eno del 

segno, al grado relativo

=0,1
=1

faccio -1(pend. prec.) -2 
=-3 (-60dB/dec)

pendenza finale 
norm

alizzata a 
m

eno del segno è 
uguale al grado 
relativo, infattti in 
questo caso r=3
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iagram
m

a di B
ode - M
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Il diagram
m

a
reale lo

traccerem
m

o
qualitativam

ente
a partire

da quello
asintotico

considerando
anche

lo
sm

orzam
ento

(essendo
ξ=0.8>0.5 non c‘è

picco
di risonanza)

c'è un piccolo 
errore dovuto allo 
sm

orzam
ento
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Diagram
m

a
di Bode della

fase

M
ettiam

o
la FdT

nella
form

a con
guadagno, tipo

e costantidi tem
po:

()
(

)

(
)

∏ ∏
+ +

=

i
i

i
i

g
s
T

s

s
s

G
1 1

τ
µ

ωj
s=

(
)

(
)

(
)¸ ¸ ¸¹ ·

¨ ¨ ¨© §

+ +
∠

=
∠

∏ ∏

i
i

i
i

g
j

T

j

j
j

G
ω ω

τ

ω µ
ω

1 1

#1
#3.2

#2
#3.1

(
)

(
)

(
)

(
)

∑
∑

+
∠

+
+

∠
−

∠
−

∠
=

∠
i

i
i

i
g

j
T

j
j

j
G

ω
τ

ω
ω

µ
ω

1
1

Di nuovo, sarà sufficiente analizzare il diagram
m

a della fase dei singoli term
ini e poi 

som
m

arli
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Diagram
m

a
di Bode della

fase
del guadagno
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ossia la fase di un num
ero reale pos. è = 0° 

e se neg. è = -180°
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Diagram
m

a
di Bode della

fase
di polio zerinell’origine
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Diagram
m

a
di Bode della

fase
di un polo reale
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Diagram
m

a
di Bode della

fase
di un polo reale

#3.1 (#3.2)
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0
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Per uno zero reale vale ovviam
ente tutto identico m

a cam
biato di segno!

polo con R
e<0

polo con R
e>0
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Diagram
m

a
di Bode della

fase
di una

coppia
di policom

plessiconiugati
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Diagram
m

a
di Bode della

fase
di una

coppia
di poli/zeric.c.
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Diagram
m

a
di Bode della

fase
di una

coppia
di poli/zeric.c.

#3.1
Il diagram

m
a reale (o effettivo) dipenderà dallo sm

orzam
ento ξ:

°
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Regole
pratiche

per iltracciam
ento

del diagram
m

a
asintotico

di Bode della
fase

com
plessivo

…
.Som

m
ando, a pari pulsazione, i contributi analizzati, si può ricavare il diagram

m
a di Bode 

della fase com
plessivo.

Esso è peraltro tracciabile fin dall’inizio applicando qualche regola sem
plice:

•
fase iniziale (a sinistra delle pulsazioni di tutti gli zeri e poli non nulli) (∠

µ  -
g·90°)

•
‘’salti’’ di ±90°

in corrispondenza delle pulsazioni pari all’inverso del m
odulo delle 

costanti di tem
po (ossia al m

odulo di poli e zeri):
sinistro

sem
ipiano

nel
reale
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ipiano
nel
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Il d
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g
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m
m

a
 a

sin
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e
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n
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 a

 tra
tti
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Esem
pio
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Esem
pio
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Il diagram
m

a
reale 

della fase si traccia
in m

odo
qualitativo, a 

partire
da quello

asintotico, 
considerando

anche
lo

sm
orzam

ento
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Sistem
icon ritardo

di tem
po

ω
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D
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m
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D
iagram

m
a

di B
ode del m

odulo

0 dB
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$
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τ 1
τ
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0°
ω

D
iagram

m
a

di B
ode della

fase

non è una
retta

perchè
ω

è in scala
logaritm
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$
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avere un sistem
a che arriva in 

ritardo consiste nel dire che ha una 
fase con uno scostam

ento negativo

In generale quando ho dei sistem
i con 

ritardo significa che ho un sist. dinam
ico 

più un ritardo puro

es.

prodotto= com
e 

se fosse in serie

devo som
m

are lo 
sfasam

ento 
dovuto al ritardo
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Sistem
ia fase

m
inim

as s
s

G
10

1 1
10

)
(1

+ +
=

s s
s

G
10

1 1
10

)
(2

+ −
=

hanno diagram
m

a di Bode del m
odulo identico m

a diagram
m

a di fase diverso!

se però restringiam
o l’insiem

e delle funzioni di trasferim
ento a quelle di sistem

i asintoticam
ente 

stabili che godono delle seguenti proprietà:

•
il guadagno è positivo

•
non ci sono zeri nel sem

ipiano destro aperto
•

non ci sono ritardi puri

allora un diagram
m

a del m
odulo è associato ad una e una sola funzione di trasferim

ento. 

N
e consegue che, dato il diagram

m
a dei m

odulo, è possibile ricavare univocam
ente il diagram

m
a 

della fase

I sistem
i che godono di queste proprietà si chiam

ano sistem
i a fase m

inim
a. Perché??
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Sistem
ia fase

(o a sfasam
ento) m

inim
a/o

si chiam
ano così perché, dato un diagram

m
a del m

odulo, tra tutti i sistem
i asintoticam

ente 
stabili la cui risposta in frequenza ha quel diagram

m
a del m

odulo, quella a fase m
inim

a ha il 
m

assim
o valore di fase ad ogni pulsazione
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Sistem
ia fase

m
inim

a

In
term

inididiagram
m

idiBode
asintotici,ildiagram

m
a

della
fase

parte
da

zero
(guad.positivo),in

corrispondenza
diognizero

,per
isistem

ia
fase

m
inim

a,
la

pendenza
norm

alizzata
del

diagram
m

a
del

m
odulo

aum
enta

diun’unità
,m

entre
ildiagram

m
a

della
fase

aum
enta

di+90°,
m

entre
in

corrispondenza
di

un
polo,

la
pendenza

norm
alizzata

del
diagram

m
a

delm
odulo

dim
inuisce

diun’unità,m
entre

ildiagram
m

a
della

fase
cam

bia
di-90°

allora il legam
e tra il diagram

m
a del m

odulo e della 
fase asintotici è m

olto sem
plice, perché in ogni 

intervallo di pulsazioni com
preso tra due singolarità 

della FdT
(polo o zero) risulta: 

(
)

°
=

∠
90

x
m

odulo
pendenza

)
(

ωj
G


