
 

fondamenti di ricerca operativa me

e

a
µ

a parametro ciòcheconosciamo dall'inizio

e variabile ciò chevennesempre

ma la programmazione cercare intera è di complessitàesponenziale



lezione 3

problema di massimizzazione della produzione con i vincoli

max 350x 300 x no massimizzazione

9 x Oxa E1566 I vincono
Xe E reo ma ti vincono

Xa ro

nnaproduzioneanima siproducono sia x cre xe inqueinativi po

domanda p è possibile vistoore il problema na avariabili 1 rappresentare su unpiano xe
il problema quindi rappresentare il danno acne romanici rappresentare ivincoli
di ammissibilità e riuscire a rappresentare la funzione annientino

se riusciamo a farequestecosesignificache riusciamo a rappresentare geomenicana
il problema e la gomena della pl programmazione cercare è il primo
argomento che vediamo

rappresentare su un piano

Mha il dominiodenaraiobici

rappresentare i vincoli di ammissibilità siriesce a rappresentare

Xa e Xa vuol dire geomeniconcine eproblema
rappresentare la funzione obbiettivo

Xi Xi 7 o no la nostra regione ammissibile quindi le soluzioniinteressanti saranno
ree primo quadrare quindiavremo una
ragione ammissibile che è un sottoinsieme
del primo quadrare

andiamo a rappresentareciascunvincolo della funzione obbiettivo

9 x Oxa E1566 I vincolo ca

xe xe 70

1 è unsemispazio unodeiduesemispazi in cui la retta
ottenerecon 12 16 xe 288
anice in me in pieno



vado a rappresentare la rettaquindi se ti o a 180
e ne xe o amo

suo o

Xi Xa
0 180

180
tutti i puntiorestanno su quel segmento saranno puri

ma siccome a noiinteressa la regione del piano in cui
la qualità a sx dei è proprio e da varare

sua retta ad esempio c'enginenotiamo crea seminano
Buono è quello sotto la retta
quindi se cifossesolo a vincolo e la condizione di na
reparivirà la regioneammissibilesarebbe via quena satra
la retta

261
2 rappresento la seconda retta

180 Xi V2
0 261

Osta

Lao X174

3 rappresento la terza retta4

Va
261 o go

raoi80o

a.gYmhatma
174 200

Iniziare
anima no è un poliedro chedescrive la regioneammissibileche è descritta

da uninsieme di disequazioni cercano Ax e b
su questaregione ammissibilenoi possonoandare ad identificare la sanzione
arma



no sappiano che se c'è soluzione possono restringersi a considerare ivertici di questaregione
ammissibile
Quest'ramisono in corrispondenza conuna soluzioneparricolareche si menano soluzioni dibase

vertici e soluzione dibase no sono in gararelazione ma a caro f
a una solution diborse
corrispondesempreinvernice

adunverticepossono
corrisponderepiùsanzionidibase

quanno chedobbiamoancora fare è capire se annonerso la funzione obbiettivo riusciamo a capire
quale di questivertici èquena anno

350 300 xe K CFascio di rete

se proviamo a rappresentare a diquesta rete è comedire se noi prendiamo sostanzialmente i coetanei
di questaequazione 350 e 300 e disegnano il vettorecorrispondente questo sarà il vettore ananasmaresta

cioè abbiano una funzionecreare

µ a

votare canispendere no vettore deve derivare prima
se faccio ca cervoneporzione risen
ax mi trovo ie cazzicanne350
sefaccio ca devono ronzarerispetto

200_ a xe mi non so
180 E

quindinoi sappianocuesevedo rene
direzionedelgradientecremaarenareacne
arrivarepanni iovadoverso la
massimizzazione vuoldirequindicredi

Lao X tuttequesteveneasporrerenti afascio di174 200
rene io voglioandare atrovarequena
ma cereneparanera ore re rene
direzioneindicare darettoreverde

I Enoautunnopunto in cui
rimango rene regioneammissibilerettadelfascio di reneovvero

mil'angina e a alrettore verde 1 Ma

sai_
abbianotrovanoCara 78 in coordinare corrosione
ca senza ottima180

e animam
stato sino



ma se a posto di un max ameno in nun il rettore gradiente ci veniva sempre la soluzione
dimassimacrescitaFunai se vognotunimizzare io devoandare rana direzioneapposta aquena
del rettoregradiente
Diconseguenza se dovevo minimizzare la fune abbiano evernice anno sarebbe stare
l'origine

ma Quand'ècheuna vononediquestoproblemaporrebbe avere unnumero infinito di soluzioni

ce
quindi per far si creil gradiente siappoggi su unsegmento inveceche su unpunto ci deve essere
una reazione ai arendentecercare ovvero i conviventi acneentrareabbianodenaroessere una
combinazione cercare diquercievincono quindise cifosseuna relazione di proporzionalità amaraverrebbe
Fuoricheie vincono è a a graziareovveroentare abbinano e vincono sonocoincidenti a meno
di costare equndivorrebbe dire incrinarediversamente a produrre e andare a sbattere su tutto
unsegmento disoluzione
Quindi puòsuccedere diavere sosoluzioniarme in rancoreperòanche seabbiamo o sanzioniduecontinuanoad
essere soluzioni parricarai perche sonoqueueneivertici

ma cipossono essere dei vincoliridondanti e se aumentassimo il numero di reset del macchinariopossib
e andassimo dove a vernice e vinconononavrebbeeretto

ALGORITMODELSIMPLESSO E senza e teoremagardenervale della programmazionecercare sa che
la soluzioneottima simuove sui vertici del poliedro e quindi
l'algoritmochedaremo a descrivere pane da una parricolare soluzione
lineare dibase equindi ne sarà in canisperanzaconunvertice cercherà
di capire se la soluzione di baseverifica unavvento di attimacinò
se lo verifica si prima armamentiandrà a cercare un'arma soluzione
di base quena chepassa da unvernice al verticeadiacente dei
poliedro

Fermastandard

Ma ma diuguaglia

2 condizioni di nanegatività su tuttelevanesia

gg ma a aaaa



si condizione 2 condizione 39condizione maxdivennemin

12 x 16 x Xs 2880 Xi Xi Xs Xa Xaro min 350x 300Xa
x o sututtiineridonarettamepassa
da v0 e240

9 x 6x a Xa 1566
xu o

Xe Xs reo
s o

m vincoli 3
n variabili s

5 3 a inognivertice si ammalo avariabili

proiezionemenospazio
esempio

esame a zero è ilnumerodirighesiaminore
men ctfmesr.se delnumero dicolonne

Ax b MÌ À matrice con
x o a rotaia m mo te rango deve nome

sia pieno
rango il massimonumero

divettoricirconare
indipendenticheci
sono ranamanice
ma datoche casi
dovesi è non ce
norpoalmassimo èm

vado a scrivere la manica dei vincoli

xe xe a xe xe

fasce 3

mme ga

t

A 9 6 o 1 0
quindi sia l'ipotesi 1 chesi sonoverificare

1 1 0 0 1

Ax b Ro AeRats
E IRS

heirs
C EIR na la dimensionedeveessere compatibile cala x

perciòdevofare min c



Quando la corrispondenza non è più biunivoca

261
6 0

rao
180 a

stato sino

supponiamoche in un certoverticenon si intersechinosolo due rette perché abbiano
detto chece nevogliono 2 perdefinireunabase ma che ci sia un'ulteriore vincolo
peresempio Xo 0 senese che ie verniceviene ad essere caratterizzato da 3
variabili chevanno a zero

come faccio a capiredunquequeitenere fuorirenemanice

xe xe a xe xe
12 16 1 o o la soluzione dibase è caratterizzata da

a o
a g 6 o a 0

avariabili chevanno a zero quindifa o vuoi direche asaranno azero esaranno
ga aaaa aaaa aaaa aaaa ma

I 1 0 O 1 in baseconvalore sono

le variabili di base ma sonoquellechedannoluogo alla momice mx n

quindi io qua no un'incertezzachederiva dal fatto che a turno una done 3
equazioni può essereconsideratademmo la manica identità chemi dà l'inversa
e vitania essere a valore zero quindi anni uno zero anche danno la base
però demmo la manica oci sia Xo o a 0 Xs qundi aduno stesso vertice fisico
corrispondono 3 diverse soluzioni di base

se an'esame ci chiede dirappresentaregenericamente unproblema in IRS c'è il trucco per
disegnarlo e riportarlo in ira perché lei non chiedespazi SIR E



problemi di flusso su rete Network FlowOptimization

rappresenteranno deiproblemioresonodiscusso su rete ne abbiano a disposizione in rete o un
grano cioèuna coppia di insieminodio
archi

problemadelcamminominimo shortestpaths ma percorso di costominimo

Problema di Flusso dicosto minimo minimumcostecon problem

abbinamenti o assegnamenti matching e assigments

Problema del commesso viaggiatore traveling Salesmanproblem

problema di flusso di costo minimo fare

G N A gratoorientano no no insieme dei nodi a insiemedegliarchi

C urinario arco e in a

notte
nei

ii vi quantità superiori o inferiori di flusso sin'arco li in A
iproblemi diflussosono caratterizzi dadeivincoli dibreccia

bi bilancio modo i in N o sorgente so destinazione o transito

Xi quantità diflussoperogniarco ci in A

deinodo daavienela formulazione colonne ciecoesce

min c 0 O
Ex b
i e

e va nomice di incidenza o 1 o
nodi archi O

1 O

ipotesi non restrittive
Econsnardenza

da
nodo incuicerco

somma dei bilanci nulla inammissibilità odopportunatrasformazione

2 costi non negativi sipuòfare apparire trasformazioni

3 capacità innamorinume opportuna trasformazione

a forte connessione del Grafo perognicoppia di nodi esiste un cammino che ci connette



Lezione a

TEORIA ALGORITMI

DefinizioneProblema Di Pl

creare esisteunarelazione tra i comicienzi

dono unvettore di variabiliandremo aesprimere il problemaconunmin a max di una certa
funzione espressaconi cazzicienni c cèunvettore e quindi la funzioneobbiettivo è il prodotto
scavare tra il vettore deicostiequeno cena variabili

c e nn

il prodotto ci diceche la
min C relazione è lineare
max

X e in

dopo dicheabbianoquellichesono ivincoli che esprimono la qualitàchela soluzionedeve
avere e quest'Unni possono essere uncori di E noncisono altri vincoli

min
Max

e in
C E R

ati x bi Hi e E va quiabbiamo un pacchetto divincoli di uguaglianza e reabbiamo
a seconda di quanti sono gli elementi di Edita z bi Ri e G
di mio nonno dimensioneuguale al numero divariabili

ai E bi fi e l bi ma è un realeperché è il risultato di unmodottoscalare

le variabili sono un vettore di lunghezza n e non è dettoche su tutte le variabilisono
definiti deivincoli di segno equindi in generale sidiceche

Xj 70 e et
dominio positivo

ma dove sonointerdiano che 1DIET

rene forma standard io no che x le condizioni

al minimo min Ctx

2 vincoli Ax b problema in formastandard

e negatiNo 70



avendo tutti ivincoli lastessa forma liabbiamoponti raccogliere in una stessa narice

min c

o

E IR
Ax D CE IR

A e irrum me numero divincoli
nemmeno ai variabili

portare un problemache non è in formastandard adunproblema in formastandard

partiamo dai vincoli

1 se abbianovincolo 7 no ai x 7 bi dobbiamo riportarlo ad unvincolo diuguaglianza

aitx z bi It _stefinire
dieccedenza di

sino

ai Ì focaccine
di si

Ax buffetAx Is b
I einem seri

vettoretrasposto
maiolicato avettore x

s
Esempio

manice di partenzamin xe 3 2 axs

Xe 2 2 75
2 3 14

ma

essesa
sa

Xa Xa V3 1

state

XL 2 2 75
2 3 1

24 3 2 43 76 no axe sx _sa 6 È
È È ÈÈ

Xe x y y e

t S s

a y y o

se si o



2 se abbiamo e no ai E bi

atx bi no at x si bi

at x si bi

atx settario
scava
con si o

cosa succede se le variabili ne rispettano i vincoli attesi

a Xj E O No XÈ Xj 70

2 Xj 5o no quaBisognaaumentare il numerodeve xenobici perchéognivariabile
che sia nonvincolate in segno deve essere riscrittacome differenza
di due variabili

XÈ XE

XÈ XE 70

Esempio

min xe tax tax

Vs tax at V3

Saxa3 2 2 3 6

Xi Xa so ma il problemanonè informastandardperl'assenzadi unvincolo di non
regarività sta

X3 XE Xé

XE Xò so

min Xs 3 2 taxi axè

Xe 2 2 Xè Xé 5

ax 3 2 2 5 2 5 6

Xi Xi Xò Xò so



astrazione di ciòCHEABBIAMOvisto

min East Cat Y

x o

no

a at

gg
As An Y b AI Ar An

II
b

È
se abbiano problemi di max

max Ctx ma IL Infel'atmittazione
nonsiconsidera

fama

III
i rincarisono o

min Ctx
Ax b

se io no i vincoli che sono di uguaglianza

min Ctx

X so
ma

min Ctx
Ax b Ax b

x o

forma STANDARD

Hpche facciano per lavorarenelmondo della programmazionelineare

min Ctx

y a

Xe IR per le variabili
Ax D CE IR

A Elm periparamani
be IR

le ipotesi che facciano sono ipotesi non restrittive e sono 2

Ap 1 me n numero vincoli e
numenovenobI

perchéquesta ipotesi è na restrittiva ma



se non abbiano una manica e il rettore dellevariabili

A X b Lo

L
Hp2 regola m

n

m A

se ce ne fosseromeno di m uno deivincoli sarebbe ridondante

terminologia delle soluzioni

X E IR è soluzione quando è t.ci Ax b soddisfatutte le uguaglianze

X EIR è soluzione ammissibile ne è t.ci AX D

x o

X E IR è soluzione ottima se c EC'ydove y è una soluzionecheverifica
a
y 0



areeproblemaè informa siano
soluzioni di base mansioni ai vertici del poliedro

Fitting
iin

A FÉIN B borse
N fuoriBase

TangoCal m

acneesserecineamenteindipendente

ABEIRM deaAbi O

Ameirmxcn.ms

consideriamo un sottosistema che è gatto da artfiffertibile
Perchedecadi o

Y Aò b

una volta ottenuto il sistema vediamo cosasuccede seconsiderano una particolare
soluzione E che è fatta da a componenti

E Ai b

ma E è soluzione ovvero E è t.c.AE b

AI AB AN Fèb b t AnO b

ma quello che carino comeindicazionegenerale è che se ci focaliziano su madame
areamente indipendenti che fanno parte della manica A e le chiamiamo Ab
noi possono andare a costruireconquestecomponenti una soluzione cheperunpezzo di
dimensione m ha come valori quelli che si attengono risolvendo un sistema ridotto
e per il resto è compiendo con 0

Quelloche si altera è centromere una soluzioneperché per la definizione èquello
che soddisfa percostruzione tutti ivincoli di uguaglianza

se voglio una soluzioneammissibile devo vedere se le m componentisono 70



Esempio

2 o o so Arsi e mani
o 1 0 0 2 Fg con me 3 e n s ma Itpa rango A 3

IB AB b 112 0 0
o o 1o o 1

abbianocostruito una soluzione è che è fatta da apezzi I unprimopezzo
è nemmeno msn.mn

ami 5
È_edi n ce sta a 0

la soluzione mappa è to
unasanzione

si l'hocostruitainmodome cesoddisfi
tutti ivincoli di uguaglianza

a unasoluzioneammissibile no nontutti i valorisono 70

unasanzione di base si la sua Base èformatadall'una
cieca convergono

B 72,3
E 2 3 colonnaoresonogli
Indigenevariabilichesono

ziones

soluzione X Ern e c Ax b

soluzione ammissibile e là t.co Ax b x o

soluzione di base si identifica una base crescere uncerto numero di colonne rana mania
che porrebbero ancheessere la terza la quinta e ciurma B
la base b quindi mi indica gliindici tene colonne della manica
se prendiamo la prima momice come Base ca andiamo a chiamare
AB e l'ama AN

AB deveessere to padrone Abeirmxm
anearmenreinaireedenLa invertibile aerea o
le madonnesono

groseauroresi 2
Iconicaidentità

µ

E È It m at Abita amen Arcarib o

j
rispettoamadomanda veriticarel'ammissibilità dela sanzione noinondobbiamo

andare a vederese il prodottodi Ae bperchéquesto
è veropercostruzione io devovenzicaresonoarevite
lecanzonisono o



esempioprecedente

2 o o 1 o
n s

man
o 1 o o 2 rango a e 3 mio rene manica Acidevonoessere 3vettori

a

me 3

Io o 1 3 a cercarmenteindipendenti quindi sesomigliano
one colonne cenamanicaidentitàsicurana
sonoarancine indipendenti e le prime 3corone
rispecchianoquestacaratteristica

o so

Io fto o 1 3 2

ne scelgocomebase le colonne 2,3a me B 2,3a

queste 3colonnesonolinearmenteindipendenti

Aò FI lamanica è invertibile

E
È

ca se la s sonoledue rendicifuoribase è

ED Aòb FI I Maier azione dibasecena senza

la soluzione è ammissibile ma Ia o

In I 70 si

la soluzione è degenere

renesoluzionec'èdegenazionequandosappianoche la soluzionevieneadavere unnumero di componenti
rune che è strettamentemaggiore di n m

n n s s a inognisanzionedibasealmeno acomponenti a 0 cidevonoessere

se ce nefossero più di nn vorrebbe dire are una o più diqueste componenti ottenute da prodotto
manicavettorevieneRanicomeconvocare una e avara è unulteriorezero ma èunozero ca
stainbase no questoperòaggiunge unaquairica ama soluzioneovveroche è degenere



teoremafondamentale della programmazione lineare

Hp1 problemain formastandard no min c
Ax b

o

Hp2 ipotesimarestrittive no 1 man
a rangoal m

Tesi 1 Esisteunasoluzione ammissibile se e solo se esiste unasoluzioneammissibiledibase

I sociamm e E sonbase amm

tesi 2 esiste unasoluzione ama se e solo seesisteunasoluzione dibaseanima

E son ama E son dibase ama

dimosmazione tesi 1 da unasoluzionequalunque in unasoluzione dibase

a

seabbianosoluzioni dibasenoidobbiamoconsideraresolo ivertici dei
pancaro

dimostrazione se E una soluz Eanmiss E una soluz dibaseamm

E è unvettore a n componenti

A Aa Aa An manica a n componenti

Ax b ma Ei Ai ti b

sia Peto na e numero di componenti po di X supponiamochesiano leprime

E Iii Ai ti b perché ce ama componenti sonorune

e teorema a questopunto si Biforca e va adanalizzare acasi complementari e i cosi are
si vanno ad amare sono diandare adanalizzare ivettori As Ap equestiduevettori
possono essere in una cena dueposizioni arenarie o sonoannonarieindipendenti osono
cercamenne dipedenti



Iii Ai ti b t a Apsono linearmentemaneraen

AsApsono enconentedipendenti 2

a se AsAp sonolineamentiindipendenti

inquesto caso almassimo possono essere m equindi P e m

se Pam
E ègiàsoluz dibase abbianotrovanop
t vuoiareamente

soluzionenadegenere indipendenti equindi
tutte le componenti po dobbiamotrovareame

npavane la cui
proprietà èquenaa
esserececamentema
aquantovedoaree
e provano lacamera
ti o
µ

inquestocasoson
basedegenere
m pcampon o

2 se a Ar sono linearmentedipendenti

dipendentecercare esiste una combinazionecercare deivettori nonvita fatta da coefficienti
numiora mi dà il vettorenuna

Y Yp per cui se considero E y ai film
l'do Y Yr nonsonomemi

e ti y ai o Eines Ai

i

vado ascrivere il vettore Y Ypcomeun vettore ore amena ecomponenti lo facciodiventare
unrettore a n convocati dove tuttequelle dame Ptt in poi sonotutte 0

Gige e aye ai o
i
E Eb A b rettoreche misoddisfa il sistema di equazioni

ètà



vado a verificare ora che il vettore trovato sia ammissibile

no E Ey soEP È
quando i p sia ti cre gi o quindi qui ti cui o

quando i p se si o no esott'Ieee
mi sono partitaammissibile avena

ti essi ti o

se si o no ti ey Èo fa Igt
97

à tiè IEFTE 7s
ma aaaa

Eh mini t.ci Di o Ti si

merce EImi Fijian
cosasuccede se prendo con e i valoriagli estremi
vuoi direchec'èalmeno una componente che va a seno
quindi io sonoriuscito da unasanzionecre amena p
componenti o ad avere una soluzionecon r i convocati o
ed è una soluzione ce canna adessereammissibile

possibili domande dimostra il teoremafondamentale pe
dove la soluzione E determina a porre daquestasoluzione una soluzione dibase

Esempio

È tio 1 0 0 2 viene data unasoluzione è f
m 3 n s p a cenare con a componenti o no rigabase

ca senz è ammissibile AI b 2 0 0 1 è ammissibile
o o 00 Lo o 13 a

in questocaso As Ap nonsonoenormimar perciòpeaedè m

AsAnAsAn sonocercarmi arrenderti onoraesistedeicoericientiarcanig yay usa percui la lorocena
cercare è una



1 7 atti p è
donacombinazionecercare
deivettoripur inpresenza

aggiungouno zero almenoarrivo a ns due componenti di yche
nonsonotuttezero

ACT EYI b ma CI Ey 70

112 112 112 112 E
12 12 É oG e 5 3 se

5 g
E

112 112 E E E 1
12

3 3 e 70 e 1 ma se a eh 1

5 E E E 5
o

He e E 1 11 ma hol'ammissibilità di tutte le soluzioni

Ma così a trovarmi una soluzione di base
in quanno na r s m

Quesito ma il problema ha soluzioneottima dov'è la soluzione dibase i

senzama
ma ragioneammissibile

e
problemadimaxdove il vettoregradiente èquenaverde

xe

ca soluzione ama è quenapuò alta ma esistono o soluzionianime


