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Relazioni in un insieme

Una relazione R tra due insiemi A e B ¢ un sottoinsieme del prodotto
cartesiano A x B.

Sia R C A x B una relazione. Se (a,b) € R si dice che a ¢ in relazione con b
(spesso si scrive aRb, invece di (a,b) € R).

ESEMPI:

1 A = {punti del piano }, B = { rette del piano}, R = {(a,b)|a € b};
relazione di appartenenza;

2 A = B = { rette del piano}, R = {(a,b)|a L b}; relazione di
perpendicolarita;

3 A = B = { rette del piano}, R = {(a, b)|a || b}; relazione di
parallelismo;

4 A = B = umanita, R = {(a, b)|a & genitore di b};

5 A = B = umanita, R = {(a, b)|a & fratello o sorella di b} (da parte di
almeno un genitore);

6 A = B = umanita, R = {(a, b)|a ha almeno un genitore in comune con

b};
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Relazioni in un insieme

Una relazione tra A e A viene anche detta relazione in A.
Sia R C A X A unarelazione in A.

Si dice che R ¢ una relazione di equivalenza in A se verifica
i) aRa,Va € A (proprieta riflessiva);
ii) aRb < bRa,Va,b € A (proprieta simmetrica);

iii) aRb,bRc = aRc,Va,b,c € A (proprieta transitiva);

Gli esempi 2, 3,4, 5 visti sopra sono di equivalenza? Di quali proprieta tra
i),ii), iii) godono?

Se R ¢ una relazione di equivalenza in A, I'insieme [a]g = {b € A | bRa} si
dice classe di equivalenza individuata da a.

Si ha: [Cl]R = [b]R < aRb.
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Relazioni in un insieme

Le classi di equivalenza individuano una partizione di A (ogni elemento di A
appartiene a una e una sola classe di equivalenza; le classi di equivalenza sono
sottoinsiemi a due a due disgiunti la cui unione ¢ A). (Verificarlo)

L’insieme delle classi di equivalenza

Ar={ldrlacA}

viene detto insieme quoziente di A modulo R.

Ad esempio, nell’insieme A delle bottiglie di vino, con la relazione (di
equivalenza) aRb se e solo se a e b sono dello stesso anno di produzione, le
classi di equivalenza sono le annate.

Ad esempio, nel caso delle rette del piano con la relazione di parallelismo
(con la convezione a || a che la rende relazione di equivalenza) le classi di
equivalenza sono le direzioni.
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Relazioni in un insieme

Ad esempio, in A = Z x (Z ~. {0}) con la relazione (di equivalenza)
(h,k)R(m,n) se e solo se hn = km le classi di equivalenza sono i numeri
razionali. L’insieme quoziente ¢ I’insieme Q dei numeri razionali:

E=1p.9)l
$=13,5)]=1[(21,39)] = %-

OSSERVAZIONE - Le tre proprieta i), ii), iii) della relazione di equivalenza
sono indipendenti.
Ciog esistono esempi di relazioni che soddisfano i) + ii), ma non iii),

ovvero i) + iii), ma non ii),
o ancora ii) + iii), ma non i). (Verificarlo)
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La relazione di congruenza modulo n

Sia A = Z = { numeri interi relativi } e n > 0 un intero positivo.
Si dice che a, b € Z sono congrui modulo n, e si scrive

a ~ b (mod n)
se a — b ¢ multiplo di n.
Adesempio —2~ 14 (mod4) perché —-2—14=-16=—4-4.
La congruenza modulo z ¢ una relazione di equivalenza. L’insieme quoziente
di Z modulo questa relazione viene detto insieme delle classi di resto modulo
n e denotato con Z,,.

Ad esempio Z; ha due elementi:

0]~ ={...,—4,-2,0,2,4,...} = {pari},
M~={...,-3,—-1,1,3,5,... } = {dispari}.

Ad esempio, in Zy, [4]. = [-12]~ = [0]~.
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Relazioni in un insieme

Ad esempio Z3 ha tre elementi:

[O]N :{"'7_67_3707376797'--}7

[I]N = {"'7_57_27174777107---}7
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Gruppi, anelli, campi

Ricordo che un’operazione in un insieme A ¢ un’applicazione

k1A XA—A, (a,b) — axb

Ad esempio la somma + & un’operazione nell’insieme N = {1,2,3,...} dei
numeri naturali, la differenza — ¢ un’operazione nell’insieme Z, ma non in N.

11 prodotto - € un’operazione in N, Z, QQ, la divisione : ¢ un’operazione in
Q ~ {0}, manon in N o Z (N. B.: abbiamo ricordato prima che Q & un
insieme di classi di equivalenza; va notato che le operazioni in QQ sono ben

. : : a__d .c _ ¢ a c _ d ¢
definite, ossia, ad esempio, se F=wei=a allora sta=yt ?).

L intersezione N e I’'unione U sono operazioni nell’insieme P(A) delle parti
di un insieme A.

Le operazioni +, - in Z sono compatibili con la relazione di congruenza
modulo n, ovvero,

sea~b(modn)ed ~b' (modn) allora

a+d ~b+b (modn) e a-d ~b-b (modn).
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Gruppi, anelli, campi

Sono allora ben definite le operazioni

42 Do X Ty — T,

2 Doy X Do — Do,

Tavole di composizione di + e - in Zs

([a], [b]) = [a + b]

([a], [b]) = [a - b]

+[0]1]2]314 01234
Ojo[1]2]3]4 0/0]O0JO]O]O
I111[2]3]4]0 11012134
212131401 210121411713
313[4]0]11]2 310131472
47470]T1]273 47014131271
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Gruppi, anelli, campi

Gruppi

Un gruppo (G, *) & un insieme G dotato di una operazione x t.c.

1) (xxy)*z=xx(y*z), Vx,y,z€ G (xeassociativa)

2) de€ G tc. exx=x%xe=x, Vxé& G (delemento neutro e)

3) Vxe G, Ix' €G te. xxx! =x"!xx = e (ogni x ammette inverso)
Un gruppo si dice abeliano se verifica anche

4) xxy=y*x, Vx,y€ G (x¢commutativa)

ESEMPI:

@ (Z,+) & un gruppo abeliano in cui I’elemento neutro & 0 e I’inverso di n
¢ —n. Anche (Q,+), (Z,, +), Vn sono gruppi (abeliani) (verificarlo).

e (Z,"),(Q,"),(Zs,-) non sono gruppi. Perché?
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Posto Q* = Q {0}, Z; =17, {0},siha

e (Q*,-) & un gruppo abeliano in cui I’elemento neutro ¢ 1 e I'inverso di "5’
e,
p

@ Anche (Z3,-) & un gruppo (verificarlo).

e (Zj,-) no. Perché?

Gilberto Bini - Cristina Turrini (2017/2018) GEOMETRIA 1 13/89




Gruppi, anelli, campi

Proprieta elementari dei gruppi:

in un gruppo I’elemento neutro ¢ unico;
in un gruppo ogni elemento ha un unico inverso;
legge di cancellazione (a b =axc=b=c, axb=c*xb=a=c);

Va,b € G I’equazione a * x = b ha una ed una sola soluzione (idem per
xxa=>)

(axb)™' =b"'xa=! Va, b c G;

(@)~ =a,Va e G;

postoa’ = e,a' =a,d" =axaxa---xa(mvolte) e

m —1 1 1

am=a'sa 'xa ' xa! (mvolte),
si ha
am x ' = am+n’ (am)n — g"mn
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Gruppi, anelli, campi

Gruppi di permutazioni

SiaJ3 = {1,2,3}.
Una permutazione su tre elementi ¢ un’applicazione biunivoca

o:J3— J3.

Le permutazioni su tre elementi sono 6:

&
Il
/
—_—
NS \S)
W W
N——
Q
Il
VRS
DN —
W N
—_
N———
=
Il
/
W =
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Gruppi, anelli, campi

L’insieme S3 delle permutazioni su tre elementi, con 1’operazione di
composizione o, ¢ un gruppo (non abeliano).

Ad esempio si ha v oy =, Yoo =e.

S3 viene detto gruppo simmetrico su tre elementi.

In modo analogo si introduce il gruppo simmetrico S, i cui elementi sono le
permutazioni (applicazioni biunivoche) di J, = {1,2,3,--- ,n} in sg, con
I’operazione di composizione.

Quanti sono gli elementi di S,,?
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Gruppi, anelli, campi

Anelli

Un anello (A, +,-) & un insieme A dotato di due operazioni, denotate con +, -
t.c.

1) (A, +) sia un gruppo abeliano (elemento neutro denotato con 04 e
inverso di a denotato con —a);

2) - e associativo ed € dotato di elemento neutro (denotato con 1,);

3) valgono le proprieta distribuitive:
a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c, Va,b,ccA.

Ad esempio (Z,+,-), (Q,+,-), (Zy,+, ) Vn sono anelli.

Anche Q[x], insieme dei polinomi in una variabile a coefficienti in razionali (e
analogamente R[x], insieme dei polinomi in una variabile a coefficienti in
reali) ¢ un anello rispetto alle usuali operazioni di somma e prodotto di
polinomi.
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Gruppi, anelli, campi

Un anello si dice commutativo se 1’operazione di prodotto nell’anello ¢
commutativa.

In un anello (A, +, -) un elemento a € A, a # 0 si dice divisore dello zero se
esisteunb € A, b # Otale che siaa-b =0, oppure b - a = 0.

Ad esempio, in (Zg, +, -), [2], [3] e [4] sono divisori dello zero.

Ad esempio invece, (Z,+, ), (Q,+,-) e (Zs, +, ) sono privi di divisori dello
zero.

Gilberto Bini - Cristina Turrini (2017/2018) GEOMETRIA 1 18/89




Campi

Un anello (K, +, -) si dice campo se (K* = K\ {0k}, -) & un gruppo
abeliano.

Ad esempio (Q, +, ), (R, +, ) sono campi, (Z3,+, -) sono campi.

Anche I’insieme C dei numeri complessi, con le usuali operazioni di somma e
prodotto, € un campo.

Invece, ad esempio (Z, +, -), (Q[x],+,-), (Z4,+,-) non lo sono.

Osservazione: Un campo ¢ privo di divisori dello zero (verificarlo).
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Gruppi, anelli, campi

Riassumendo, quindi, un campo & un insieme K dotato di due operazioni

+:KxK—=K

S KxK—=K

tali che
A) (K, +) & un gruppo abeliano, con elemento neutro Ok cioe
al + e&associativa [(a+b)+c=a+ (b+ )],

a2 + & dotata di elemento neutro Ox  [a + Ox = O0x +a = 4],
a3 ogni a € K ammette inverso —a rispetto a +

[a+ (—a) = (—a) +a = 0k],

a4 + & commutativa [a+ b =b+ a]

B) (K*,-) & gruppo abeliano, con elemento neutro 1x
bl -&associativa [(a-b)-c=a-(b-c)],
b2 - & dotata di elemento neutro 1x  [a - 1x = 1x - a = a],
b3 ognia € K* ammette inverso a ' rispettoa- [a-a ' =a ' -a= 1],
b4 - & commutativa [a-b=b-a],

C)a-(b+c)=a-b+a-c

Va,b,ceK
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Somma di matrici

Sia K un campo. Denotiamo con Mat,, , = Mat,, ,(K) I'insieme delle matrici
m x n a coefficienti di K, ossia delle tabelle a due entrate con m righe e n
colonne

ar ap - Aln
azi ay - azp

A € Maty, , A= . . e . cong; € K
aml Am2 ' Amn

i=1,....mj=1,...,n.
In Mat,, , si puo intodurre un’operazione di somma
+ : Mat,, , X Maty, , — Mat,, ,
cosi:
(A,B) — C A= (a;),B = (bj), C = (aj + by)

(Maty, ,, +) € un gruppo abeliano il cui I’elemento neutro & la matrice 0 con
tutte le entrate nulle, e in cui —(a;;) = (—ay).
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Prodotto di una matrice per uno scalare

In Mat,, ,(K) si puo anche intodurre una legge di composizione (che non &
un’operazione interna) di prodotto di un elemento A di K (che verra detto
scalare) per una matrice

- K x Mat,, , — Mat,, ,

COsi:

()\,A)HB:)\'A A:(aij), B:()\aij)

Vedremo dopo che questo prodotto, insieme all’operazione di somma, dara a
Mat,, , 1a struttura di spazio vettoriale.
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Prodotto righe per colonne di matrici

Date due matrici A = (a;;) ad m righe e n colonne e B = (by) ad nrighe e p
colonne (tali cio¢ che il numero delle colonne di A sia uguale al numero delle
righe di B) si puo definire una matrice C = A - B con m righe e p colonne,
detta prodotto righe per colonne di A per B: la matrice C ha come elemento
della riga r e colonna s lo scalare ¢, = a,1b15 + a;2b2s + - - - + apnbys.

air diz ... in byv ... by ... blp
a | aoa B= byt ... by ... by
i g o bt b by
1 0 2 20 1 0
Adf:sempio,seA:(_1 3 O)eB: 51 -3 1 |,siha
00 1 O
2+0+0 04040 14042 04040
(—2+15+0 04+34+0 —1-9+0 0—|—3—|—0)
_( 2 0 3 0)
—\13 3 —-10 3
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1l prodotto appena introdotto ¢ un’applicazione

+ : Mat,, , X Mat, , — Mat,, .

Nel caso m = n = p si tratta di un’operazione interna in Mat,, .

OSSERVAZIONE - Anche quando esiste sia A - B che B - A in generale vale
A-B#B-A.

Nel caso m = n, ossia di matrici quadrate, scriveremo talora Mat,, in luogo di
Mat,, .
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Proprieta delle operazioni tra matrici

In quanto segue, scrivendo A - B, ammetteremo implicitamente 1’ipotesi che il
numero di colonne di A sia uguale al numero di righe di C e scrivendo M + N,
ammetteremo implicitamente 1’ipotesi che M ed N abbiano lo stesso numero
di righe e lo stesso numero di colonne.

Siano A, B, C matrici a coefficienti in K. Si ha:
A-(B+C)=A-B+A-C;

e (A+B)-C=A-C+B-C,
e (A-B)-C=A-(B-0);
@ se \eunoscalare \- (A-B)=(\-A)-B=A-(\-B);
1 o ... 0
. . 0 1 ... 0 .
@ denotata con I la matrice identica I, = si ha
0 0o ... 1

A-1,=A,1,-A=A4;

Mat,, con le operazioni di somma e di prodotto riga per colonna & un anello
(non commutativo, cio¢ con prodotto non commutativo).
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Matrice trasposta

Data una matrice A = (aij) € Mat,, , si pud costruire la matrice ‘A € Maty ,
detta matrice trasposta di A, le cui righe sono le colonne di A, ovvero
A= (bhk) con bhk = Aaip-

Proprieta della trasposizione:
e '('A)) = A;
e '(A-B)='BA.

Una matrice (quadrata) A € Mat, tale che ‘A = A viene detta simmetrica.

Una matrice (quadrata) A = (a;;) € Mat, tale che, se i # j allora a;; = 0,
viene detta diagonale (in A tutt1 gli elementi fuori dalla "diagonale" sono
nulli).

Una matrice diagonale ¢ ovviamente simmetrica.

Una matrice (quadrata) A € Mat, tale che ‘A = —A viene detta
emisimmetrica.
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Matrici invertibili

Una matrice (quadrata) A € Mat, viene detta invertibile se esiste una matrice
A~! € Mat,, detta inversa di A, taleche A-A~' = A"l A =1,.

Denotiamo con GL(n, K) I’insieme delle matrici di Mat,, invertibili. 11
prodotto di matrici & un’operazione interna in GL(n, K)

- GL(n,K) x GL(n,K) — GL(n,K)
(A-B)~'=B7"1-47hH

GL(n,K) & un gruppo (detto gruppo lineare generale) rispetto alla operazione
di prodotto di matrici, con elemento neutro 7.

11 gruppo GL(n,K) non & abeliano.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Sistema lineare, matrice dei coefficienti e matrice completa

Consideriamo un sistema di m equazioni lineari (a coefficienti in K) nelle n
incognite x1,x2,...,x, (a;, b, € K)

ayx) +apxy+ -+ apx, = by

az1xy + anxy + -+ + amx, = by

A1 X1 + X2 + - -+ AunXy = by
Si puo estrarre la matrice completa del sistema:

al ain aip ’ bl
= | e
Aml A2 -+ Amn | bp

ottenuta accostando la matrice A dei coefficienti del sistema e la colonna b dei
termini noti ove

ay ap ... Qi Zl
a a» ... a

A= 21 a4 n b— 2
am1 (2777 2N Amn bm
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Utilizzando la notazione del prodotto riga per colonna il sistema pud anche
essere scritto come

A-x=Db
ove A € la matrice dei coefficienti del sistema, b € la colonna dei termini noti e
X1
x=|[ ¢ il vettore colonna delle incognite.
Xn
Una soluzione del sistema & una n—upla di elementi di K (X1, %, . .., X,) tali

che
anxy +apxs + -+ apX, = by
ax Xy + anxy + -+ + axpx, = by

Am1X1 + amXy + - - - + AunXn = by
Un sistema lineare si dice impossibile se non ammette alcuna soluzione,
determinato se ammette una ed una sola soluzione, indeterminato se ha piu di
una soluzione (ed in tal caso, se K ¢ infinito, ne ha infinite).
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Il metodo di Gauss per la risoluzione di un sistema lineare

STRATEGIA:

passare dalla matrice [A|b] ad un’altra matrice [A’[b’] che rappresenti un
sistema equivalente (cio¢ che ammette le stesse soluzioni), ma molto piu
semplice da risolversi.

OPERAZIONI SULLE RIGHE (lecite, ovvero che fanno passare da un
sistema ad un altro equivalente):

1 scambiare due righe tra loro;
2 moltiplicare una riga per una costante diversa da zero;
3 sommare ad una riga il multiplo di un’altra.

N.B. Le operazioni vanno fatte sulla matrice completa [A|b], non solo sulla
matrice A dei coefficienti.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Esempi di matrici "semplici"

ESEMPIO 1.
12 -1 0 | 2
01 3 1 | 0
00 1 -3 | 4
corrisponde al sistema
x+2y—z=2
y+3z4+w=0
z—3w=4

dall’ultima equazione si ricava z = 3w + 4, che si puo sostituire nella seconda
trovandoy = =3z —w = —33w+4) —w = —10w — 12, ¢ alla fine,
sostituendo la z e la y nella prima si ricava anche
x=-=2y+2z+2=-2(—10w—12) + 3w + 4) + 2 = 23w + 30. Quindi le
soluzioni del sistema sono della forma

(x,y,z,w) = (23w + 30, — 10w — 12,3w + 4, w).

Si sono trovate infinite soluzioni quindi il sistema ¢ indeterminato.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

ESEMPIO 2.
1 2 -1 0| 2
01 3 1] 0
00 0 0 | 4
corrisponde al sistema
xX+2y—z=2
y+3z+w=0
0=4

che ¢ evidentemente impossibile.

Si noti che negli esempi 1 e 2 le matrici sono a gradini con un 1 come
coefficiente dell’incognita di ogni "gradino".
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

SCOPO DEL METODO:

Ridurre la matrice [A|b] in una forma a gradini del tipo:
0O 0 1 % ... ... o | o
0 0 0 1 oo e i e |
0 0 0 0 .o oo | o
o o0 o0 o0 ... 1 ... ... | =

in cui in ogni riga compaiono meno incognite della riga precedente.
STRUMENTO UTILIZZATO: le operazioni lecite sulle righe viste sopra.

Si tratta di un algoritmo: dopo un numero finito di passi si ottiene una matrice
dalla quale risulta evidente se il sistema ammette soluzioni oppure no e che, in

caso affermativo, permette di trovare le soluzioni ricavando via via le
incognite a partire dall’ultima equazione e procedendo a ritroso.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

[1lustrazione del metodo

Come "creare" i gradini?

Salvo effettuare scambi di righe, si parte da una matrice in cui la prima
incognita compaia nella prima equazione. Moltiplicando la prima riga per una
costante si ottiene una matrice in cui il primo elemento della prima riga & 1

1 alp ... Aln | b]

a ajyy ... ajyy | b2

b ap ... ay | bs

|

|

1 a/12 . a,]n | b/]
|05
R}*bR],...,... 0 . 32 3n | 3

0 ... |
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

A questo punto nel sistema dalla seconda equazione in poi non compare piu la
prima incognita, quindi compaiono al pit # — 1 incognite. Su questo sistema
con una equazione in meno e con meno incognite si opera analogamente a
quanto visto sopra.

Se nel corso della procedura, una riga della matrice si annulla interamente
(cioe diventa (00 0. .. | 0), tale riga pud essere cancellata (corrisponde
all’equazione 0 = 0).

Se nel corso della procedura, una riga della matrice si annulla in tutte le
entrate salvo che nell’ultima (cio¢ diventa (000... | k), k # 0), il sistema
¢ impossibile (tale riga infatti corrisponde all’equazione 0 = k).

Alla fine della procedura la matrice ¢ ridotta a gradini, e il sistema, se
risolubile, puo essere risolto a partire dall’ultima equazione a ritroso.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

ESEMPIO A
2x —2y+4z=0
x+2z=2
z=-—1
3x—-3y=6
2 =2 4] 0
1 0 2| 2 (1/2)R,
0 0 1 | -1
3 30| 6
1 -1 2 | 0
0 1 0o | 2
0 0 1 | -1
0 0 -6 | 6

Gilberto Bini - Cristina Turrini (2017/2018)
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

y=2 - (ny,2) =(4,2,-1)
7= —
Si € trovata una ed una sola soluzione, quindi il sistema ¢ determinato.

ESEMPIO B

—3x+y=4 -3 1 | 4
+x—2y=3 1 -2 | 3
—x—3y=28 -1 -3 | 8

1 -2 | 3 1 -2 | 3

S G S T I [N S K

Ricke \ -1 =3 | 8 ) B+Ri \ 0 —5 | 11

| ) 3 | ) 3

1 | -13/5 | —— 0 1 | —13/5 | >
15k \ 0 -5 | 11 Btk N0 0 | =2

11 sistema quindi & impossibile.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

ESEMPIO C
x—2y+z=0
2x+y=1
—3x—4dy+z=-2

1 -2 1 | 0 1 -2 1 | 0
o 1 -=2/5 |15 ) —>0 1 =2/5 ]| 1/5
0 —10 4 | =2 ) R¥lOR \ o ¢ 0 0

—z42 27+l
(X,yaZ) - ( 25+ ) Z;r 7Z)
1l sistema & indeterminato

Gilberto Bini - Cristina Turrini (2017/2018)
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Se un sistema ¢ indeterminato e le sue soluzioni dipendono da s parametri, si
dice che il sistema ha oo® soluzioni.

Se invece il sistema & determinato, si dice anche che ha oc? soluzioni.

Ad esempio, il sistema

{x +y +z=0
2x 42y +2z=0

ha le infinite soluzioni (x,y, z) = (h,k, —h — k), al variare dei parametri 4 e k.
Pertanto si tratta di un sistema indeterminato che ha oo? soluzioni.

Invece il sistema dell’esempio C ha oo! soluzioni.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Caratteristica di una matrice

Il procedimento di riduzione a gradini che si ¢ applicato alla matrice completa
di un sistema lineare per ridurla a forma "semplice", puo essere applicato ad
una qualsiasi matrice. Il numero delle righe non nulle che si ottengono alla
fine del procedimento viene detto caratteristica della matrice (si dimostra che
tale numero non dipende dalle operazioni che si sono fatte per ridurre a
gradini la matrice).

TEOREMA (di Rouché Capelli) - Il sistema lineare Ax = b ha soluzioni se e
solo se la caratteristica della matrice dei coefficienti A coincide con la
caratteristica della matrice completa [A|b]. Inoltre, se il sistema & risolubile, le
soluzioni del sistema sono co” ", ove n ¢ il numero delle incognite e r & la
caratteristica di A (e di [A|b)]).

Gilberto Bini - Cristina Turrini (2017/2018) GEOMETRIA 1 42/89



Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Ad esempio nel sistema dell’esempio 2

x+2y—z=2
y+3z+w=0
0=4

la matrice dei coefficienti ha caratteristica 2, mentre la matrice completa ha
caratteristica 3, e il sistema ¢ impossibile.

x+2y—z=2
Invece, nel caso del sistema { y + 3z + w = 0, tanto la matrice dei
z—3w=4

coefficienti quanto la matrice completa hanno caratteristica 3. Il sistema ¢
risolubile ed ha oo*~

3 = 00! soluzioni.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Un sistema lineare A - x = b, con b = 0, ¢ detto omogeneo.
OSSERVAZIONE - Si consideri il sistema lineare
(*) A-x=b
e il sistema omogeneo associato
(xx) A-x=0.

Se ¢ nota una soluzione x, del sistema (), tutte e sole le soluzioni di (*)
possono essere ottenute sommando a x;, le soluzioni di («x). (verificarlo)
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Spazi vettoriali

index S

© Spazi vettoriali
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Definizione di spazio vettoriale

Siano K un campo, V un insieme non vuoto. Si dice che V & uno spazio
vettoriale sul campo K se V ¢ dotato di due leggi di composizione

+:VxV->V

S KxV—=V

tali che

A) (V,+) & gruppo abeliano;

By VAuekK, VuveV:
bl) (A+p) u=Xu+p-u
b2) (A-p)-u=X\-(u-u);
b3) A (u+y)=A-u+ry
bd) 1x-u=u
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Spazi vettoriali

Gli elementi di K si dicono scalari; gli elementi di V si dicono vettori.

Nel seguito, denotiamo con 0 I’elemento neutro di K, con 0 I’elemento neutro
di V, e con —v il vettore opposto di v.

Dati A\1,....,\, e Key,,...,y, € V,il vettore

V=A1vHAcy F Ay,

viene detto combinazione lineare dei vettori vy, . .., v, secondo gli scalari
Ay A

Gilberto Bini - Cristina Turrini (2017/2018) GEOMETRIA 1 47/89




Esempi di spazi vettoriali

El) K =R, V = Vecto(E?) ={vettori dello spazio euclideo E* applicati
nell’origine }, rispetto alla usuale somma di vettori (regola del
parallelogramma)

— . .
0 = 00, —OA = OB vettore di egual modulo, stessa retta di
applicazione e verso opposto

G RxV oSV (A,OA)|—>)\O_A> ove A OA=
0? seA=0

—
OA" |OA'| = |\||OA], stessa retta, verso {stesso seA >0

opposto se A <0

c
'B

A B
S a
| o
: o
c
"
4

(~3)04 = 04"

0

04+ 0B =0C
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Spazi vettoriali

E1’) K =R, V spazio dei vettori liberi ossia delle classi di equivalenza di
vettori applicati , ove la relazione di equivalenza & la usuale equipollenza
di vettori. Le operazioni di somma e di moltiplicazione per uno scalare
introdotte nell’esempio E1) passano al quoziente (dipendono solo dalle
classi di equipollenza, non dai rappresentanti delle classi).

E2) VK possiamo considerare V = {0}, detto spazio vettoriale nullo o
banale.
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Spazi vettoriali

E3) VK possiamo considerare V = K
+:KxK—=K sommainK
- KxK —=K prodotto in K

E4) K =C.
Applicando quanto visto in £3, possiamo prendere V = C. C & uno
spazio vettoriale su se stesso.

C ¢ anche uno spazio vettoriale su R:
K=R,Vv=C

+ : C x C — C usuale somma di numeri complessi
:RxC—C, (\a+ib) — \a+i\b
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Spazi vettoriali

E5) K qualsiasi, V = K" = spazio vettoriale delle n-uple di elementi di K

X1
X2
veK? y= xeK(@=1,...,n)
Xn
X b4 X1+ ¥
X2 y2 X2+ 2
rrxkr sk (| TP e T
Xn Yn Xn + Yn
X1 A X
X2 A X
CExK oK | e |
Xy A Xy
0 X1 —X1
0 X2 —X2
0= —| .=
0 X —Xy
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Spazi vettoriali

E6) K qualsiasi, V = Mat,, , = Mat,, ,(K) = insieme delle matrici m x n a
coefficienti di K

ai app - Aln

azl ay - ap
EeMatm,n X:A: . . .

aml Am2 " Qmn

a; €K i=1,....mj=1,...,n
+ : Mat,, , X Maty, , — Mat,, ,
(A,B) = C=A+B A= (a),B=(by),C= (aj+by)
-: K x Mat,, , — Mat,, »
()\,A) —B=)M A= (a,-j),B = ()\aij)

00 --- 0
0= matricenulla= [ = = =
00 --- 0

A = (a;) — A = (—a;) matrice opposta
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Spazi vettoriali

E7) K=Q,0oR, 0C, V= K][x] = insieme dei polinomi in una variabile a
coefficienti in K
veEV v=px)=ao+ax+ax®+ -+ ax"
+ : Kx] x K[x] = K[x] p(x) 4+ ¢(x) usuale somma di polinomi
K xKx] = Kjx] M€K Ap(x) usuale prodotto di un numero
per un polinomio.

E8) K= Q,0R,0C, V =Ky[x] = { polinomi in una variabile a coefficienti
in K di grado < d}
(con le operazioni viste al punto precedente)

E9) K=R,V=RE={f:R - R}
VXV oV (feg)mf+eg  (f+g))=f(x)+g(x)
CRx VoV (W)= A (V)() = M)
(definizioni puntuali di somma e di prodotto per uno scalare)
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Spazi vettoriali

Proprieta elementari degli spazi vettoriali

Proprieta:
1) tutte le proprieta dei gruppi abeliani per (V, +)
e unicitadi 0
e unicita dell’opposto di v
o legge di cancellazione v +u=w+u=v=w)

2) 0-v=0VYveV
3)0eV VAeK=X-0=0
HVreK, eV (=A)-v=—(A-yp)
5) A-v=0= XA=0oppure v
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Sottospazi

index eyl

© Sottospazi
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Definizione di sottospazio

Siano K un campo, V uno spazio vettoriale su K, U C V. Si dice che U ¢ un
sottospazio di V se U soddisfa le seguenti condizioni:

@ sev,w € U alloray 4+ w € U (chiusura di U rispetto a +)
@seAcKeveU,allora\-ve U/ (chiusuradi U rispetto a -)
e 0eU.

In tal caso U & uno spazio vettoriale su K rispetto alle restrizioni a U delle
operazioni di V, ciog

+‘U><U . UxU—=U TKxU : KxU—=U.
OSSERVAZIONE - Sia U C V un sottoinsieme # (). U & sottospazio di V se e
solo se U ¢ chiuso rispetto alle combinazioni lineari, ovvero se e solo se

VihpekK, Vuwe Usihadu+ puw e U.
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Esempi di sottospazi

e VYV, i sottoinsiemi {0} e V sono sottospazi (sottospazi banali).

o K =R, V = Vecto(E?). Fissiamo un piano 7 e una retta r, con
OercCm,

_>
U = Vecto(m) = {% € V|A € 7} & un sottospazio di V.
W = Vecto(r) = {OA € V|A € r} & un sottospazio di U.
Vecto(r) & sottospazio di Vecto () che & sottospazio di Vecto(E?).

e K=Q,oR,0C,V =K][x] (polinomi), U = Ky[x] (polinomi di grado
<d).
U C V ¢ un sottospazio.

@ L’insieme S delle soluzioni del sistema lineare A - x = b

S ={x € R": Ax = b} & un sottospazio di R" se e solo se b = 0, cioé se
e solo se il sistema ¢ omogeneo.
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Sottospazi

Operazionti tra sottospazi

Siano V uno spazio vettoriale su un campo K, e siano U, W C V sottospazi.

OSSERVAZIONI

e UNW={veV]ye Ueye W} e&un sottospazio

@ UUW = {v e V|yve Uov e W} in generale non & un sottospazio di V
(si pensi ad esempio a V = Vecto(IE®) con i sottospazi U = Vecto(r) e
W = Vecto(s), con r, s rette distinte passanti per O, U U W non ¢
chiuso rispetto alla somma di vettori )

Si definisce allora
e U+W={veV|queU, Iwe Wcony =u+ w}

si verifica che U + W & un sottospazio (verificarlo), detto somma di U e W.
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Sottospazi

Ad esempio, in V = Vecto(E?), con r ed s rette per O distinte tra loro, si ha
Vecto(r) + Vecto(s) = Vecto(r), ove w & il piano contente r ed s.

Sempre in V = Vecto(IE?), con o ed 3 piani per O distinti tra loro, si ha
Vecto(ar) + Vecto(B) = V.

Siano U, W C V sottospazi, e si consideri lo spazio somma U + W.
Si dice che la somma U + W & una somma diretta (e si scrive U @& W al posto

di U + W), se e solo se ogni v € U + W si scrive in un unico modo come
somma di un vettore u € U e un vettore w € W.

La somma U + W & una somma diretta se e solo se U N W = {0} (verificarlo).

Tra gli esempi visti sopra, la somma Vecto(r) + Vecto(s) € diretta, mentre la
somma Vectp(a)) + Vecto(3) non lo &.
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Sistemi di generatori

index S

@ Sistemi di generatori
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Sistemi di generatori

Siano V uno spazio vettoriale su un campo K, ) #£ S C V, S = {s,, }aca
sottoinsieme non vuoto arbitrario.

Si dice sottospazio generato da S (span di §) il sottoinsieme di V, indicato con
(S), costituito dai vettori che possono essere espressi come combinazione
lineare di elementi di S:

() ={veViF,. ..., ek, Is, ...5, €S, v=Nis,, + -+ Misy, }
(n & variabile).
(S) & un sottospazio (verificarlo).

Sia U un sottospazio di V e S un sottoinsieme di V tale che U = (S). I vettori
di S sono detti generatori di U. S & detto sistema di generatori per U.

Se esiste un insieme finito S tale che U = (S), si dice che U & finitamente
generato (f.g.).
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Esempi di sistemi di generatori

e VV VU sottospazio di V si ha U = (U).

o V = Vecto(E*), S = {i,j, k} = {vettori unitari degli assi}. V = (S),
Yy = 51%, sihay = ai + bj + ck, se P = (a, b, c).

o V = Vectp(E?), S = {a, b, c} con
a,b,c vettori arbitrari purché non complanari. V = (S).

vers (1) (O} 0.) =) +o ()
cveres={(1).(1). () -

§) -t e () -0 (1) o
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Sistemi di generatori

1 0 0
X 0 1 0
oKn:{ }’glz . y €y = . 5 y € = :
n 0 0 1
X1
S={e,...,e,; (5)=K" D =xie +xe, + 0+ x0e,
Xn

o C considerato come spazio vettoriale su R, § = {1,i}; (S)=C

© Maty,(K), Ej = (ent), en = {(1) Ezg i 855

S={E;jjl <i<m,1<j<n} (S)=Maty,
o KK;[x] polinomi di grado < d

S={l,xx... x4 Vp € Kyx]
p=ag+ax+ax®+---+ax? (S)=Kylx|
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Sistemi di generatori

o K[x], S ={x"ln >0} (S)=K[x]

Lo spazio K[x] & un esempio di spazio vettoriale non f.g. (con le
combinazioni lineari dei polinomi p;(x), ..., ps(x) non si possono generare
polinomi di grado maggiore al massimo tra i gradi di p;(x), . .., pp(x)).

OSSERVAZIONE 1-Se U = (S) e S C T C U, allora anche U = (T).

OSSERVAZIONE 2 - Se U = (s, ...,s,) € s, & combinazione lineare di
Syy.--y8,_jalloralU = (s,...,s, ;) (i vettori di V, che per ipotesi possono
essere scritti combinazioni lineari di sy, . . ., s,, possono anche essere scritti
come combinazioni lineari di s;,...,8, ).
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Dipendenza e indipendenza linear
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Dipendenza e indipendenza lineare

Vettori linearmente dipendenti

Siano V uno spazio vettoriale su un campo K, § # S C V, S = {s,, }aea
sottoinsieme non vuoto arbitrario. Si dice che S € un insieme di vettori
linearmente dipendenti, ovvero che S ¢ linearmente dipendente (l.d.), se esiste
una combinazione lineare di elementi di S con coefficienti non tutti nulli che
dia il vettore nullo, cioe

Egal,...,ganes EI)\],,)V[GK (>\177)\n)7é(0,,0)
tali che A1s,, + -+ + Aus,y, = 0.

S si dice linearmente indipendente (L.i.) se non ¢ linearmente dipendente, cio¢

N

SayresS

HES A,..., M €K

Q

)\1S ++>\n§an:Q:>()\l”>\”):(0”O)

2aq
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Dipendenza e indipendenza lineare

Esempi di dipendenza e di indipendenza lineare

1 0 0 1 0 1
o InR3, S, :{(0) , (1) , (0>}é1.i.,52:{<0> , (1) , <1>}él.d.
0 0 1 0 0 0

o InK", S ={e,...e,}eli.

e In Vecto(IE3), due vettori sono 1.d. se e solo se sono allineati, tre vettori
sono 1.d. se e solo se sono complanari.

o InK[x,S={1,x,2%....x¢ . }eli
e In Mat,, ,(K), S = {E;} e Li.

e In C? considerato come spazio vettoriale su R, § = {<(1)) , (6)} ¢ Li.

e In C? considerato come spazio vettoriale su C, § = { ((1)) , (6) }eld.
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Dipendenza e indipendenza lineare

Proprieta della dipendenza e indipendenza lineare

V uno spazio vettoriale su un campo K,
1) Siano) #SCV,)#SCT.SeSeld.,alloraT ¢ ld.
2) veV; {v}eld seesolosey=0

3) v,we V; {v,w} sono ld. se e solo se (almeno) uno dei due & multiplo
dell’altro.

4) vi,...,v, €V; {y,...,v,} sonoLd. se e solo se almeno uno traiy; &
combinazione lineare degli altri.
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Dipendenza e indipendenza lineare

5) 21,...,Ek€V {217""Xk}1‘i" Ek-i-lEV‘
Vi« Vi Vipg s0no Ld. se e solo se v, | € combinazione lineare di

Viseeos Ve
6) Se
Ay o+ Ans, =0

e \, # 0, allora il vettore s, ¢ combinazione lineare di s, ...,s,_;,
infatti

Sy = _(An)il/\lil + e _()\n)il)\n—lgn_l

n

Gilberto Bini - Cristina Turrini (2017/2018) GEOMETRIA 1 69 /89




index eyl

© Basi

Gilberto Bini istina Turrini (2017/2018) GEOMETRIA 1 70/89



—
Definizione ed esempi di basi

Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Un sottoinsieme B di V si dice
base di V se ¢ linearmente indipendente ed ¢ un sistema di generatori di V.

e V=R?{e,e,} &unabase di V; anche {G) , <_11)} ¢ una base di V.

o V = Vecto(E*); {i,j,k} & unabase di V.

V =K";{e,...,e,} ¢unabase di V, detta base canonica.

V= Matm,n(K); {Eij},'zlw.’m;j:l,m’n ebasedi V.
V =Kglx]; {1,x,x%,...,x4} ¢ base di V.

V=K[x]; {1,x,x%,...,x",...} ¢base di V.
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OSSERVAZIONE - V = {0} non ha base (il vettore 0 non & 1.i.)

TEOREMA - § C V ¢ base di V se e solo se ogni vettore di V si pud scrivere
in uno ed un solo modo come combinazione lineare dei vettori di S.

Dimostrazione (nel caso S finito). Sia S = {s;,...,s,}.
@ Se S ¢ base allora S genera V, quindi bisogna solo provare 1’unicita di
scrittura.

A1yt Sy = pisy + o s, =
(At —p)sy + (A — p)s, =0 =
AL= 1500 5 An = L

@ 0Os; + ---0s, ¢ 'unica scrittura del vettore nullo.
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Teoria della base per spazi finitamente generati
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Teoria della base per spazi finitamente generati

Esistenza di una base

Uno spazio vettoriale non nullo e f.g. ammette una base. Infatti si ha:

TEOREMA - Sia V uno spazio vettoriale su un campo K, V # {0}.

V={,...,v,) = {v,...,v,} contiene una base di V.

Dimostrazione. V.= (v|,...,v,).

Se {v,...,va} €Li. = {v|,...,v,} & base.

Se {v,...,v,} € 1d., almeno uno di essi, diciamo v,, ¢ combinazione lineare
degli altri.

Allora, per quanto visto nell’osservazione 2 di pag. 64, V = (v;,...,v,_;)-
Se (vi,...yv,_1) & Li. = (v,...,v,_,) &base.

Se (vy,...,v,_;) ¢ Ld., siitera il procedimento. Se il procedimento non si &

arrestato prima, si arriva a V = (v,); in tal caso {v, } & Li. (e quindi base).
Altrimenti, {v,} 1.d. = v; =0e V = {0}, contro Iipotesi.
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Teoria della base per spazi finitamente generati

Anche gli spazi non f.g. ammettono una base (qui non ne vedremo la
dimostrazione).

OSSERVAZIONE - L’estrazione di una base da un sistema di generatori puo
essere effettuata con il seguente algoritmo (degli scarti successivi).

V= 0.
1) Si considera v;.

e Se v, ¢li. (cioe # 0), allora lo si tiene,
e altrimenti no (v, puo essere eliminato dai generatori di V, ovvero bastano
V5,V3,...,V, a generarlo).

2) Siconsidera {v;,v,}, 0 {v,} se v, & stato scartato.

o Se {v,,,} ¢li, allora si tiene v,,
e altrimenti no ( v, puod essere eliminato dai generatori di V).

n) Siconsideranoiy;, coni < n — 1, non scartati.

o Se{...,v,...,v,} ¢li. allora si tiene y,,
e altrimenti no (v, puo essere eliminato dai generatori di V).
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Insiemi massimali di indipendenti e insiemi minimali di
generatori

Un insieme {v,, ..., v, } di vettori di V si dice insieme massimale di vettori
linearme.nte. indipendenti (in V) se {v,, ..., v, } & Li. e, comunque preso
v € V, linsieme {v;, ..., v, v} eLd.

Siano vy, ...,v, € Vesiar <n. Sidice che {v,,...,v,} &un sotroinsieme
massimale di vettori Li. in {v, ... ,v,} se
@ Vy,...,V,s0n0 Li.

o Vi,r+1<i<nl insieme {v,...,v,vi} eLd.

TEOREMA - Sia V = (v,,...,v,) # {O0}.
Un sottoinsieme massimale di vettori Li. {v;,...,v,} (in {v;,...,v,}) € un
base di V.
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Dimostrazione. Occorre solo provare che {v;,...,v,} genera V. Anzitutto
ricordiamo che Vi, r 4+ 1 <i < n, I’ insieme {v,...,v,,vi} ¢1d., quindi
esistono coefficienti non tutti nulli Ay, ..., A, k tali che

Ay + - Ay, k= 0.

Non puo essere k = 0, altrimenti {v,, ..., v,} sarebbe L.d.
Quindi y; € combinazione lineare di vy, ...,v,, Vi,r + 1 < i < n e pud essere
eliminato dai generatori .

OSSERVAZIONE - Se {v,, ..., v} & un insieme massimale di vettori
linearmente indipendenti (in V), allora {v,,...,v;} ¢ unabase di V.
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Siano vy, ..., v, € V. Sidice che {v,,...,v,} & un insieme minimale di
generatori se
@ v,...,V, generano V

e Vi,1 <i<rVlinsieme {v,...,v,} ~ {vi} non genera V.

OSSERVAZIONE - Sia V # {0}.

Un insieme minimale di generatori {v;,...,v,} ¢ unabase di V.
Dimostrazione. Occorre solo provare che {v;,...,v,} & Li.
Sia

Ayp+ - A, =0

Se esistesse A\; # 0 con 1 < i < r, il vettore y; sarebbe combinazione lineare
dei vettori {v,...,v,} ~ {v;} e di conseguenza {v,...,v,} ~ {vi}
genererebbe V.
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Equicardinalita delle basi

TEOREMA - Sia V uno spazio vettoriale con base costituita da n vettori.
Comunque presi m vettori di V, con m > n, questi vettori sono l.d.

Dimostrazione - Sia {v,,...,v,} unabase di V e siano w,,...,w,, € V, con
m > n.
Supponiamo, per assurdo, che {w,,...,w, } siaLi..
Mostriamo anzitutto che
(%) in tal caso sarebbe possibile trovare n vettori in {w;,...,w,,} che
generino V.
Per ipotesi esistono Ay, ..., A, non tutti nulli, tali che

w; = A\y; + -+ - + \yp,. Poiché w; # 0 (¢ 1i.), qualche ); ¢ non nullo, ad
esempio A\; # 0. Quindi , da —w; + Ay +--- + A\, = 0, si deduce che y; &
combinazione lineare di w;,v,, ..., v,. Quindi

V=V, v, = W,V .0, 0,)

cioe¢ nella base di V abbiamo potuto "sostituire un v con un w'".
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Mostriamo ora ricorsivamente che se (w;,...w,, v, ,...,v,) = V allora
(eventualmente dopo aver riordinato i vettori v, , ..., v,) anche
(Wise o W5 Vg0, ..., ,) = V (cioe nella base di V abbiamo potuto

"inserire un altro w al posto di un v").

Sia quindi (w;,...w,,v,,,...,v,) = V. Per ipotesi esistono

Qly .oy Qpy Bryt - .. By tali che

W =aiwy + -+ aw, + Brriv,p g+ By

L’insieme {w,...,w,, w, |} &Li., pertanto qualche 3; & non nullo, ad
esempio 3,41 # 0. Quindi si deduce che v, , | ¢ combinazione lineare di
Wise o Wt 13 Vpp0y -5V, Quindi (Wi, . oow,y V0,0, 0,) = V.

Con questo abbiamo dimostrato (x).

Poiché anche w, | € V, il vettore w,,, | € combinazione lineare di wy, ... w,,
per cui {w,...w,,w,,}&Ld.. Allora pero anche {w;,...w,,w, ;... w,}

sarebbe 1.d., contro I’ipotesi.
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TEOREMA - Sia V uno spazio vettoriale. Siano
A=A{a;,...,a,},B={b,....b}basidiV = n=k

Dimostrazione. A € una base costituita da n vettori = piu di n vettori sono 1.d.
B ={b,,...,b.}¢eli. (perché base) = k <n

Scambiando il ruolo di A e di B nell’argomentazione precedente si ha
n<k=n=k

Riassumendo, abbiamo provato che

se V & uno spazio vettoriale su un campo K, V # {0} e f.g. allora:

1) (esistenza) V ha base (finita);

I) (equicardinalita) tutte le basi di V sono costituite dallo stesso numero di
vettori.
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La dimensione di uno spazio vettoriale

Sia V uno spazio vettoriale su un campo K.
Si dice dimensione di V, e si scrive dim V (o dimg V') il numero cosi definito:

0 se V={0}
dimV =4(n se V ¢ f.g. ed ha base con n vettori
00 se Vnonef.g.
Ad esempio:

o dim Vectp(E?) = 3;

o dimK" = n;

e dim Mat,, , = mn;

o dimK[x] = oo;

o dimKy[x] =d+1;

o dimcC"=pn, dimgC"=2n.
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TEOREMA - Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n. Comunque presi n
vettori linearmente indipendenti, questi costituiscono una base di V.

Dimostrazione. Sia S = {v;,...,v,}. S & un insieme massimale di 1.i.(non si
puo aggiungere nemmeno un vettore senza che diventino dipendenti), quindi &
una base.

TEOREMA - Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n. Comunque presi n
vettori che generano V, questi costituiscono una base di V.

Dimostrazione. Sia S = {y;,...,v,}. S & un insieme minimale di generatori
(non si puo togliere nemmeno un vettore, per I’equicardinalita delle basi),
quindi ¢ una base.

COROLLARIO - Sia V uno spazio vettoriale f.g.,dimV =ne U C V un
sottospazio. Alloraanche Ue f.g. edimU =k < n.Inoltre, k=n&< U =V.
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Dimostrazione. Se U = {0} il risultato & ovvio. Altrimenti U contiene
almeno un vettore l.i. ;. Aggiungiamo vettori u,, us, . .. in modo che
{uy,up},{uy, uy,us}, ... siano 1i. Dopo un numero finito di passi il processo
st arresta perché in V (e quindi in U) non possono esserci piu di n vettori 1.i.
Sia quindi {u;, ..., u;} un insieme massimale di vettori L.i. in U (con k < n).
Per quanto visto {u,,...,u,} & una base di U

equindidimlU =k <n=dimV.

Se inoltre k = n, {u,, ..., u;} base di U & anche base di V, perché V ha
dimensione n e k = n vettori L.i. sono una base.

Il viceversa, U = V = k = n, ¢ ovvio.

OSSERVAZIONE (completamento della base) - Sia V uno spazio vettoriale di
dimensione n. Sia poi r < n e siano vy, ...y, € V vettori Li.. Allora esistono

vettori w, ¢, ..., w, taliche {v,...v,,w, ,...,w,} siaunabase di V.
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index S

@ Formula di Grassmann
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TEOREMA (Formula di Grassmann) - Sia V uno spazio vettoriale f.g. su un
campo K, e siano X, Y C V sottospazi. Si ha:

dimX 4+ dimY = dim(X NY) + dim(X + Y).

Dimostrazione. Anzitutto tutti gli spazi coinvolti sono f.g. perche lo & V. Sia
dim(XNY)=1i

@ Sei=0,cioe XNY = {0} siano {x,,...x,} unabase di X, e
{Xl,...,L} una base di Y.

e Sei>1,sia{y,...,v;} unabasedi X NY.Ivettori v,...,v, sono Li.,
quindi, per il teorema di completamento della base, Jx;, 4, . .., x, tali che
{vis- o Vi Xipgs ..., X, } siabasedi X e Fiipr- ooy, taliche

{Ylv"'vfi’Xi+1""’y4} siabase di Y.

In ogni caso abbiamo dimX = r, dimY = s, dimX N Y = i. Dobbiamo quindi
dimostrare che dim(X + Y) = r + s — i.
Allo scopo faremo vedere che B = {v,...,v;, X ;... X Yoy po Y. re

basedi X + Y.
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1) - B ¢ insieme di generatori per X + Y:
X+Y={v=x+yhxeX=(v,....,V,X1,...,%,),yEY =

Viseo VYY) = X+ Y E 4
(yl,...,yi,gi_i_l,...,gr,Xi+1,...,y4> =1).
2)-Belis

(Koavy + -+ 4 o + BiiXivr + o 4 Bexr + i1y, oy, =0
=
vy b+ BipiXpy o B = iy, T N
11 I membro & un vettore di X, mentre il Il membro & un vettore di Y, quindi

entrambi appartengono a X N Y. In particolare il Il membro puo essere
espresso come combinazione lineare di elementi della sua base di X N Y:

Vi 1Yy T Yy = 0wy e Gy
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O1vy + -+ v+ Yip1y,, oy, =0

Vi Vi Vi s Yy costituiscono una base di Y (quindi 1.i.)
=

op=-=0=0,7%41=---=7=0.

Quindi la (%) diviene

v+t aw o+ By + o+ Bx, =0

ViyeeosVis Xy, ,X, base di X (quindi Li.)

=

ar=- = =0Fp = =p5=0

= tutti i coefficienti nella (x) sono necessariamente 0 = 2).

COROLLARIO - Sia V uno spazio vettoriale f.g. su un campo K, e siano
X, YCVtalicheV=X®Y.Siha dimX+dimY =dimV.
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ESEMPI. Sia V = Vecto(E?)

1) Siano r, s rette per O distinte tra loro. Sia X = Vecto(r),Y = Vecto(s). Si
haXNY = {0}.

Abbiamo visto che il sottospazio somma X @ Y corrisponde allo spazio dei
vettori per O che giacciono sul piano 7 che contiene r e s: X + Y = Vecto(m).
Siha: 1 + 1 =dimX +dimY =dim(X & Y) = 2.

2) Siano «, 8 piani per O distinti tra loro e sia r = o N B. Sia

X = Vectp(a), Y = Vecto(p).

SihaX+Y=VeXNY = Vecto(r).
Siha:2+2=dimX+dimY =dimXNY)+dimX+Y) =1+ 3.
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