
 
Lavoreremo nello spazio

tridimensionaledellageometriaeuclideadoveutilizzeremo unsistemadicoordinate
cartesiane ortogonali
Fissiamo dunque unpunto O nello spazio e consideriamo l'insiemeditutti ivettoridellospazioapplicatiin
Tale insieme è lo spaziovettorialeV3
Vogliamo adesso identificareVi tramiteun isomorfismoconlo spazio vettorialeÈ
ntroduciamo unsistemaAyeTramiteunabaseortonormale III ognivettore ofElfsiscriveinmodouniconellaforma

at xè gj zì dove x y z el e prendono il nomedi
coordinatedelpuntoP

Definiamo dunque l'isomorfismo j È che ci permettedipassaredaivettori ai puntiindividuatidaun
temadicoordinate

PIANI NELLO spazio

Possiamo rappresentare un piano nellospazio tramite equazioni parametriche o equazionicartesiane

Equazioni parametriche treequazionidiunsistemalinearechedescrivonolecoordinatedeipuntidelpiano
Vengono scritteinfunzionediunsuopuntoe dellecomponentididuevettoriparallel
adesso

Ciòequivale a direche il piano it passanteperPoe parallelo aivettori v.v è l'insiemedeipuntiptaliche
il vettore Prà è linearmente dipendentedav edaw cioèchepà v e appartengonoallostessopiano

pf svita con steli
Ivettori v w vengono

dettivettoridigiacituradin
Consideriamo unpuntopilayozo en pelxy z ungenericopuntodelpianoSianoinoltreritienefini e
wehiimaj.inÈduevettorigiacituradi ii

pt x a è lgg.tt zzdIPofsvetw slliim jniketlhimjn.tt slittaèIsm tu jtlsn.ita È
e è yyoljttzz.lkslitltialsmtm j lsrithI
slittata

e

t iduetettidigiacitura nu devonoesserelinearmente
indipendentiAltrimentinon identificano unpiano

I Smthatgo

Sesono notitrepunti e dobbiamo determinare ilpianopassante peressiconsideriamo i vettori piùePott PoPPasono
trepuntinoti

EQUAZIONE CARTESIANA unequazione lineareintreincognite icoicoefficienti nonsonocontemporaneamente
nulli

Deltipo axtbg.czd o conahcdell edi_axobgo.cz dovepotayozoè il



puntocontenutonelpiano

Ingenerale datounvettore vediabjecte unpuntopotayozo l'equazione cartesianadelpianopassanteperre
ortogonale a v è

dxxdtblyglidzz.to
L'equazionegeneralediunpiano passante pertrepuntidistinti p p p è

4 L
Perdeterminare l'equazione generaledi un pianopassanteperunpuntorottoyozo e paralleloa due

vettori

velim.jan.tt wtriemjan.li troviamo il vettoreortogonale a untramite il prodottovettoriale epoioperiamo
normalmente

Es Pol2,31 v 3è3g2k njak
Calcolo l'ortogonale delÈÈ baita jda oksi j.to
Utilizziamo laformula va sg3 alzi o
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5 3932116 0

Casi particolari

Sedio allorailpianopassaperl'origine
Seunodeicoefficientidelleincogniteènullo il piano èparalleloall'asseaventeil nomedell'ing
chemanca Seènulloanche il terminenotodallora il pianopassaperquell'asse

Es itaxtbg.dz piano paralleloall'assez Max tezo pianopassanteperl'assey
Se idue coefficientidelleincognitesononulli ilpiano èparallelo al pianocorrispondentealle incognite
mancantiInoltrese dènullo il pianoe proprioquelloindividuatodalleincognite

Es It ex d o pianoparilleloalpianoyz it by o piano Xz

PASSAGGIOTRA IDUETipi DiEquazione

Dall'equazioni parametriche all equazionicartesiane Sitrattaquasidirisolvere il sistemalineare
cercandodiesplicitaretuttelecoordinatesenzai
vettoridirettori

EsRiprendendol'esempioprecedente edcartesianodatiduevettori Calcoliamoprimalaformaparametrica poiriceviamo
quellacartesiana
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Dall'equazione cartesiana all equazioneparametriche Procediamo alcontrario assegnama a dueincogni
rispettivamente s e t e riscriviamo iltetto
rispettoallaterza incognita

Es 3 54712 0

s yet LÌ12 35 5 2

Nota se noncompaiono tutte e tre le incognite assegnano sempre setma secomparesoloun'incognita allorale
assegnanoallealtre secompaionodueincognite assegnano s all incognitamancante e t a unadelledueincog
date

Es 6 59 3 0

È s getS Z E

y agg

22 3 0

z

RELAZIONITRApiani

PianiPARALLELI Datiduepiani t.it essi sidiconoparalleli se i it o fattoInparticolare parleremo rispettivamentedipianicoincidentiodisgiunti
Perstudiare il parallelismo verifichiamo che il rangodellamatriceincompletaassociata aiduepianisia 1
Seè 1 il rangodellamatricecompletaallora iduepanisono coincidenti
Naxtby.czd o
i c'xtigeizedio il i r g I

Pianidisgiunti Pianicoincidenti

Pianiincidenti Duepianichenonsono parallelisonoincidenti

Verifichiamo l'incidenza studiando il rangodellamatriceincompleta associataaiduepianiSe il rangoèmassimo
quindiparia 2 alloraiduepianisonoincidenti

Naxtby.czd o
i c'xtby.cztolto il G a



Seinoltre il prodottoscalaredeicoefficientideipianièuguale azero acetbb'ecc 0 alloraiduepianisono
perpendicolaricioèsecomunquefissiamounpuntoPsullasettadiintersezionedeipiani esisteunpuntotappartere
a Nir taleche pt di
DistanzaTRADUEPIANI Datiduepianiparallelidefiniamodistanzatraiduepiani la distanzatradue

punti per p e i generatidaunasetta perpendicolare aipiani

pi i

i dont'È
IT

Angolo traduepiani Definiamoangolotraduepianil'angolocheformano ivettoridirettoridi
duepianiespressi informacartesiana

Naxtby.czd o
milabD costituitid'xtbg.czedio
mi abc

Nota secos II o allora iduepianisonoperpendicolari Lecos ti i allora iduepianisonoparalleli
Fascidipiani Uninsieme infinitodipianichepossonoessereparalleli o avereunasettaincomune
Fascipropri rettaincomune sostegnodelfascio
Fasciimpropri tuttiparalleli

Perdeterminareunfascio improprio a partiredaunpiano it sostituiamo il coefficienteKalterminenotod
Per determinareunfasciopropro a partiredaduepianinonparalleli determiniamoprimalarettasostegno epoi
la scriviamo come combinazione lineareperduescalatitu

Es It X 422 5 0
µ g o

Perdeterminareunfascioimproprioperilprimopianoscriviamo it x garzako
Per determinareunfascioproprioperiduepiani

p a yazz 5 o IIxyazz5 le x y z o
x 3g z o Ita x 3mgelataz s o

RETTA NELLOSPAZIO

Comeper il pianopossiamorappresentarelasettanellospaziosiatramite equazioniparametrichechetramiteequazionicortesia
EquazioniPARAMETRICHE Lasetta rpassanteperPo eparallela e reo è il luogogeometricodeipunti

Pdellospaziochesoddisfanolacondizione PotterO in modoequivalente
pop tu contell



Consideriamo unpuntopotayozo er un
vettore viiimiiaÈ parallelo a vDettopalagz unpuntoqualsiasidellospaziopossiamoscrivere
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EQUAZIONICARTESIANE Unasettapuòsempreessere individuata dall'intersezionediduepiani
H axthytczed
otiattbj.czdj refatthytczedo

c'xtbj.chdi
Datiduepuntipilayz Potago.to per

determinarelasettapassanteperessi

L alta È ftp QualoraXixoogig o zzo siscire
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Informaparametrica Infamacartesiana

Datounpuntopilagozo eunvettoreveliamjanti
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Infamaparametrica

Es Polsiil recity Oppurecalcoloilvettoreparalleloe
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PASSAGGIOTRAI DUETipiDiEquazioni

Dallaformaparametricaallaformacartesiana Come
peri pianidobbiamo risolvere il sistemalineare



Es 3 3
3Gast
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Dall'equazione cartesianaall'equazioneparametrica comeper ipianiassegniamoadunavariabileincognita ilparanà
te sostituiamonellealtreequazioni

Es
Gaga

zero at

ft
t

g 271 0 g t z i yetz.ifge.tt i
t tzf.azi oz Zt za Et

PosizioniRECIPROCHEDIDUERette

Complanari se contenutenellostessopiano Inparticolare perpendicolari incidenti oparallele

1Sghembe se noncontenute nellostessopiano
DistanzaPUNTOPiano

Definita come ladistanzatraunpunto P e la suaproiezione p suunpianoN

alphalffe
ANGOLOTRADUE REITE

Date due alte resedi rettoriadesseassociate vr.usdefiniamo è l'angolo cheesse formano

costituiti
Le cosri o allora le duesettesono ortogonali listarmstans o Secosti 4 allora
ledue rettesonoparallele

Es
rftp.t s g so fatty io
z at g è 2 0

221429940
E zag tiziay
t pt

Ricaviamo i vettori direttori
gara yztazy.si g hat

Vi 1,1 2 Vs 1 2 i z tayz z try z z tra
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PIANO ORTOGONALE AUNARETTAPASSANTEPERUNPunto

Dopo aver ricavato i vettoridirettoridellasetta scriviamol'equazionegeneraledelpianocon i coefficientidirettivi
dellasetta Imponiamoquindi ilpassaggioper ilpuntodato

Es Pe5 1,3 r t
4 2est
z 4

Viti3,0 a tangenzed o
x 3gd o dixpsgp 534
39 8 0 8

DISTANZAPUNTORETTA

Pertrovare ladistanzatraunpuntop eunasetterdeterminiamoprima ilpianopassanteper peortogonalea r per
trovare l'ortogonaledip poimettiamo a sistema lasetta re ilpianopertrovarePoProcediamodunquecon la
classicaformale

Es Pli r
r t
Y t
1 ze4

Uff 3,0 2 x 3gd o di xp yr4
34 4 0

Sostituiamo lat stat no
at at 4 o
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Riscriviamo 2 E

go.fi
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1 E 4

calcoliamo ladistanza diritti
TEEN PEE TE

Notase ilpunto per alloraladistanzaèzero



µ
ProdottovettorialeNota il prodottovettorialeèdefinitosoltantoinV3
Definizione

Datidue vettori è è eri definiamoprodottovettoriale unaoperazione 1 VIVI Vcosìdefinita
I inutili leisino
Ladirezioneè datadallasetta perpendicolare a Pete

Il versoèdatodallaregoladellamanodestra indicemedio iduevettoripollicelarisultante

Proprietàdelprodottovettoriale

Enea ENE lanticammutatività

in E E Eretta E Idistributivarispettoallasommadivettori

Helmetline in Ii Thoth bilinearitàrispettoalprodottoperunoscalar

Se fa è 0 allora i duevettorisono paralleli

alti il aiabj.it Edith CÌ
En Etat bj.italaiib'j ikt ab'Kaij.baikbiiecaijch'è

Eiheiji
Perchéinfatti dunque

è1 È j
Ink

Es 121,0 a in Il il lo.li loltzil a li i

1 2 33

Perricordarelaformula utilizziamounafintamatrice
È

E G e necalcoliamo il determinante

INTERPRETAZIONE GEOMETRICA

B e Consideriamoduevettori E E aventilostessopentodiapplicazione
L'areadelparallelogramma èdatada A Bit

a µ
Maadcorrispondea Ù mentre bitcorrisponde a Atsino Esino

H E D Quindi Ama èèsino



Applicazioni

DSe abbiamounasettainformacartesianae vogliamounsuosettoredirezionale labc a labici
caritateofdiepiani

a Seabbiamo duesettenonparallele evogliamounpianoparalleloadentrambe labc Il.milall miil
A

vetridirezionali


