DISPENSA 8- GEOMETRIA ANALITICA NELLO SPAZIO

Coordinate cartesiane del punto
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Componenti di un vettore in funzione delle coordinate dei suoi estremi

v = P,P, €Vshacomponenti (x, — X1,V, — ¥1,22 — Z1).
Distanza di 2 punti e punto medio

La distanza tra due punti e data dal modulo del vettore P; P,.

d(Pl:PZ) = \[(xz _xl)z + (yz _yl)Z + (Zz _Zl)z

M(x1+x2 Y1t Z1+Zz)
2 2 "2
(il punto medio si dimostra con la sua definizione W = WP;)

Baricentro

G(X1+X2+X3 yl+yZ+Y3 Z1+Z2+Z3>
3 ' 3 ’ 3
Equazione vettoriale di un piano

Esiste ed € unico il piano a passante per tre punti Po,P1,P2 non allineati.

. . . - r=a— —_—> e . \ . . . . .
Se indichiamo con v = PyP; e con w = PyP,, un piano € anche univocamente individuato se si
. . . . . . . . 4 -

assegnano un suo punto Po e una coppia di vettori non paralleli (linearmente indipendenti) v e w

appartenenti al piano.

Di conseguenza, VP € m, (POP, v, vT}) risultano tre vettori di 7 linearmente dipendenti (ricorda che

ogni piano ha dimensione 2 e percio due & il massimo numero di vettori l.i.) e quindi tali che

VP € a: P,P = h + ki, con h, k € R.

| vettori ¥, w si dicono vettori di giacitura del piano a.
Equazioni parametriche del piano

Se Po(xo,y0,20), ¥ = (£, m,n) ew = (£',m’,n’),

X =x9+ht +kt'
PoP = ho» + kW = {y = yo + hm + km’
z=2zy+ hn+kn



Condizione di complanarita di 4 punti / equazione del piano sotto forma di determinante

X y zZ 1
X—x, Y-V, Z—12, A
(P,P1,P2,P3sono complanari) & [X2 = X1 Yo—Y1 Zz— 7| =0 |t 71 71 ~0
X3— X, Y3— Y1 Z3—7Z1 X2 Y2 Zz 1
X3 Y3 Zz 1

Equazione cartesiana di un piano

Si ottiene sviluppando il determinante della matrice dell’equazione del piano rispetto alla prima

riga.
Sihaax +by+cz+d=0,icoefficienti a, b e c sono i parametri di giacitura del piano.

Osservazione
Un piano Tt si pud assegnare con :

1. Un punto e due vettori non paralleli.
2. Tre punti non allineati.

Piani paralleli agli assi coordinati

1. //asse x = by+cz=0
2. //assey = ax+cz=0
3. //asse z = ax+by=0

Equazione segmentaria di un piano

a-x+b-y+c-z=—d,dividendotuttoper—d=>—%x—%y—2x=1

b c 1 X z
,—===,——==,ho=+Z+==1.
d d v "p q 7T

Q|-

a 1

Posto ——= = —
a p

P e I'ascissa, q I'ordinata e r la quota dei punti di intersezione con i piani cartesiani.

Equazione di un piano passante per un punto

a(x —xp) +b(y —yo) +c(z—29) =0

| piani passanti per un punto assegnato sono oo?: I'insieme di tutti questi piani passanti per Po dicesi
stella di piani di centro Po.

Posizione relativa di due piani nello spazio
Condizione di parallelismo
m:ax+by+cz+d=0en:a'x+b'y+c'z+d' =0,

detta A la matrice dei coefficienti A = (2, l}))’ (f,)



e detta A’ la matrice completa con i termini noti A’ = (a, b, C, d,)
a b ¢ d

si dimostra che me ' sono:

1. incidenti se rang(A) = 2;

2. paralleli e distinti se rang(A) =1 e rang(A’) = 2;

3. paralleli e coincidenti se rang(A) = rang(A’) = 1.
Dimostrazione

Per il teorema di Rouche-Capelli, si ha che:

1. serang(A) =2 =rang(A’), il sistema & compatibile e ammette 00372 = oo! soluzioni, ovvero i
due piani hanno una retta in comune e sono percio incidenti;

2. serang(A) =1<rang(A’) =2, il sistema & impossibile: i due piani sono paralleli e distinti.
Infine, se rang(A) = rang(A’) = 1, il sistema & compatibile e ammette 003~1 = 00? soluzioni: i
due piani hanno tutti i punti in comune e sono coincidenti.

Corollario
b d
1. (nlln’enin’)@(%:ﬁzgiz);
b d
2. (2)(n||n'enzn')@@:F:g:?)

(si dimostra con i minori comlementari)
Significato dei coefficientia, b e c

1. Sono le componenti di un vettore L al piano .
2. Ogni retta perpendicolare | piano ha parametri direttori proporzionali ai coefficienti del
piano .

Fasci di piani

1. Fascio proprio: i due piani sono incidenti e si intersecano secondo la retta r, chiamata
sostegno del fascio.

2. Fascio improprio: tutti i piani sono paralleli e 'equazioneéa-x+b-y+c-z+ k=0, al
variare del parametro k in R.

Classificazione di un fascio

Se F & un fascio di piani generatodam:ax+by+cz+d=0edan':a'x+b'y+c'z+d'=0, dette

4=y Der=G oy o)

si dimostra che:

1. (F é un fascio di piani proprio) & (rang(4) = 2)



2. (F e un fascio di piani improprio) & (rang(4) = 1).
(conseguenza del parallelismo tra piani)
Condizione di appartenenza di un piano a un fascio
a b ¢ d
rang(a’ b ¢ d’) <3
a’ b’ " d"”
(minore estratto del secondo ordine =0)
Equazioni della retta nello spazio
Equazione vettoriale
PoP =t - ¥, al variare di tin R.
Equazioni parametriche

P(x,y,2), Py(X0,¥0,Z0) € U = (£, m,n), passando alle componenti dei vettori, si ha:

PP=tBe (x—%0,y— Yo, z—2y) =t (£,mn)
X—Xxg=t-4 X=x9+t ¥

:{y—yozt-m:{y=y0+t-m, Vt € R.
Z—Zg=1t'n Z=Zy+t'n

Condizione di allineamento di tre punti

X —X — zZ—Zz
1 Y= 1)=1_

(P, P;, P, sono allineati) < rang (Xz X, Yo=Y Z—74

(si dimostra attraverso i vettori)

Equazione della retta per due punti

X=Xy Y=V _Z2—7Z;

Xo—=X1 Y2—=Y1 22— 71

osservato che
t=x;—x,m=y, -y ,n=2,—2;
si ottiene I'’equazione della retta sotto forma di rapporti uguali

X=X Y=V Z— 2
{ m n

Equazioni cartesiane di una retta

Ogni retta si puo ottenere come intersezione di due piani non paralleli

— N ,_{ax+by+cz+d=0
TERNT NG+ by +cz+d =0



i parametri direttori di r sono i minori del 2° ordine che si ottengono dalla matrice dei

coefficienti(g, b c’) :>{):|II;’ cc’|’m:_|a C|’ _|a ’

! ! -
b ¢ a c a b

Condizione di parallelismo tra rette
, £ m n
(r ||T)‘:>(—,=—,=—,)
£ m n
Posizione relativa tra rette e piani
1. (réincidente il piano ) & (r N = {P});
2. re parallela al piano 1t se r & contenuta nel piano oppure r non ha punti in comune col
piano:
rlln)e @Fcnvrnm=0).
Se 1t € un piano di equazione ax + by + cz + d = 0 e r € una retta di equazioni
{a’x +by+cz+d =0

si dimostra che:
a’'x+b'y+c'z+d" =0

a b c
1. rnm={P}Hh) = |ad b c'|#0; (rincidenten)
all bl’ C”
a b c
2. rlime|lad b |=0.
all bll CII

Dimostrazione

ax+by+cz+d=0
Considerato il sistema formato dalle equazionidinedir,{a'x+b'y+c'z+d' =0
a'x+b"'y+c'z+d"'=0

a b c
le matrici associate al sistemasonoA=|d b ( (matrice dei coefficienti)
all bII C”

a b c d
ed'=1d b ¢ d (matrice completa)
aII bll CII dll

a b c
1. Serang(A) =rang(A’) =3 < det(4d) =|a’ b’ c'|#0,peril teorema di Rouche-
al/ b/l CI/

Capelli, il sistema ha un’unica soluzione: la retta € incidente il piano.

2. Serang(A) =rang(A’) = 2, il sistema & compatibile e ammette infinite 00372 = ! soluzioni:
in tal caso la retta & contenuta nel piano ed e parallela al piano.

3. Serang(A) =2 # rang(A’') = 3, il sistema & incompatibile: la retta & parallela e non &
contenuta nel piano.

a b c
a’ b" c¢'|=0elacondizione di parallelismo fra retta e piano.
all bll C”



Proprieta

rinye (@ f+b-m+c-n=0)
(si dimostra con la condizione di parallelismo per vettori)
Angolo di due rette

E dato dall’angolo dei vettori direttori.

£ +m-m+n-n

VEZ +m? +n? -V +m'? +n'2

cos(r’r\’) =

Corollario
riMeE-¢+m-m+n-n =0).
Angolo fra retta e piano

Angolo che la retta forma con la sua proiezione ortogonale sul piano.

~ ‘r[ ~
IMm=—-—rn
2

Dove n € la perpendicolare al piano.
a-?+b-m+c-n
va? + b% + ¢ -Vt% + m? + n?

sen(fa) =

Condizione di perpendicolarita/parallelismo tra retta e piano

(r e parallela ad @) & (af + bm + cn = 0).

a b ¢
(r & perpendicolare al piano n) < (Z == E)

Angolo di due piani
E definito come I'angolo formato dalle rette perpendicolari ai piani.

aa' + bbb’ + ¢’
VaZ+ b2+ cZ-Va? +b7? +

cos(aB) =

Condizione di perpendicolarita tra piani
(alpB)e=(aa’" +bb' +cc'=0)=0
Distanza di un punto da un piano

Se PO & un punto di S3 e it & un piano di S3, detta P1 la proiezione ortogonale di PO su T, dicesi
distanza di PO da it la misura del segmento POP1:

d(PO, mt) = d(PO,P1).

|ax0+by0+czo+d|
‘ Ja? +b% +¢? ‘

d(R,,7)=



Formula della distanza di due piani paralleli
d(o,p)=d(P.p),"PTp.

Proprieta

N_  |d-d
R e
Distanza di un punto da una retta
Dicesi distanza di PO da r la distanza di PO da H, dove H ¢& la proiezione ortogonale di POsu r.
Procedimento

1. Siscrive I'equazione del piano 1t passante per PO e perpendicolare ad r;
2. Sicalcola il punto H diintersezione dimt conr;
3. Sicalcola d(PO, H): & questa la distanza di PO da r, d(PO,r) = d(PO,H).

Distanza di due rette

1. (rer'sonoincidenti) © (rnr’' ={P}) = (d(r,rv") =0)
2. Serer’ sono due rette complanari e parallele si dice distanza di r da r’ quanto segue:

d(r,r") =d(P,r"), dove P & un punto qualsiasidir.

3. Serer sono due rette sghembe, detti H un punto dir e H un punto dir’ taliche v = HH'
sia perpendicolare sia a r sia a r’, dicesi distanza delle due rette sghembe la distanza di H da
H:

d(r,r)=d(H,H)=HH"
La retta HH’ dicesi retta di minima distanza delle rette sghemberer’.
Procedimento

Si scelgono un punto generico H di r e un punto generico H’ di r’

Si impone che il vettore v = HH' sia perpendicolare siaarsiaadr'
Si ottengono le coordinate diH e H’;

Si calcola la distanza d(H,H");

d(r,r') = d(H,H') (distanza delle due rette sghembe)

La retta passante per H e H’ & la retta di minima distanza.

ok wnN Rk

Coseni direttori di una retta = coseni degli angoli che r forma con gli assi cartesiani.

Tcos(J,)=u,
1

|’ cos(Jy) =u,
':‘cos(JZ) =u,

cos’(J,) +cos*(J,) +cos’ (J,) =1.



cos(J,) = ,c0s(J,) = M cos(J,)= n

£
N Famt ot N

(per dimostrarlo basta calcolare il versore del vettore direttore)
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